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. Ueber den Zusammenhang gewisser Sätze, 
welche sich auf geschlossene Reihen geometrischer 
_ Gebilde beziehen. 


Von 


F. August. 


Der elementarste von der Art von Sätzen, mit welchen sich die 
folgende Untersuchung beschäftigt, ist der, dass, wenn zwei Seiten 
eines (der Lage nach) veränderlichen Dreiecks, welches einem un- 
veränderlichen Kreise eingeschrieben ist, je einen unveränderlichen 
und dem ersten concentrischen Kreis berühren, die dritte Seite einen 
dritten jenen ebenfalls concentrischen Kreis berührt. 


Bei weitem weniger elementar ist der Poncelet’sche Satz: 
(Poncelet, Trait6 des proprietes projectives des figures pg. 361): 
Wenn zwei Seiten eines einem festen Kreise ‚eingeschriebenen verän- 
derlichen Dreiecks je einen von zwei unveränderlichen Kreisen be- 
rühren,. die mit dem ersten Kreise derselben Kreisschaar angehören, 
so Rh auch die dritte Seite stets einen unveränderlichen Kreis 
derselben Schaar. 


Beide Sätze lassen eine Erweiterung auf Polygone zu, und man 
gelangt durch eine einfache Betrachtung endlich zu dem interessanten 
Satze: 


Wenn ein Polygon zugleich einem festen Kreise ein- und einem 
andern umgeschrieben ist, so lassen sich denselben Kreisen unzählig 
viele Polygone von derselben Seitenzahl in derselben Weise ein- und 
umschreiben. Die beiden Kreise können bekanntlich auch durch zwei 
beliebige Kegelschnitte ersetzt werden. 
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Ferner hat Steiner ähnliche Sätze angegeben über geschlossene 
Reihen von einander berührenden Kreisen und Kugeln, die ausser- 
dem zwei feste Kreise, respective drei feste Kugeln berühren (Crelle 
Bd. I pg. 254—257. Bd. II pg. 192); endlich sind es die Steiner- 
schen Sätze über Polygone bei Curven dritten Grades, die zu diesem 
Typus gehören (Crelle Bd. 32 pg. 182 ff.). Die grosse Ueberein- 
stimmung in diesen Sätzen lässt vermuten, dass sich dieselben von 
einem gemeinsamen Gesichtspunkte aus werden begründen lassen, und 
so zeigte sich denn auch ‚in der analytischen Behandlungsweise, dass 
sowol die Poncelet’schen Sätze, wie diejenigen über die Steiner- 
schen Polygone auf das Additionstheorem der elliptischen Integrale 
erster Gattung führten, wie dies Jacobi und Clebsch nachgewiesen 
haben. (Jacobi, Ueber die Anwendung der elliptischen Trausscen- 
denten auf ein Problem der Elementargeometrie, Crelle Bd. II; 
Clebsch, über einen Satz von Steiner ete., Crelle Bd. 63). 


Obschon hierdurch der Zusammenhang jener Theoreme aufgedeckt 
ist, bleibt es doch wünschenswert, diesen Zusammenhang auch in 
geometrischer Weise klar zu legen, also einen Satz aufzufinden, aus 
welchem sich die genannten. Theoreme durch möglichst einfache 
geometrische Betrachtungen ableiten lassen. Diese Erwägung veran- 
lasste mich zu der folgenden Arbeit. Als einen geeigneten Ausgangs- 
punkt habe ich den Satz von den Steiner’schen Polygonen in etwas 
erweiterter Form erkannt. Die Untersuchung führte mich zugleich 
auf einige analoge Sätze für räumliche Gebilde, die, soviel mir be- 
kannt ist, noch nicht anderweitig veröffentlich sind. Wie mir nach 
Vollendung dieser Arbeit bekannt wurde, sind die Steiner’schen 
Polygone von Herrn Boeklund in den Academieschriften von Lund 
geometrisch behandelt; doch ist mir die Arbeit selbst bisher nicht zu 
Gesicht gekommen. Um eine gewisse Uebersicht auch über diejenigen 
Schliessungstheoreme zu geben, die weniger einfachen Charakters 
sind, also nicht ohne Weiteres aus den in der folgenden Arbeit be- 
handelten hergeleitet werden können, bemerke ich, dass Clebsch im 
63sten Band des Journals für reine und angewändte Mathematik einen 
derartigen Satz für algebraische Curven beliebigen Geschlechts auf- 
gestellt hat. Herr Darboux hat einen Schliessungssatz veröffent- 
licht, bei welchem es sich um Polygone handelt, die einer von drei 
confocalen Flächen zweiten Grades eingeschrieben und zugleich den 
beiden andern umschrieben sind. Ausserdem hat Herr Darboux in 
seiner Abhandlung: Sur une classe remarquable de courbes et de 
surfaces etc. (M&m. de Bordeaux t. IX 1873 Note II pe. 123 ff.) in 
ausführlicher Weise das Poncelet’sche Theorem und eine Reihe 
von Erweiterungen desselben behandelt, und zwar mit Hilfe einer 
sehr einfachen und interessanten Methode. Herr Felix Klein in 
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München hat die Güte gehabt, mich auf einen Schliessungssatz für 
geodätische Polygone auf Flächen zweiten Grades aufmerksam zu 
machen. Auch der im vorigen Teile (LVIII) pe. 216. publieirte Lehr- 
satz, eine gewisse Raumcurve sechsten Grades betreffend, gehört dem 
Gebiet der Schliessungstheoreme an. 


I. Vorbetrachtungen. 


Wenn ich in diesen Vorbetrachtungen etwas weiter zurückgreife, 
als es dem Geometer von Fach nötig erscheinen möchte, so geschieht 
dies in der Ueberzeugung, dass, je weiter die mathematischen Disci- 
plinen aus einauder gchen, das Bedürfniss um so grösser ist, durch 
einleitende Betrachtungen das Verstäudniss von Specialuntersuchungen 
zu erleichtern. 


1. Ueber Flächen zweiten Grades und gewisse auf ihnen befindliche 
Linien. 


Bekanntlich liegen auf jedem einfachen (einschaligen) Hyperboloid 
zwei Schaaren von Geraden (Generatrices). Jede Gerade der einen 
Schaar schneidet jede Gerade der andern Schaar, ist aber windschief 
zu einer Geraden derselben Schaar. Jede Tangentialebene schneidet 
das Hyperboloid in zwei Geraden, die verschiedenen Schaaren ange- 
hören und sich im Berührungspunkte schneiden. Umgekehrt ist jede 
durch eine Generatrix gelegte Ebene eine Tangentialebene des Hyper- 
boloids. Auch die übrigen Arten von Flächen zweiten Grades ent- 
halten in sich gerade Linien, dieselben sind aber imaginär, und können 
sowol durch die Rechnung, als auch durch die v. Staudt’schen geome- 
trischen Beobachtungen in ihrer Bedeutung erkannt werden. (Vel. 
v. Staudt Beiträge zur Geometrie der Lage. Nürnberg 1856—60 und 
F. August Untersuchungen über das Imaginäre in der Geometrie. 
Berlin 1872 Programm der Friedrichs Realschule). 


Der Durchschnitt zweier Flächen zweiten Grades ist eine Raum- 
curve vierten Grades R,; eine solche heisst erster Art im Gegensatz 
zu den Raumcurven vierten Grades zweiter Art, durch die nur eine 
Fläche zweiten Grades gelegt werden kann, und welche mit zwei 
windschiefen Geraden zusammen den Durchschnitt jener Fläche mit 
einer Fläche dritten Grades bildet. Im folgenden ist nur von den 
Raumcurven erster Art die Rede. Durch eine solche R, lässt sich 
eine Schaar von Flächen zweiten Grades legen, unter denen im all- 
gemeinen vier Kegel sind, und zwar geht durch jeden Punkt r des 
Raumes, der nicht auf R, liegt, eine solche Fläche. Die Tangential- 
ebene in x schneidet diese Fläche in zwei (reellen oder imaginären) 
Geraden, deren jede die Z, zweimal schneidet. Man verbinde irgend 

ı* 
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zwei Punkte « und 8 der Raumcurve AR, durch eine Gerade, so giebt 
es stets ein Hyperboloid aus der Schaar, welches diese Gerade ganz 
in sich enthält. Jede Ebene durch «ß schneidet dieses Hyperboloid 
noch in einer Generatrix der zweiten Schaar, und diese Generatrix 
ist bestimmt durch die beiden Schnittpunkte «,ß,, welche dieselbe 
Ebene noch mit R, hat. Lässt man die Ebene sich um «ß, respective 
@,ß, drehen, so erhält man die beiden Schaaren der Generatrices des 
Hyperboloids in dieser Weise. Wir wollen den Inbegriff aller Se- 
canten einer Z,, welche eine Schaar Genceratrices eines Hyperboloids 
bilden, eine Secantenschaar und die beiden Secantenschaaren, die 
auf demselben Hyperboloid liegen, conjugirte Secantenschaaren 
nennen. Wenn die Gerade «aß Generatrix eines der vier Kegel ist, 
welche sich durch AR, legen lassen, so wird die Secantenschaar «,P, 
die Schaar der Generatrices dieses Kegels und sich selbst eonjugirt; 
wir wollen diese Schaar eine konische Secantenschaar nennen. 
Zu jeder A, gehören also vier konische Secantenschaaren. 


2. Einiges über perspectivische Projectionen, namentlich mit Rücksicht 
auf die in 1. betrachteten Gebilde. 


Eine algebraische Raumcurve nten Grades, d. h. eine solche, 
welche von einer Ebene im Allgemeinen in » Punkten geschnitten 
wird, projieirt sich von jedem Punkte = aus auf eine beliebige Ebene e 
in eine ebene Curve nten Grades. Geht der Projectionspol x in 
einen Punkt der Raumcurve selbt über, so verringert sich der Grad 
der Projection um 1, indem sich eine unbestimmte durch die Spur 
der Tangente in x gehende Gerade ablöst, welche ausser Acht ge- 
lassen werden kann, wenn man die völlig unbestimmte Projection des 
Poles selbst vermeidet. 


Durch die perspectivische Projection von irgend einem Punkte x 
aus auf irgend eine Ebene e, die nicht durch x gehen möge, kann 
eine Fläche zweiten Grades /, nebst der auf ihr befindlichen Gebilden 
in die Ebene e abgebildet werden, und bei dieser Abbildung, die wir 
für die Folge öfter benutzen werden, sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden. 


a. Der allgemeinere Fall ist, dass der Projectionspol x nicht 
auf der Fläche 7, liegt. Im diesem Falle ist die Abbildung ein- 
zweideutig; d. h. es entspricht irgend einem Punkte «, der /, ein 
Punkt «’ der Ebene e, während einem Punkte «’ der Ebene‘e zwei 
Punkte a, und «, der Fläche /, entsprechen. Die beiden Schaaren 
der Generatrices der /, projieiren sich in die Schaar der Tangenten 
des Kegelschnitts 7’?, in welchem der Tangentenkegel von z'an fg 
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die Ebene e schneidet, jede Tangente dieses Kegelschnittes entspricht 
also zweier Geraden von /, aus verschiedenen Schaaren. Irgend einer 
andern Geraden der Ebene e entspricht ein nicht aufgelöster Kegel- 
schnitt auf /,; dessen Ebene durch x geht. Einem beliebigen Kegel- 
schnitt X’? auf /, entspricht ein Kegelschnitt X?, welcher den Kegel- 
schnitt- 7’? in zwei (reellen oder. imaginären) Punkten berührt, da 
ja der Kegelschnitt X? den Kegelschnitt 7%, in welchem der Berüh- 
rungskegel von x die Fläche /, berührt, in zwei Punkten schneidet. 
Umgekehrt entsprechen jedem Kegelschnitte K'? in e, welcher 7’? 
doppelt berührt, zwei Kegelschnitte X]? und KA,” auf /,, während 
einem andern Kegelschnitte Z,’ der Ebene e, welcher 7”? nicht dop- 
pelt berührt, eine Raumcurve vierten Grades auf f, entspricht, deren 
Eine konische Secantenschaar durch x geht, und umgekehrt. Jeder 
andern Raumcurve vierten Grades auf f, entspricht dagegen in e eine 
ebene Curve vierten Grades, welche 7’? viermal berührt, und welche 
ausserdem zwei Doppelpunkte hat, weil durch x zwei Secanten von 
R, hindurchgehen. Eine weitere Fortsetzung dieser Betrachtungen 
ist für unsere Zwecke entbehrlich. 


b. Wenn man den Projectionspol = im Speciellen auf /, selber 
wählt, und wenn man die völlig unbestimmte Projection von m ausser 
Acht lässt, so wird die Abbildung von /, in e ein- und eindeutig 
d. h. es entspricht jedem Punkte « in fs ein Punkt «@’ in e, und 
umgekehrt. Die Punkte, welche dem Pol = unendlich nahe sind, 
projieiren sich in die Punkte der Geraden, in welcher die Tangential- 
ebene von f, in x die Bildebene e schneidet. Die beiden Generatrices 
G, und G, der Fläche /,, welche durch » gehen, projieiren sich in 
zwei Punkte y,' und ya‘, alle übrigen Generatrices der ersten Schaar 
in Gerade durch 7,', die der zweiten Schaar in Gerade durch y;'. 
Die sämmtlichen ebenen Schnitte von /,, welche durch = gehen, pro- 
jieiren sich als die sämmtlichen Geraden in e, und umgekehrt. Jedem 
ebenen Sehnitt von /,, der nicht durch = geht, entspricht ein Kegel- 
schnitt durch 7,’ und 73’. Jedem Kegelschnitt in e, der durch 9,’ 
und ys‘ geht, entspricht in /, umgekehrt wieder ein Kegelschnitt, da 
f, und der projicirende Kegel ausserdem die Geraden G, und @, 
gemein haben. 


Einer Raumecurve vierten Grades R, auf /% entspricht im All- 
gemeinen in e eine ebene Curve vierten Grades, welche in y,' und Ir 
Doppelpunkte hat, und umgekehrt, jeder ebenen Curve vierten Grades 
R,' in e, welche in y,’ und y3’ Doppelpunkte hat, entspricht in fg 
eine Raumeurve R,; denn der projicirende Kegel zR,', welcher vier- 
ten Grades ist, schneidet /, im Ganzen in einer Curve achten Grades, 
von der sich aber die beiden Doppelgeraden G, und @, abtrennen, 
so dass als nicht singulärer Bestandteil eine Raumcurve vierten Grades 


6 August: Ueber den Zusammenhang gewisser Sätze, welche sich 


übrig bleibt, die nicht von der zweiten Art sein kann, weil ihre Pro- 
jection von z sonst einen dreifachen Punkt haben müsste. Wenn 
eine Raumcurve AR, durch » geht, so ist ihre Projection in e eine 
ebene Curve dritten Grades C,’, durch y,’ und y9’, und umgekehrt. 


‚Von dieser Verwandtschaft sind einige speeielle Fälle besonders 
erwähnenswert: Ist nämlich die Bildebene parallel zur Tangentialebene 
von /, im Projectionspole x, so rücken die beiden Punkte y,’ und y3’ 
ins Unendliche, und die sämmtlichen ebenen Schnitte von /, projieiren 
sich in ähnliche und paarweise ähnlichliegende Kegelschnitte mit 
parallelen Asymptoten (also auch mit parallelen Axen). Ist noch 
specieller z ein Nabelpunkt von /,, so werden y,’ und y,' die Kreis- 
punkte von e, und die sämmtlichen ebenen Schnitte von f, projieiren 
sich in die sämmtlichen Kreise von e und umgekehrt. Ist endlich fa 
eine Kugel, so ist jeder Punkt x derselben als Nabelpunkt anzusehen, 
und wenn man von ihm aus die Kugel auf eine Ebene e projieirt, 
welche der Tangentialebene in x parallel ist, so erhält man die be- 
kannte stereographische Projection, in der sich jeder Kugelkreis 
wieder als ein Kreis abbildet. — eine Projection, welche bekanntlich 
die wichtige Eigenschaft der Conformität besitzt. 


3. Notwendige Punkte bei Büscheln von Curven dritten Grades. 
g 


Eine ebene Curve dritten Grades C,' ist durch neun ihrer Punkte 
im Allgemeinen eindeutig bestimmt. Durch acht beliebige Punkte 
lassen sich unendlich viele solche Curven legen; diese bilden einen 
ebenen Curvenbüschel dritten Grades. Irgend zwei dieser Curven 
haben aber noch einen neunten Punkt gemein, und durch diesen 
müssen alle Curven des Büschels hindurchgehen. Die neun Durch- 
schnittspunkte zweier Curven dritten Grades, oder die neun Funda- 
mentalpunkte eines Büschels von Curven dritten Grades können also 
nicht willkürlich gewählt werden; sondern nur acht sind beliebig, der 
neunte (motwendige) ist durch die acht übrigen bestimmt. 


Ordnet man nun die sechs Durchschnittspunkte einer ebenen 
Curve C,’ und eines Kegelschnittes X,’ in drei Paare 0,'0g, Pr Be 
und y,'Y2', so schneidet jede der drei Verbindungslinien 4’B’C' je 
eines Punktpaares die C,' noch in einem Punkte, bezüglich in «g’ß3’y3’, 
die in einer Geraden liegen. Denn durch die neun Punkte ey 
geht erstens die Curve Gy’, zweitens die drei Geraden A'B’C', die 
zusammen eine aufgelöste Curve dritten Grades bilden; also sind jene 
neun Punkte die Fundamentalpunkte eines Büschels von Curven 
dritten Grades. Durch jeden Punkt 0’ der Ebene lässt sich eine 
diesem Büschel zugehörige Curve legen. Wählt man nun ö’ auf Kay 
so muss die Curve, da sie sieben Punkte mit K,' gemein hat, alle 
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Punkte von X,’ enthalten, also aufgelöst sein in X,’ und eine Gerade, 
welche natürlich durch die drei Punkte «a3’ß,'y3‘ hindurchgeht. 


Statt des Kegelschnittes X,’ kann man nun auch zwei Gerade 
wählen, welche die C,' in «,'ß}'yı und «s’ßg'ya' schneiden, so dass 
man den specielleren Satz erhält: 


Verbindet man die Schnittpunkte zweier Secanten einer C,' paar- 
weise durch die drei Geraden «,'ag', ß} Pa’, Yı 72, so liegen die dritten 
Schnittpunkte dieser drei Geraden mit Gy’, nämlich «3’ß3’yz' wieder 
in einer Geraden. | 


Dieser Satz lässt noch mannigfache Specialisirungen zu, tie 
namentlich dadurch gewonnen werden können, dass man einige der 
betrachteten Punkte unendlich nahe rücken, also die Secanten in 
Tangenten übergehen lässt. Er bildet den Ausgangspunkt für die 
Betrachtung der Steinerschen Polygone. 


II. Die Steinerschen Polygone in weiterem Sinne, 


Man kann dem zuletzt erwähnten Satze auch folgende Fassung 
geben: 


Verbindet man einen festen Punkt A’ einer ebenen Curve dritten 
Grades C,’ mit einem veränderlichen «’ derselben Curve durch eine 
Gerade, welche C,’ noch in ß’ schneidet, zieht von ß’ nach einem 
festen Curvenpunkte uw’, der dritte Durchschnittspunkt sei y’, von y’ 
nach einem festen Curvenpunkte »v’, der dritte Durchschnittspunkt 
dieser Geraden sei 6’, dann ist der dritte Durchschnittspunkt der 
veränderlichen Geraden «’6’ mit C,’ ein fester Punkt o’, den man 
finden kann, indem man den dritten Durchschnittspunkt 6’ von A’v’ 
bestimmt, und alsdann den dritten Durchschnittspunkt von o’w’, der 
eben oe’ ist. 


Die vier Seiten des veränderlichen, der C;’ eingeschriebenen ein- 
fachen Vierecks «’ß’y’ö’ gehen also je durch einen festen Punkt der 
Curve C,’. — Setzt man nun von 6’ die Construction in analoger 
Weise fort, zieht also von Ö’ eine Gerade nach einem festen Curven- 
punkte r’, nennt den dritten Schnittpunkt €’, und von e' eine Gerade 
nach dem festen Curvenpunkte v’, deren dritter Schnittpunkt &' ist, 
so geht auch die veränderliche Gerade «’$’ durch einen festen Curven- 
punkt p'. Man hat also ein Sechseck, welches mit dem Viereck 
analoge Eigenschaften besitzt, und kann in derselben Weise zu einem 
Achteck, Zehneck, und allgemein zu einem 2n Eck übergehn, so dass 
man folgenden Satz aussprechen kann; 
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Wenn man einer ebenen Curve G,’ ein veränderliches 
2n Eck einschreibt, dessen Seiten alle bis auf eine als 
dritte Schnittpunkte mit der Curve einen festen Punkt 
haben, also ebene Strahlbüschel beschreiben, so hat 
auch die letzte als dritten Schnittpunkt mit der Curve 
einen festen Punkt, dessen Lage man constructiv aus 
derjenigen der übrigen bestimmen kann, ohne das ver- 
änderliche 2n Eck selbst zu construiren. 


Dass der Satz auf Polygone mit gerader Seitenzahl beschränkt 
ist, ist leicht zu erkennen. Denn verbindet man die festen Curven- 
punkte A’ und «’ mit dem beweglichen Curvenpunkte ß’ und verbindet 
die dritten Schnittpunkte «’y’ dieser beiden Geraden, so kann der 
dritte Schnittpunkt &° von «'y’ mit C,' folgendermassen gefunden 
werden: Die Verbindungslinie von A’ und «' hat als dritten Schnitt- 
punkt mit GC,’ den festen Punkt 9’, die Tangente in dem veränder- 
lichen Punkte $’ schneidet C,' noch in dem veränderlichen Punkte Bo‘ 
und die Gerade @’ß,’ schneidet C,' zum dritten Mal in dem gesuchten 
Punkte &. Der Punkt & aber ist veränderlich; er könnte nur fest 
sein und mit 9’ zusammenfallen, wenn dies ein Doppelpunkt von En 
wäre, also mit 4’ oder a’ zusammenfiele, in welchem Falle der Satz. 
überhaupt illusorisch würde. 


In der oben mitgeteilten allgemeinen Form ist der Satz bei 
Steiner und bei Clebsch nicht ausgesprochen, vielmehr sind gleich 
speciellere Fälle ins Auge gefasst, die sich aus ihm ohne Weiteres 
ergeben. Während nämlich das Zusammenfallen zweier aufeinander 
folgender der festen Punkte A’u'v’... einfach einem Ausfall beider 
gleichkommen würde, kann man offenbar zwei nicht aufeinander fol- 
gende, soweit man sie beliebig wählen darf, zusammenfallen lassen. 
So hat nun Steiner besonders den Fall behandelt, wo die Punkte 
abwechselnd mit A’ und u’ zusammenfallen, bis auf den letzten, der 
durch die übrigen bestimmt ist, also im Allgemeinen nicht mit u’ 
zusammenfallen wird. Man kann nun aber fragen, wie A’ und u‘ 
liegen müssen, damit der letzte Punkt von selbst mit u” zusammen- 
falle. Dieses Problem hängt natürlich auch von der Seitenzahl 2» 
ab, seine Lösung liefert die eigentlichen Steinerschen Polygone, 
deren Seiten abwechselnd durch zwei feste Curvenpunkte A’ und u 
hindurchgehen, während ihre Eckpunkte veränderliche Punkte der 0,’ 
sind, deren ‚einen man willkürlich wählen kann. 


III. Geschlossene veränderliche Polygone, welche Raumeurven 
vierten Grades und erster Art eingeschrieben sind. 


Einer Raumcurve R, sei ein Viereck mit den Eckpunkten «ßy6 
eingeschrieben. Man projieire die Figur von einem beliebigen Punkte 
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z der Raumcurve aus auf eine beliebige Ebene e, (welche nicht durch 
zv geht). Dann projieirt sich R, in eine ebene Curve Gy’, die Punkte 
«ßy6 in die vier Curvenpunkte «’ß’y’ö’, und wir bezeichnen wie oben 
den dritten Durchschnittspunkt von 0,’ 


mit «'ß’ durch 4’, 
mit ’y’ durch u’, 
mit y'6' durch v’, 
mit d’«@’ durch e', 


dann ist e’ so zu construiren, wie es oben angegeben war. Lassen 
wir nun das Viereck «ßyd sich dadurch verändern, dass 


«ß stets die Gerade mA’ schneidet, 
By stets die Gerade u’, 
yö stets die Gerade nv’, 


so bleiben u’v’ fest, also nach z auch o', und die Gerade d« schneidet 
stets die Gerade ro’. Die einzelnen Seiten des Vierecks beschreiben 
also Secantenschaaren der Raumcurve R, (siehe oben I, 1.). Wir 
sind somit auf einen Satz geführt, der sich wieder auf Sechsecke, 
Achtecke, und allgemein 22 Ecke übertragen lässt, und dann folgender- 
massen ausgesprochen werden kann: 


Wenn jede der Seiten eines veränderlichen, einer 
Raumcurve R, eingeschriebenen 2n Ecks, bis auf eine 
einer Secantenschaar angehört, also ein Hyperboloid 
beschreibt, so ist dasselbe mit der letzten Seite der Fall. 


Bemerkung. Verbindet man die Eckpunkte eines der Raum- 
curve R, eingeschriebenen 2» Ecks «ßyd... mit dem Scheitel eines 
der vier Kegel zweiten Grades, welcher durch R, gehe, so schneidet 
jede dieser Verbindungslinien die R, noch einmal. Diese zweiten 
Schnittpunkte seien bezüglich &ß171Jdı... Die Seiten des durch sie 
bestimmten Polygons und die entsprechenden Seiten des Polygons 
aßyd; also beispielsweise «ß und «,ß, gehören conjugirten Secanten- 
schaaren an, da sie paarweise in einer Ebene liegen. Wir erhalten 
demgemäss zu dem eben besprochenen Satze den folgenden 


Zusatz. Wenn jede Seite eines veränderlichen 2n- 
Ecks, welches einer AR, eingeschrieben ist, einer Secan- 
tenschaar von R, angehört, so kann man derselben A, 
auch eine Schaar von 2n Ecken einschreiben, deren Sei- 
ten der Reihe nach denjenigen Secantenschaaren an- 
gehören, welche denen der ersteren Polygone bezüglich 
conjugirt sind. 
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In Bezug auf die Specialisirungen des Hauptsatzes kann natürlich 
die Analogie mit den Sätzen über die Steinerschen Polygone auch 
verfolgt werden. Lässt man also etwa zwei unmittelbar aufeinander 
folgende Seiten des Polygons zusammcenfallen, so ist es so gut, als 
fiele ein Eckpunkt und zwei Seiten ganz aus dem Polygon heraus. 
Dagegen können zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende Seiten 
derselben Secantenschaar angehören. Man könnte namentlich die 
erste, dritte, bis (2n—1)te Seite des Polygons aus derselben Schaar 
wählen, und die zweite, vierte, bis (2n— 2)te aus einer zweiten Schaar; 
dann wird die letzte (2r)te Gerade im Allgemeinen einer dritten 
Schaar angehören, die aber bei besonderer Wahl der beiden ersten 
Schaaren mit der zweiten derselben identisch werden kann, so dass 
man ein der R, eingeschriebenes 2r Eck erhält, dessen Seiten ab- 
wechselnd je einer von zwei Secantenschaaren angehören. Noch 
specieller können diese beiden Schaaren conjugirte Secantenschaaren | 
werden, also demselben Hyperboloide angehören. Es existirt also 
folgender speciellere Satz: 

Wenn sich auf einem Hyperboloide eine Raumcurve 
vierten Grades R, befindet von der Beschaffenheit, dass 
ihr ein geschlossenes 2n Eck eingeschrieben werden 
kann, dessen Sciten abwzchselnd je einer der beiden 
Schaaren von Generatrices des Hyperboloids angehören, 
so lassen sich derselben R, unzählige geschlossene 2n- 
Ecke derselben Art einschreiben, und zwar kann jeder 
Punkt der R, als erster Eckpunkt gewählt werden. 


Die Frage, wie die betrefienden Secantenschaaren in jedem Falle 
gewählt werden müssen, kann natürlich leicht auf die analoge Frage 
für die ebenen Curven dritten Grades reducirt werden, die in den 
Arbeiten von Steiner und Clebsch erledigt sind. 


Man kann nun danach fragen, ob die eben behandelte Eigenschaft 
der Raumcurven vierten Grades sich abermals auf andere Gebilde 
übertragen lässt. Eine solche Uebertragung könnte etwa durch Pro- 
jection der Figur von einem beliebigen Punkte x auf eine beliebige 
Ebene e geschehen. Man würde dadurch auf einen Satz über ebene 
Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten geführt werden, der 
aber nicht einfach genug ist, um ein besonderes Interesse zu erregen; 
der vielmehr um einen treffenden Ausdruck Steiners zu gebrauchen, 
eine blosse Carricatur der einfacheren Sätze sein würde *). 


Ein Fall aber ist es, der besondere Beachtung verdient, und mit 
dem wir uns im folgenden beschäftigen werden. 


*) Steiner, Systematische Entwiekelungen, pg. 270 unten. 
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IV. Der Ponceletsche Satz. 


Wählt man nämlich als Projectionspol x den Scheitel eines der 


‚vier Kegel, welche durch A, hindurchgehn, und als Bildedene e, der 


bequemeren Ausdrucksweise wegen, obwohl dies an sich nicht nötig 
wäre, die durch die drei Scheitel der drei andern Kegel gelegte Ebene, 
die bekanntlich die gemeinschaftliche Polarebene des Punktes nr für 
alle Flächen /, ist, welche durch R, hindurchgehen, so projieirt sich 
irgend eine Secantenschaar von AR, in die Schaar der Tangenten des- 
jenigen Kegelschnittes Zy’‘, in welchem das von der Secantenschaar 


_ beschriebene Hyperboloid A, die Ebene e schneidet; conjugirte Se- 


cantenschaaren projieiren sich in dieselbe Tangentenschaar (I, 1 und 2), 
nicht conjugirte in verschiedene ;: die sämmtlichen Kegelschnitte 2,’ 
gehen durch die vier Schnittpunkte von AR, mit e, bilden also in e 
einen Kegelschnittbüschel. AR, selber prejieirt sich in einen Kegel- 
schnitt X’? der ebenfalls jenem Büschel angehört. Schreibt man nun 
der R, ein Viereck «ßyd ein, so wird, wie wir gesehn haben, wenn 
@ß, By, yö, Secantenschaaren beschreiben, auch da& eine solche be- 


‚schreiben, und das veränderliche Viereck «aßyd projieirt sich in ein 


veränderliches Viereck «’ß’y'ö’, welches dem Kegelschnitt X’? ein- 
geschrieben ist, während jede seiner Seiten einen Kegelschnitt der 
Schaar L'? berührt. Das Analoge gilt für 2%» Ecke. Hierdurch 
erhält man einen Satz, der sich von dem erweiterten Ponceletschen 
scheinbar noch dadurch unterscheidet, dass das Polygon eine gerade 
Seitenzahl hat. Da aber der Kegelschnitt X,’ auch zur Schaar Z,’ 
gehört, so können wir die eine Seite des Vierecks z. B. y’ö’ so wäh- 
len, dass sie X,’ berührt, so dass also y’ und d’ zusammenfallen, und 
das Viereck «’ß’y’6’ in ein Dreieck übergeht, oder, um es anders 
auszudrücken, wir können die Gerade yd so wählen, dass sie durch 
rs geht, also die konische Secantenschaar durch x beschreibt, und 
können die verschwindende Seite in der projieirten Figur unberück- 
sichtigt lassen. Ebenso können wir von einem 2n Eck zum (2r —1) 
Eck übergehen. Um aber gar keinen Unterschied in der Betrachtung 
der 22 Ecke und der (22 —1) Ecke nötig zu haben, können wir die 
Seiten des ebenen Polygons abwechselnd verschwindend und nicht 
verschwindend wählen, d. h. das Raumpolygon aus Secanten beliebiger 
Schaaren alternirend mit Secanten der konischen Schaar zusammen- 
setzen. Wir sind somit auf den erweiterten Ponceletschen Satz ge- 
führt, den wir folgendermassen aussprechen können: 


Wenn sich in einer Ebene e ein Kegelschnittbüschel 
Lg befindet, und einem ihm angehörigen Kegelschnitte 
Ka ein veränderliches Dreieck, respective n Eck ein- 
geschrieben ist, dessen Seiten bis auf eine je einen der 


n IM: 
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Kegelschnitte des Büschels umhüllen, so,umhüllt auch 
die letzte einen Kegelschnitt des Büschels. 


Insbesondere können die Seiten alle denselben Kegelschnitt be-. 
rühren, so dass man folgenden Zusatz erhält: 


Wenn in der Ebene e zwei Kegelschnitte so liegen, 
dass sich ein Polygon zugleich dem einen ein- und dem 
andern umschreiben lässt, so haben unendlich viele Po- 
lygone dieselbe Beziehung zu diesen Kegelschnitten und 
man kann als ersten Eckpunkt eines solchen Polygons 
jeden Punkt des ersten Kegelschnittes wählen. (Damit 
das Polygon reell werde, müssen sich aber von jenem Punkte reelle 
Tangenten an den zweiten Kegelschnitt legen lassen.) 


Dass man in der Tat die hier in Frage kommenden ebenen Ge- 
bilde als gegeben betrachten und daraus die räumlichen Gebilde (Zt, 
und den Punkt x) bestimmen kann, und zwar mit einer gewissen 
Willkürlichkeit, das bedarf wohl keines genaueren Nachweises. Da- 
gegen ist der zuletzt ausgesprochene Satz noch nicht vollständig 
erwiesen. Bekanntlich wird nämlich jede Gerade einer Ebene von 
zwei Kegelschnitten eines in dieser Ebene befindlichen Büschels be- 
rührt. Wenn also sämmtliche Seiten eines dem Kegelschnitte Kg’ 
eingeschriebenen Polygons bis auf die letzte beständig einen zweiten 
Kegelschnitt Z,’ berühren, so berührt die letzte beständig einen 
Kegelschnitt derselben Schaar, während sie in jeder besondern Lage 
noch einen zweiten berührt, welcher sich indess mit dieser Lage 
ändert. Denkt man sich also das Polygon in irgend einer besondern 
Lage gezeichnet, und findet man, dass die letzte Seite den Kegel- 
schnitt Zs’ berührt, aber ausserdem noch einen zweiten Kegelschnitt 
der Schaar Z;..', so ist noch zu untersuchen, ob bei der Veränderung 
des Polygons Zz,,' oder ob Z,' unverändert von der letzten Seite 
berührt wird. Wir nehmen deshalb im Raume einen beliebigen Punkt 
sr an, legen durch X, einen Kegel, der zum Scheitel hat, und 
durch Z,’ cin Hyperboloid A,, welches als Pol von e den Punkt z 
hat, und nennen den Durchschnitt des Hyperboloids und des Kegels 
R,. Da die Seiten «’ß’, ’y’ etc. sämmtlich Z,‘ berühren, so sind 
die Ebenen z«’ß’ ete. Tangentialebenen von AR,, enthalten also sämmt- 
lich je zwei Generatrices conjugirter Schaaren von Ag. Die eine 
dieser Generatrices in der Ebene w«’ß’ schneide R, in den Punkten 
@ß, (deren Projectionen natürlich «’ und P’ sind); die derselben 
Schaar angehörige Generatrix in der Ebene x%’y’ schneidet R, in 
zwei Punkten, deren Projectionen ß’ und y’ sind, aber der erste 
dieser Punkte muss von ß, verschieden sein, weil die einer nicht 
konischen Schaar angehörigen Generatrices gegen einander windschief 
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sind; wir nennen diesen Punkt ß,, so dass also ß,ß, die Generatrix 
des Kegels ist, welche durch ß’ geht. Denken wir uns diese Be- 
trachtung fortgesetzt und die Punkte ß,ßg, Yıya auch verbunden, so 
erhalten wir ein veränderliches geschlossenes 2n Eck a@ßıPße-..&152; 
dessen Seiten abwechselnd 2 Secantenschaaren angehören, nämlich der 
konischen und der einen Schaar des Hyperboloids Ag; durch Projec- 
tion der Figur auf die Ebene e erhalten wir ein veränderliches ge- 
schlossenes 2n Eck, das dem Kegelschnitt 2,’ umschrieben, dem 
Kegelschnitt X,’ eingeschrieben ist, wodurch auch der zweite der 
oben ausgesprochenen Sätze bewiesen ist. Schliesslich sei zu diesem 
Beweise bemerkt, dass das hier gewählte räumliche Polygon die über- 
sichtlichste Anordnung hat, dass man aber allgemeiner ein Polygon 
hätte zu Hülfe nehmen können, dessen Seiten teils der einen Secanten- 
schaar auf hs, teils der eonjugirten, teils endlich der konischen Schaar 
angehören, wenn nur die Anzahl aller eine gerade ist, die zwischen 
n und 2n liegt. 


V. Der Steinersche Sata über die Kreisreihen 
nebst Erweiterungen. 


Aus dem Ponceletschen Satze lassen sich nun noch einige andere 
Sätze herleiten, in denen der Steinersche Satz über die Kreisreihen 
als ein specieller Fall enthalten ist. 


Haben wir nämlich ein Hyperboloid, oder da es hier auf die 
Realität der Generatrices nicht ankommt, eine beliebige Fläche zweiten 
Grades f,, und auf derselben eine -Raumcurve R,, und projiciren wir 
die R, wieder von einem der vier Kegelscheitel z aus auf die Ebene 
e, welche durch die drei andern Kegelscheitel geht, so sei die Pro- 
jeetion von R, wie oben der (doppelt zu denkende) Kegelschnitt Xg', 
der Durchschnitt von f, mit e sei Zy', so dass ZL,’ der Berührungs- 
kegelschnitt des Tangentenkegels von m an /, ist, und es gehen wie- 
der sowohl Ks’ als Z,’ durch die Schnittpunkte von R, mit e. Ins- 
besondere können X,’ und Z,' so liegen, dass ein veränderliches n Eck 
a'ß'y’... zugleich dem Kegelschnitt Ag’ umschrieben und dem Kegel- 
schnitt L,’ eingeschrieben ist (also gerade umgekehrt wie oben). 
Legt man alsdann durch x und jede der Seiten dieses » Ecks Ebenen, 
so erhält man eine veränderliche körperliche Ecke mit dem Scheitel 
x, deren Seitenebenen die /?, doppelt berühren, und deren Kanten 
durch ZL,' gehen, also Tangenten an /, sind., Da nun die Tangente 
einer Fläche auch jeden ebenen Schnitt berührt, dessen Ebene durch 
sie hindurchgeht, und da ebenso jeder ebene Schnitt einer Fläche, 
dessen Ebene eine beliebige auf der Fläche befindliche Curve berührt, 
selbst diese Curve in demselben Punkte berührt, so schneiden die 
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Ebenen za'ß’ etc. die Fläche /, in Kegelschnitten, deren jeder die 
R, zweimal berührt, und von denen je zwei benachbarte sich gegen- 
seitig berühren, und zwar gehen sowohl die Verbindungslinien der 
beiden Berührungspunkte jedes dieser Kegelschnitte mit R,, als auch 
die gemeinschaftlichen Tangenten je zweier einander berührender 
Kegelschnitte durch x. 


Wir sind somit auf folgenden Satz geführt: 


Wenn sich auf einer Fläche zweiten Grades eine 
Raumcurve R, befindet, von der Art, dass in einer der 
vier Schaaren von ebenen Schnitten der Fläche, welche 
die A, doppeit berühren, eine geschlossene Reihe von 
r Schnitten besteht, deren jeder die beiden Nachbar- 
schnitte berührt, so bleibt die Reihe geschlossen, wie 
man auch den ersten Schnitt der Schaar wählt. Die Ver- 
bindungslinie der beiden Berührungspunkte jedes Kegel- 
schnitts mit R,, sowie die gemeinsame Tangente zweier 
einander berührender Schnitte einer Schaar, schneiden 
sich indem Punkte z, durch welchen die Ebenen der be- 
trachteten Schaar von Schnitten hindurchgehen. 


Im besondern kann die A, sich auch in zwei Kegelschnitte auf- 
lösen, für die dann derselbe Satz gilt, nur dass von den vier Scheiteln 
rs der durch 7, gehenden Kegel zwei unbestimmt werden, dass also 
nur zwei Schaaren eigentlicher Kegelschnitte auf /, existiren, welche 
jene beiden Kegelschnitte berühren. 


Projieirt man nun die in diesem Satze auftretenden Gebilde von 
irgend einem Punkte e aus wieder auf eine beliebige Ebene, so er- 
hält man mit Rücksicht auf die in der Einleitung besprochenen Eigen- 
schaften folgende Sätze: 


1. Wenn man den Pol e beliebig wählt. 


Einc ebene Curve vierten Grades C/,' mit zwei Doppel- 
punkten, welche auch durch zwei Kegelschnitte ersetzt 
werden kann, wird von einem Kegelschnitte viermal be- 
rührt. Es giebt vier Schaaren von Kegelschnitten, die 
sowohl C,’ als jenen Kegelschnitt doppelt berühren, und 
zwar geht die Verbindungslinie der Berührungspunkte 
eines der Kegelschnitte einer Schaar mit C,' stets durch 
einen festen Punkt w’. Irgend zwei Kegelschnitte einer 
solchen Schaar, welche sich gegenseitig berühren, ha- 
ben als gemeinsame Tangente eine Gerade, die eben- 
falls durch m’ geht, und der Ort des Berührungspunktes 
ist ein Kegelschnitt. Wenn eine geschlossene Reihe von 
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n Kegelschnitten in einer solchen Schaar existirt, von 
denen jeder die beiden Nachbarkegelschnitte berührt, 
so bleibt die Reihe geschlossen, wie man auch denersten 
Kegelscchnitt aus der Schaar wählen mag. 


2. Wenn man eo auf /, wählt. 


Eine ebene Curve vierten Grades mit zwei Doppel- 
punkten, welcheauch aus2 Kegelschnitten bestehen kann, 
wird von vier Schaaren von Kegelschnitten, welche durch 
die zwei Doppelpunkte gehen, doppelt berührt. Die 
Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte geht für 
alle Kegelschnitte einer Schaar durch einen festen Punkt 
x. Irgend zwei Kegelschnitte einer Schaar, die sich 
gegenseitig berühren, haben als gemeinsame Tangente 
eine Gerade, die ebenfalls durch a’ geht, und der Be- 
rührungspunkt liegt auf einem festen Kegelschnitte, der 
auch durch die Doppelpunkte von AR, hindurchgeht. 
Wenn eine geschlossene Reihe von n solchen Kegel- 
schnitten existirt, von denen jeder die beiden Nachbar- 
kegelschnitte berührt, so bleibt die Reihe geschlossen, 
wie man auch den ersten Kegelschnitt aus der Schaar 
wählen mag. 


Da alle Kreise einer Ebene charakterisirt sind als Kegelschnitte, 
welche durch die imaginären Kreispunkte der Ebene gehen, so eut- 
hält dieser Satz als speciellen Fall den Satz von Steiner über die 
zwei Kreise berührenden Kreisreihen in sich. 


3. Wählt man endlich noch specieller als Projectionspol ge einen 
Punkt auf R,, so wird die Projection von R, eine Curve dritten 
Grades C,' und eine unbestimmte Gerade, deren zwei Schnittpunkte 
mit C,' die Doppelpunkte vertreten, und wenn man nun die Gerade, 
auf welche es weiter nicht ankommt, ausser Betracht lässt, so erhält 
man einen Satz für beliebige Curven dritten Grades, der sich fol- 
gendermassen aussprechen lässt. 


Durch zwei beliebige Punkte «’ß’ einer ebenen Curve 
dritten Grades C,’ gehen vier Schaaren von Kegelschnit- 
ten, welche dieselbedoppeltberühren. Die Verbindungs- 
linie der beiden Berührungspunkte jedes Kegelschnittes 
einer Schaar geht durch einen festen Punkt ’, der auf 
C;' liegt, die gemeinschaftliche Tangente zweier sich 
berührender Kegelschnitte dieser Schaar geht durch 
denselben Punkt =’; der Ort der Berührungspunkte ist 
ein Kegelschnitt, der auch durch die zwei Punkte «a’ß’ 
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geht. Wenn eine geschlossene Reihe von n Kegelschnit- 
ten in einer dieser Schaaren existirt, deren jeder die 
beiden Nachbarkegelschnitte berührt, so bleibt sie ge- 
schlossen, wie man auch den ersten Kegelschnitt aus der 
Schaar wählen mag. 


Schlussbemerkung. Da es in dieser Arbeit wesentlich auf 
den Zusammenhang der verschiedenen besprochenen Theoreme ankam, 
so konnte auf die directeste Art, zu jedem einzeln zu gelangen, nicht 
eingegangen werden. Ich bemerke aber über den Steinerschen Kreis- 
reihensatz, dass sich derselbe mit Hülfe der stereographischen Pro- 
jection sehr leicht elementar beweisen lässt. Hat man nämlich auf 
einer Kugel zwei einander gleiche Parallelkreise, so werden die Tan- 
gentialebenen des durch beide gelegten Cylinders dieselbe Kugel in 
Kreisen schneiden, welche jene beiden Parallelkreise berühren. 
Schneiden sich zwei solche Tangentialebenen in einer Geraden, welche 
durch den grössten Kreis geht, der jenen Parallelkreisen parallel ist, 
so berühren sich die in den beiden Ebenen befindlichen Kreise und 
man erkennt sofort, dass wenn eine geschlossene Reihe solcher Kreise 
besteht, bei der jeder die beiden Nachbarkreise berührt, sie ge- 
schlossen bleibt, wie man auch den ersten Kreis wählt, alle Kreise‘ 
der Schaar sind nämlich in diesem Falle gleich. Ist der sphärische 
Durchmesser eines jeden der beiden Parallelkreise «, und der der 
berührenden Kreise f, so ist @+ß = z, und die Reihe schliesst sich, 
wenn nß = u.2n, also P = -.2m ist, wo v und n ganze Zahlen sind; 
dann bedeutet » die Anzahl der Glieder einer geschlossenen Reihe, 
« die Anzahl der Umläufe. Nun ist aber «= n —  —=2n N 

1 
woraus man erkennt, dass wenn man aus der Schaar der Kreise, 
denen die geschlossenen Reihen angehören, zwei Parallelkreise wählt, 
es auch in der einen Schaar der Kreise, welche dicse beiden Parallel- 
kreise berühren, geschlossene Reihen giebt, die n, Glieder enthalten 
1 


. „Ark ? Aa Ti). 
und sich nach «, Umläufen schliessen und zwar ist rare. aa 
1 


Projieirt man nun die Figur von irgend einem Kugelpunkte o 
stereographisch, d. h. auf eine Ebene parallel der Tangentialebene 
in e, so werden alle Kugelkreise in Kreise projieirt, und man erhält 
den Steiner’schen Satz, zu dessen vollständigem Beweise noch der 
leicht zu führende Nachweis gehört, dass irgend zwei (einander nicht _ 
schneidende) Kreise der Ebene stereographisch in zwei parallele und 
gleiche Kugelkreise projieirt werden können. Aus der oben gemach- 
ten Bemerkung kann man dann folgern, dass, wenn in einer Schaar 
von Kreisen, die irgend zwei Kreise berühren, geschlossene Reihen 
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existiren, auch der grösste und kleinste Kreis dieser Schaar von einer 
Schaar von Kreisen berührt wird, in welcher geschlossene Reihen 
1: 

5 in derselben Be- 
deutung wie oben. Es bedarf dann nur noch weniger Betrachtungen, 
um zu dem Steinerschen Satze über Kugelreihen zu gelangen, der 
folgendermassen ausgesprochen werden kann: 


existiren, und es besteht die Relation + pa 
y 1 


Irgend drei Kugeln werden von vier Schaaren von 
Kugeln berührt, und alle Kugeln einer dieser Schaaren 
werden von einer zweiten Schaar von Kugeln berührt, 
zu der jene drei Kugeln gehören. (Die gemeinschaftliche 
Enveloppe beider Schaaren ist eine merkwürdige Fläche 
vierten Grades, die zu den Darbouxschen Cycliden ge- 
hört.) Wenn in einer von zwei derartig conjugirten Ku- 
gelschaaren geschlossene Reihen von r Gliedern mit 
Umläufen existiren, deren jedes Glied die beiden Nach- 
barglieder berührt, so existiren ebenso in der andern 
Schaar geschlossene Reihen von n, Gliedern und u, Um- 
läufen, und es ist wieder: 


Berlin im August 1875. 


An die vorstehende Abhandlung schliesst sich der in N. XVII. 
des vorigen Teiles bereits mitgeteilte 


„Lehrsatz, eine gewisse Raumcurve sechsten Grades betreffend.“ 


Bei der Anordnung ist es übersehen worden, dass er zu derselben 


in Beziehung steht. 
D. Red. 


Teil LIX. | Q 


Peschka: Construction der Dürchsehnitispunkte 
} 


I. 


Construction der Dur:hschnittspunkte von Geraden 
mit Kegelschnittslinien. 


Von 


Gustav Ad, V. Peschka. 


Viele geometrische Constructionen führen in ihrem Verlaufe zu 


dem Problem: „Die Schnittpunkte von Geraden mit Kegelschnitts- 
linien oder von diesen untereinander‘ zu bestimmen, wobei im Allge- 
gemeinen die grösstmöglichste Genauigkeit gefordert wird *). 


Dieser Anforderung wird jedoch nicht immer durch die wirkliche 
Verzeichnung des Kegelschnittes selbst Genüge geleistet werden, wenn 
man mitunter auch ohne besonderen Zeitaufwand eine hinreichende 
Zahl von Punkten, welche dem Kegelschnitte angehören, auffinden, 
und durch eine continuirliche Curve verbinden könnte. 


*) Ueber die Lösung vorbezeichneten Problemes finden sich unter Anderen 
auch gediegene Abhandlungen in den Sitzungsberichten der k. k. Akademie 
der Wissenschaften in Wien, und zwar von Herrn Rudolf Niemtschik, Band 
LIX: Ueber die Construction der Durchschnittspunkte von Kreisen und Kegel- 
schnittslinien. [las Princip der Lösung ist: Durch den Kegelschnitt wird eine 
Fläche 2. Grades und durch den Kreis eine Kugel derart gelegt, dass beide 
Flächen sich nach Kreisen schneiden, welche ihrerseits die gegebenen Curven 
in deren eigenen Schnittpunkten treffen]; ferner von Herrn Rudolf Staudigl, 
Band LVIII: Ueber die Durchführung verschiedener, die Curven 2. Grades 
betreffenden Constructionen mit Hilfe von Kegel- und Cylinderflächen; — und 
von Herrn E. Koutny: Ueber die Construction des Durchschnittes einer Ge- 
raden mit den Kegelschnittslinien. [Anwendung der Parallel- und Central- 
Projection eines Kreises]. 
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Obwohl man die Genauigkeit durch die Anzahl der zu verbinden- 
den Curvenpunkte steigern kann, so wird denn doch andrerseits die 
Deutlichkeit und Uebersichtlichkeit der Zeichnung durch viele Hilfs- 
constructionen mitunter in einer Weise geschädigt, dass sich das 
Unzweckmässige einer solchen Bestimmungsart nicht verkennen lässt. 


Es soll nun in folgendem eine Reihe geometrischer Constructionen 
angeführt werden, welche die directe Bestimmung der gemein- 
samen Punkte einer Geraden und eines Kegelschnittes 
auf einfache Weise ermöglichen. 


1. Es sind die Durchschnittspunkte d, und d, einer 
Geraden /! mit einer durch ihre Axen AA’ und BB’ ge- 
gebenen Ellipse zu bestimmen. 


a) Die Lösung des gestellten Problems kann entweder auf rein 
analytischem oder auch auf synthetischem Wege erfolgen, und müssten 
beide Lösungsweisen selbstverständlich zu gleichem Resultate führen. 


Wält man (Fig. 1.) die grosse Axe 44’ der Ellipse als Abscis- 
senaxe und die kleine Axe BB’ derselben, als Ordinatensxe, so ist 
bekanntlich die Mittelpunks-Gleichung der Ellipse: 


Ba Re nee nee na Veih) 
wobei a= 0A und 5b = OB ist. 


Beschreibt man ferner über der grossen Axe als Durchmesser, 
einen Kreis X, so ist dessen Gleichung: 


Be eV a Rn 1 3° 


Obige Gleichungen können auch in folgender Form gebracht werden: 


b2 

7 Naar DRAN 

Y „3(a EP AN RL) 

Va ner) 

y? 2 
Durch Division beider erhält man: Fri —= -. oder 

Y 
UN TE WERE LER 
Yy b 


d. h. „die zu den nämlichen Abseissen gehörigen Ordinaten Y und y 


2% 
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des Kreises X und der Ellipse E stehen im Verhältnisse der Halb- 
axen der Letzteren“ *) 


*) Die Gleichung der Geraden- /, welche durch die zwei Punkte d, 15 #3 


und d, I: geht, ist: 


Var zn 

U 7: Yı ur Xp —2 (2 x) . . . f} . . . . IV) 

Für den Schnittpunkt S der Geraden ! mit der Abscissenaxe AA’ ist y==0, also 
x a 

x — — OS 19277 291 . . . . [2 . . . . EV.} 
yar.yı 


Denkt man sich die Punkte D, und D, des Kreises X, welche mit den 
Punkten d, und d, der Ellipse die nämlichen Abseissen z, und x,, aber ver- 
schiedenen Ordinaten Y, und Y, haben, mit einander verbunden, so ist die 
Gleichung der so erhaltenen Secante MS: 


h—}ı 
UWE Y, Bo X —2ı (2 —x,) . . . . . “ IV,) 
Da aber nach Gleichung III): RN EN ER so ist 
Ja Yı 6b 


a 
Y = zn und Y-zy 


Diese Werte in IV,) eingesetzt, geben: 
a a(y — 
en n IAENEA N 1) c—%,) EEE = vos a 


Setzt man y=0, so erhält man die Abseisse OS— x desjenigen Punktes, 
in welchem MS die Abseissenaxe N Es ist nämlich: 


a a (y — 
— 54=; wer 7 (@—z,), oder 


1 Yy—L 
Zieh 1%2 2Yı a; OS, 
92771 
das heist: die Geraden Z! und MS schneiden sich in dem nämlichen Punkte S 
der Abscissenaxe. 
Um nun die Gerade MS vollkommen zu bestimmen, muss noch einer ihrer 
Punkte, etwa M bestimmt werden. 
Die Grösse von Om bestimmt sich aus IV), wenn man 20 setzt; es ist 
sodann: 
Yı%a — Ya7ı 
Yy = Om ee a ET he . . . . . . . . VD 
OM kann aus-IV,) oder aus V) bestimmt werden, wenn man 20 setzt; 
hiernach ist: 


a Io —YoX 
y=0M=-; na—en) 2 
2 
Aus VI) und VII) folgt, dass: ! 
a OM da 
OM = 3 Om oder a 


wodurch die angeführte Construction des Punktes M gerechtfertigt erscheint. : 


Be en ET 
u # 7 
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Macht man OE= OB und verbindet den Schnittpunkt m der 
Geraden Z mit der Ellipsenaxe BB’ mit dem Punkte E, zieht man 
ferner durch A die Gerade AM parallel zu mE, so verhält sich, wegen 
Aehnlichkeit der Dreiecke mOE und MOA: 


mO:MO = EO:AO =b:a 


Verbindet man nun den Schnittpunkt S der Geraden / mit der 
Axe AA’ mit M, so werden die drei Geraden O08,, mS und MS alle 
zu OM parallelen Geraden’in dem Verhältnisse MC:mO = a:b teilen. 


Fällt man daher von den Schnittpunkten D, und D, des Kreises 
K mit der Geraden MS Senkrechte auf AA’, so wird: 


D,01:d10ı = D305,:dg0, = MO:mO = a:b 


Da nun die Punkte ad, und d, der Gleichung III) genügen, so ge- 
hören sie offenbar der Ellipse an, und sind somit Schnittpunkte der 
Geraden Z mit derselben. 


b)_ Geht die Gerade Z (Fig. 2.) durch den Mittelpunkt der Ellipse, 
so braucht man bloss durch deren Schnittpunkt m mit dem über der 
grossen Axe beschriebenen Kreise X eine Parallele zu AA’, und durch 
ihren Schnittpunkt r» mit dem über der kleinen Axe verzeichneten 

Kreise X eine Senkrechte zu AA’ zu ziehen, um in dem Schnittpunkte 
dieser beiden Geraden einen Punkt N der entsprechenden Kreissecante 
ON, resp. D,D, zu erhalten. 


In Folge der Aehnlichkeit der Dreiecke Nnm und on O verhält 
sich : BER 
No:no = mO:nO = a:b. 


Verbindet man nun O mit N, und fällt von den Durchschnitts- 
punkten D, und D, der Geraden ON mit K eine Senkrechte auf 
AA', so ist: 


D, 0, :d, 0} = D,0,:dg0, = No:no =a:b, 


d. h. die Punkte d, und d, der Geraden 7 gehören dieser als auch 
gleichzeitig der Ellipse an, sind somit die Schnittpunkte der ersteren 
mit der Ellipse *). 


*) ad b) Geht ! (Fig. 2.) durch den Mittelpunkt der Ellipse, so ist be- 
kanntlich die Gleichung der letzteren: 


ner Damm. ab a a Kar a 
Die Gleichung der Geraden 2 hingegen: 
y=r.tge. 


22 Peschka: Construction der Durchschnittspunkte 


2. Es sind die Schnittpunkte d, und d, der Geraden / 
(Fig. 3.)’mit einer durch ein Paar conjugirter Durch- 


messer (ab und cd) gegebenen Ellipse zu construiren. 
Mit Zuhilfenahme der schiefen Parallelprojection. 


Die Ellipse abed kann als die schiefe Parallelprojection eines 
Kreises X betrachtet werden, dessen Ebene auf der Bildebene (Ebene 
der Ellipse) senkrecht steht, und letztere nach ad schneidet. Es ist 
demnach ab, resp. E, die Bildflächtrace der Kreisebene. Der in Ey 
gelegene Ellipsendurchmesser ab erscheint in wahrer Länge, ist so- 
nach auch ein Durchmesser des Kreises X, welcher um Z; in die 
Bildebene umgelegt, als X, sich darstellt. 


Da nun bekanntlich Kreisdurchmesser, welche auf einander senk- 
recht stehen, in schiefer Projection als conjugirte Durchmesser des 
Kreisbildes erscheinen, so wird cd als die schiefe Projection von c9dj, 
des zu ab senkrechten Durchmessers anzusehen sein. 


Gleichzeitig ist auch ersichtlich, dass die Ellipsentangente dp im 
Daraus folgt: 
a? x? .tg?a + b?2? —= a?b?, oder 


a?b2 a? b? c08?« 
 attgta+d?  a?sint« 4 22cos?« 


Ebenso ist: 
b?y2 
2,2 er 
a’y°—- —>- = a?b? oder 
Y + tg?a 
4 a?b? a? b? sin?« 
ar A Pe 
a2 AiaPe a?sin?« + b2 cos?« 
tg?« 
Daraus folgt: 
ES ab 
d,O == dsO = Vx 4y? == Ay ar a Tee . VIII) 
Va sin?«—+-b? cos?« 


Gemäss der durchgeführten Construction ist: 
mp= No =asin«a und Oo —=b.cosa, also 
NO = Y No:-+ 00? = Ya?sin?«-+2? cos?a. 
Aus VIII) folgt: 
d,O:a —= b:Ya?sin?a+ b? cos?a;. 
und weil DO=a und On=b, ist: 
Od,:OD, = On: ON, 


woraus erhellt, dass d, der gesuchte Schnittpunkt sei. 


5.6 EP * Ye aan Fr Ta a ee u er ug 14 [ 
N Ge = FEN ut aa a; e 3 B if „ E TR, 
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Punkte d, die schiefe Projection jener Kreistangente ist, welche nach 
der Umlegung in die Bildebene durch d,p, repräsentirt erscheint, und 
dass die gegebene Gerade Z als die schiefe Projection einer in der 
Kreisebene liegenden Geraden zu betrachten. sei. 


Um die Letztere gleichfalls in der in die Bildebene gebrachten 
Lage darzustellen, hat man bloss zu beachten, dass der in der Bild- 
flächtrace Z, gelegene Punkt d der Geraden 2 sich selbst entspricht, 
und dass der Punkt p, als der- Schnittpunkt der Geraden Z mit dp 
die schiefe Projeetion eines Punktes p, sei, welcher sich nach der 
Umlegung in der Geraden d,p, vorfinden muss. 


Die Verbindungslinie der schiefen Projection d irgend eines Punktes 
der Ebene E mit dem um deren Bildflächtrace E, umgelegten Punkte 
d, wird bekanntlich der „Teilstral“ genannt, und entspricht dem- 
selben für alle Punkte der nämlichen Ebene E die gleiche Richtung, 
oder mit anderen Worten, die Teilstralen aller Punkte einer Ebene 
sind untereinander parallel. 


Bezeichnen wir daher mit p, den um Er in die Bildebene ge- 
drehten Punkt p, so muss pp, parallel zu dd, sein. 


Die Gerade dp,, resp. !, repräsentirt somit die um die Bildfläch- 
trace E) umgelegte Gerade, deren schiefe Projection 2 ist: 


Die schiefen Projectionen d, und d, der Punkte d;? und _dy", 
welche Z, mit dem Kreise X, gemein hat, werden offenbar die Schnitt- 
punkte der Geraden 2 mit der Ellipse abed darstellen, und sind die- 
selben nach dem Vorigen einfach zu bestimmen, wenn man dd, 
parallel zu d,°d, parallel zu dyd zieht. 


Das Verfahren bleibt dasselbe, wenn anstatt conju- 
girter Durchmesser die Axen der Ellipse ab und cd:(Fig.4.) 
gegeben sind. 


Es ist diessfalls c9d, der in die Bildebene umgelegte Kreisdurch- 
messer, dessen schiefe Projection die Ellipsenaxe cd repräsentirt. 
Hiernach wird der Teilstral dd, senkrecht zur Bildflächtrace E» der 


Kreisebene sein. 
Nebenbei sei bemerkt, dass das hier rein constructiv erlangte 


Resultat vollkommen mit dem vorher auf analytischem Wege gefun- 
denen übereinstimmt. 


Denn, da dp parallel zu dyp, und parallel zu ab, und ebenso 
dd,O parallel zu ppor ist, wird offenbar pr = dO gleich der kleinen 
Halbaxe 5, und pyr = d,0, gleich der grossen Halbaxe a sein. Hier- 


RN 
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aus folgt die für die Schnittpunkte d, und d, notwendige Bedingung, 
dass 
dı01:dı°0, = d,0,:d,00, = pr por = ba. 
Eine elegante Auflösung dieses Problemes gibt der berühmte Ge- 
lehrte Jac. Steiner *) auf rein synthetischem Wege für die Ellipse 
sowol, als auch für die Hyperbel und Parabel. 


«) Sind F, und F, (Fig. 5a.) die Brennpunkte einer Ellipse, 
so ist bekanntlich jeder Punkt M derselben charakterisirt durch die 
Eigenschaft, dass FM+ FM = 2a, d.i. gleich der grossen Axe AB 
der Ellipse sei. Beschreibt man nun mit AB als Radius, aus einem 
der Brennpunkte z. B. F, als Mittelpunkt einen°Kreis K, so muss 
offenbar MN = MF, sein, wenn M ein Punkt der Ellipse sein soll. 
Der geometrische Ort eines Punktes M, der von einem 
fixen Punkte 7, und einem fixenKreise X stets denselben 
Abstand hat, ist sonach eine Ellipse, vorausgesetzt, dass der 
Punkt 7, innerhalb des Kreises X liegt. Dabei ist 7, der eine Brenn- 
punkt der Ellipse, der Mittelpunkt F, des Kreises X der andere, und 
der Radius des Kreises die grosse Axe der bezeichneten Curve. 


ß) Ganz auf dieselbe Weise lässt sich eine gleiche Entstehungs- 
art für die Hyperbel ableiten. 


Sei AB = 2a (Fig. 5b.) die reelle Axe der Hyperbel, F, und 7, 
die Brennpunkte derselben, so gilt bekanntlich für einen beliebigen 
Punkt M der Hyperbel, die Relation: FM—RM= AB= 9a. 


Beschreibt man daher aus einem der Brennpunkte F, mit dem 
Radius AB — 2a einen Kreis X, so ist, weil 


FM=FN-+HNM= AB-+NM ud 
andererseitte FA M= AB-+F,M, auch RM= NM, 


d. bh. jedem einzelnen Punkte der Hyperbel entspricht die 
Eigentümlichkeit, einen gleichen Abstand von einem fixeln 
Punkte A, und von einem festen Kreise X zu besitzen. 


Der fixe Punkt 7, ist auch diessfalls der eine Brennpunkt der 
Hyperbel, der M,ttelpunkt des festen Kreises X fällt mit dem zweiten 
Brennpunkt F, zusammen, und der Radius dieses Kreises X ist der 
reellen Hyperbelaxe AB — 2a gleich. 


Y) Für die Parabel wird der feste Kreis X in eine fixe Ge- 
rade Z (Fig. 5c.) übergehen, wodurch unmittelbar der bekannten 


*) Steiner, Synthetische Geometrie, 
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Eigenschaft der Parabel, dass jeder ihrer Punkte Mvon einem 
fixen Punkte (dem Brennpunkte F derselben) und von einer 
festen Geraden, der Leitlinie L, gleich weit abstehen; ent- 
sprochen wird. 


Behufs Ausführung der folgenden Constructionen wird es noch 
nötig sein, die nachstehende Aufgabe zu lösen: 


„Durch zwei Punkte A, und F, sind an einen gegebe- 
nen Kreis X berührende Kreise zu führen (Fig. 6.)“. 


Da der zu suchende Kreis X, resp. X, durch F, und F, gehen 
muss, wird dessen Mittelpunkt in eine Gerade Z fallen, welche durch 
den Halbirungspunkt n der Strecke F,Fy geht, und auf derselben 
senkrecht steht. 


Legt man nun durch 7, und 7, einen beliebigen Kreis X,, der 
' den gegebenen Kreis X in D: und E schneidet, und bestimmt man 
den Schnittpunkt P der Verbindungsgeraden DE mit F,F,, so gilt 
in Bezug auf das Vorliegende der bekannte Satz: 


PD.PE= PF,.PF, Sanidd rin Nora ie . IX) 


Zieht man weiters an den gegebenen Kreis X die Tangenten PB, 
und PB,, so ist offenbar: 


PB? — PB2—= PD.PE= PF,.PF,......X) 


Aus der letzteren Relation folgt, dass PB, und PB, auch als die 
Tangenten eines Kreises angesehen werden können, welcher durch 
F, und F, geht. Die Berührung dieses Kreises K, resp. X, mit den 
Tangenten PB, resp. PB, muss sonach gleichfalls in 2, resp. B, 
stattfinden, woraus unmittelbar folgt, dass die Kreise, welche PB, und 
PB, in 2, resp. B, berühren und durch 7, und 7, gehen, gleich- 
zeitig eine Berührung mit dem gegebenen Kreise X eingehen müssen. 
Die Mittelpunkte d, und d, der zu suchenden Kreise X, und %, 
liegen sonach einerseits auf 2 und andrerseits in den Verbindungs- 
geraden F,B, und F,B,, welche letztere selbstverständlich zu den 
gemeinschaftlichen Tangenten PB, und PB, senkrecht stehen. 


3. Esist eine Gerade (Fig.7.) und eine Ellipse durch 
ihre Axen, oder, was gleichbedeutend ist, durch die 
Brennpunkte und die Länge der grossen Axe gegeben, 
man soll die Schnittpunkte derersteren mitder letzteren 
direct bestimmen. 


Beschreibt man aus dem Brennpunkte 7, als Mittelpunkt, mit 
einem der grossen Axe AB = 2a gleichen Radius einen Kreis X ‚so 
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haben, wie bereits gezeigt wurde, alle Punkte der gegebenen Ellipse 
die Eigenschaft, von diesem Kreise und einem festen Punkte F, (dem 
zweiten Brennpunkt) gleich weit abzustehen. Man kann hiernach die 
einzelnen Punkte der Ellipse als Mittelpunkte von Kreisen ansehen, 
welche den Kreis X berühren und durch den Punkt F, gehen. 


Unter diesen Kreisen werden nun jene aufzufinden sein, deren 
Mittelpunkte gleichzeitig auf der Geraden 2 liegen. Besagte Kreise 
werden nun aber überdiess noch durch einen zweiten Punkt 7, gehen 
müssen, welcher mit F, verbunden, einer zur Geraden Senkrechten 
entspricht, und von 2 den gleichen Abstand, wie 7, besitzt. 


Hiermit ist die vorliegende Aufgabe auf die vorhergehende zu- 
rückgeführt. 


Legt man nämlich durch F, und 7, einen beliebigen Kreis X,, 
so wird derselbe den Kreis X in den Punkten. D und Z schneiden, 
während F, F, und DE sich in ? treffen werden. Zieht man von P 
die Tangenten an X und verbindet F, mit deren Berührungspunkten 
B, und B,, so erhält man in d, und d, die gesuchten Kreismittel- 
punkte. Nachdem nun 4, = d,B, und d,F, = dyB, ist, werden 
die Punkte d, und d, als Punkte der Ellipse und der Geraden ? 
gleichzeitig die Schnittpunkte der letzteren mit der Ellipse reprä- 
sentiren. 


Soll die Aufgabe möglich sein, d. h. soll die Gerade / die 
Ellipse wirklich schneiden, so müssen, wie aus den angestellten 
Betrachtungen folgt, die durch die Punkte 7, und A, geführten Kreise 
K, und X,, welche den Kreis X zu berühren haben, wirklich vor- 
handen sein. Dieser Fall tritt offenbar nur dann em, wenn A; 
innerhalb der Kreislinie X liegt. Hierin wird also das Kennzeichen 
für das wirkliche Vorhandensein der Schnittpunkte einer Geraden 
mit einer Ellipse liegen. 


4. Eine Hyperbel ist durch ihre Axen, resp. durch 
die Brennpunkte FA, und 7, (Fig. 8) und die Länge der 
reellen Axe gegeben; man soll die Schnittpunkte d, und 
d, einer gegebenen Geraden /! mit der Hyperbel direct 
construiren. 


Beschreibt man aus dem einen Brennpunkte F, mit einen, der 
reellen Axe gleichen Radius einen Kreis X, so haben alle Punkte der 
Hyperbel die Eigenschaft, von diesem Kreise X und dem zweiten 
Brennpunkte F, der Hyperbel gleich weit abzustehen. Alle Punkte 
der Hyperbel sind demnach Mittelpunkte von Kreisen, welche durch 
F, gehen und den festen Kreis X berühren. 


DENN % > Pe A! Ri) A r“ I el Br Tre ". a a a 1 di 
PN I y ne a ER HM a ET tar) 2 u, K- x Ar 
HR a 2- b ß \ x d bei‘ v 


von Geraden mit Keyelschnittslinten. 27 


Unter allen diesen Punkten werden auch hier jene Mittelpunkte 
&, und «, festzustellen sein, welche einerseits in der Geraden 2 lie- 
gen, andrerseits aber Kreisen entsprechen, welche ausserdem, dass 
sie durch 7, gehen, noch durch einen zweiten Punkt Fy, welcher in 
Bezug auf die Gerade I! symmetrisch zu 7, liegt, geführt sind. Die 
oben ausgesprochene Aufgabe reducirt sich demgemäss auf die: 


„Durch zwei Punkte F, und 7, ist ein Kreis X, resp. X, zu 
legen, welcher den Kreis X berührt.“ 


Legt man wieder, wie in den beiden vorher besprochenen Auf- 
gaben durch F, und F, einen beliebigen Kreis X,, welcher X in D 
und E schneidet, und zieht man vom Durchschnitte ? der Geraden 
DE und F,F, Tangenten PB, und PB, an den festen Kreis X, so 
erhält man die gewünschten Kreismittelpunkte d, und d, als Schnitt- 
punkte der Geraden Z mit den Verbindungslinien B,F, und B;F, der 
Berührungspunkte Z, und BZ, mit dem Centrum des Kreises K. 


Da aber d,F, =d,B, und dy,F, = d,B, ist, so sind d, und d 
die gesuchten Hyperbelpunkte, welche zugleich der Geraden 2 ange- 
hören, also die Schnittpunkte der ersteren mit der letzten sind. 


Diese Schnittpunkte d, und d, sind offenbar nur dann reell, 
wenn sich die zugehörigen be:iührenden Kreise wirklich construiren 
lassen, nämlich daun, wenn der Punkt A, ausserhalb des Kreises 
K fällt. 


Fällt der Punkt F, zufällig in die Peripherie des Kreises X, so 
ist constructiv bloss ein Kreis möglich, nämlich jener, der durch 7, 
geht und den Kreis X in F, berührt. 


Es hat demnach auch die Gerade Z mit der Hyperbel bloss einen 
Punkt d, gemein, d. h. die Gerade I geht diessfalls in eine Tan- 
gente an die Hyperbel im Punkte 7, über. 


Das hier Erwähnte gilt selbstverständlich auch in Bezug auf 
die Ellipse. 


. 


5. Es ist eine Parabel durch die Directionslinie D 
und den Brennpunkt F, (Fig. 9.), sowie eine Gerade Z ge- 
geben; man soll die Schnittpunkte der Geraden mit der 
Parabel direct construiren. 


Jeder einzelne Punkt der Parabel hat bekanntlich von dem Brenn- 
punkte F, und der Leitlinie (Brennpunktspolare) D einen gleichen 
Abstand, d. h. die Parabelpunkte repräsentiren die Mit- 
telpunkte von Kreisen, welche durch F gehen und D 
berühren. 
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Unter allen diesen Kreisen wird es im Allgemeinen wieder zwei 
Kreise X, und X, geben, deren Mittelpunkte in der Geraden 2 lie- 
gen, und welche ausser durch F, noch durch einen zweiten Punkt A, 
gehen, welcher zu F, in Bezug auf die Gerade Z symmetrisch liegen 
muss, wenn die betreffenden Kreismittelpunkte der Geraden Z ange- 
hören, und demnach die gesuchten Schnittpunkte liefern sollen. 


Es sind hiernach bloss diejenigen Kreise zu suchen, welche durch 
F, und F, gehen, und die Gerade D berühren. Für die Berührungs- 
punkte 2, resp. B, der Geraden D mit den Kreisen X, und X, gilt 
die Gleichung: 


AF,. AFP, = AB? —= AB, 
Legt man demnach durch F, und F, einen beliebigen Kreis X, und 


zieht man an denselben die Tangente AB’, so ist: AB’? —= AF,. AR, 
und daher: AB, = AB, = AB‘. 


Ueberträgt man also AB’ nach beiden Seiten von A auf die Ge- 
rade D, so erhält man in ZB, und B, die Berührungspunkte der beiden 
Kreise X, und X, mit D. 


Die zu suchenden Mittelpunkte d, und d, dieser Kreise werden 
nun einerseits in der Geraden Z und andrerseits in den Geraden Bd, 
und Bad, liegen, welche durch die Berührungspunkte ZB, und 2, zur 
gemeinschaftlichen Tangente D senkrecht geführt wurden. 


Da nun Bad, =d,F, und B,d, = dsF, ist, so sind offenbar d, 
und d, Punkte der Parabel, und sonach, als Punkte der Geraden 7, 
die Schnittpunkte der Geraden mit der Curve. Selbstverständlich 
werden nur dann reelle Schnitte der Geraden Z mit der Parabel 
existiren, wenn F, und F, auf der nämlichen Seite von D liegen; 
denn nur in diesem Falle gibt es Kreise, welche, indem sie durch 7, 
und 7, gehen, gleichzeitig die Directrix D berühren. 


Fällt zufälligerweise F, in die Gerade D, so ist bloss ein Kreis 
möglich, welcher der Bedingung entspricht, und zwar jener, dessen 
Berührungspunkt F, ist. Die Gerade Z hat demnach mit der Pa- 
rabel nur einen Punkt gemein, geht also in eine ihrer Tangen- 
ten über. 


B) Construction der Durchschnitte von Kegelschnittslinien mit 
Geraden, wenn erstere durch irgend welche fünf Elemente gegeben 
sind. 


Denkt man sich einen im Raume befindlichen Kegelschnitt (Fig. 
10.) von zwei verschiedenen Centren C, und C, auf eine und dieselbe 
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Ebene 3 projicirt, und die Resultate dieser Projection durch X, und 
K, dargestellt, so werden diese Letzteren, wie bekannt, gleichfalls 
als irgend welche Kegelschnitte bildlich repräsentirt erscheinen. 


Betrachtet man die Projectionen m, und m, irgend eines Punktes 
m des. Kegelschnittes X, und legt man durch die beiden Projections- 


stralen C;mm, und Cymm, eine Ebene ?, so wird die Projections- 


ebene ZB von derselben in der Geraden mm, geschnitten. Die ge- 
nannte Ebene P enthält aber auch die Verbindungslinie der beiden 


Projectionscentra C, und C,, welche Gerade C,C, die Projectionsebene 
B in 8 schneidet. Aus dem Gesagten geht hervor, dass auch die 


Gerade m,m; durch den Punkt 8 gehen muss. 


Nennen wir der Kürze halber die Punkte m, und m,, welche 
Projectionen eines und desselben Punktes-m der Kegelschnittsebene 
E oder des Kegelschnittes X selbst sind, „entsprechende Punkte“, 
so lässt sich behaupten, dass sich die sämmtlichen Verbin- 
dungsstralen entsprechender Punkte in einem und dem- 
selben Punkte S schneiden werden, und zwar in jenem, welcher 
mit dem Durchschnittspunkte der Verbindungsgeraden beider Pro- 
jectionsoentra mit der Bildebene B zusammenfällt. 


Ferner schneidet die Ebene E des im Raume befindlichen Kegel- 
schnittes X die Projectionsebene 3 nach einer Geraden s. 


Projicirt man nun irgend eine Gerade Z der letztbenannten Ebene 
E, indem man C, und C, als Projectionscentra voraussetzt, gleich- 
falls auf die Ebene B, so müssen sich beide Projectionen I, und %, 
in einem Punkte & der Geraden s schneiden, welcher Punkt gleich- 
zeitig der Schnittpunkt der erwähnten Geraden Z mit der Bildebene 
B ist, und mit jenem der Projectionen /, und Z, zusammenfallen muss. 


Nennen wir analog der früheren Bezeichnung, Gerade /, und 2,, 
welche Projectionen einer und derselben Geraden Z! in der Ebene E 
des Kegelschnittes X sind, „entsprechende Gerade“, so folgt, 
dass die Schnittpunkte aller entsprechenden Geraden 
auf einer und derselben Geraden, und zwar iin der Trace 
s ihrer Ebene EZ auf der Projectionsebene B liegen 
müssen. | 


Zieht man demnach in den entsprechenden Punkten m, und m, 
der Kegelschnitte X, und X, Tangenten an letztere, so werden sich 
dieselben in einem Punkte t der Geraden s begegnen müssen, nach- 
dem dieselben die Projectionen der Tangente an den Kegelschnitt X 
im Punkte m, also entsprechende Gerade sind. 


Sam a Ye a 
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30 Peschka: Construction der Durchschnittspunkte 


Aus demselben Grunde müssen sich die Verbindungslinien von 


zwei Paaren entsprechender Punkte, n,p, und 2,9, in einem Punkte 
r der Geraden s schneiden. Endlich sei noch bemerkt, dass sich auch 
die gemeinschaftlichen Tangenten an X, und X, in dem vorher be- 
zeichneten Punkte S der Ebene B treffen müssen, wie es u. A. auch 
schon aus der einfachen Betrachtung hervorgeht, dass die Tangenten 
von S an den einen der Kegelschnitte, z. B. X,, den anderen X, 
unmöglich schneiden können, indem sonst einem Punkte von X, zwei 
Punkte von A, entsprechen würden. | 


E32 


Sind nun in einer Ebene 3, welche wir als Bild- oder Zeich- 
nungsebene annehmen, irgend ein. Kegelschnitt X, und ein Kreis X, 
(Fig. 11.) in beliebiger gegenseitiger Lage gegeben, so kann man 
diese beiden Kegelschnitte, — indem einstweilen die Lage der Pro- 
jecetionseentren C; und C, unbestimmt gelassen werden, — als cen- 
trale Projectionen eines und desselben Kegelschnittes X im Raume 
betrachten. | 


Zieht man an beide Curven X, und X, die gemeinschaftlichen 
Tangenten, so gibt ihr gegenseitiger Schnitt S jenen Punkt, in wel- 
chem die Verbindungsstralen entsprechender Punkte zusammentreffen. 
Verbindet man je zwei Kreispunkte m, und n, durch eine Gerade 2, 
und ebenso die den ersteren entsprechenden Punkte m, und n, des 
Kegelschnittes X, durch eine Gcrade Z,, so werden sich diese beiden 
Geraden in einem Punkte r der Bildflächtrace s jener Ebene E 
schneiden, in welcher der Kegelschnitt X, dessen centrale Projectionen 
K, und £, sind, liegt. Einen zweiten Punkt v erhält man als Schnitt 
der entsprechenden Geraden m,p, und mgpa. Durch die Punkte r 
und % ist nun die Gerade s, d. i. die Trace der Ebene des gegebenen 
Kegelschnittes, vollständig bestimmt. 


Wäre beispielsweise die eine Curve, etwa der Kegelschnitt X, 
nicht wirklich gezeichnet, und sollte man jenen ihm ange- 
- hörigen Punkt a, finden, welcher dem Punkte a, des Kreises X, ent- 
spricht, so hat man vor Allem bloss zu bedenken, dass a, auf dem 
Strale Sa, liegen muss. Zieht man weiters etwa die Gerade aymy, 
so wird die entsprechende Gerade a,m, einerseits durch m, und 
andrerseits durch den Punkt it gehen, in welch’ Letzterem die Ge- 
rade a,m, die Trace s schneidet. Der Schnitt von m;t und a8 be- 
stimmt demnach den gesuchten Punkt a,. 


Diesen allgemeinen Entwickelungen zufolge wird es nun keinen 
weiteren Schwierigkeiten unterliegen, folgende Aufgaben zu lösen. 


Ein Kegelschnitt (Ellipse Fig. 12.), welcher durch 
zwei Tangenten und drei seiner Punkte bestimmt ist, 
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und eine Gerade sind gegeben; man soll die Schnitt- 
punkte dieser Geraden mit dem Kegelschnitte direct 
construiren. 


Die beiden Tangenten seien ,! und 2,2, die drei gegebenen Punkte 
seien a,d,c,, und der hiedurch bestimmte Kegelschnitt sei kurz mit 
K, bezeichnet. Die gegebene Gerade sei ].. 


Wird nun den beiden Tangenten t,! und £,? ein Kreis X, ein- 
geschrieben, so kann derselbe ebenso wie X, als die Projection irgend 
eines im Raume befindlichen Kegelschnittes ÄX angesehen werden. 
Die den Punkten a,d,c, entsprechenden Punkte agd,c, erhält man 
als Schnittpunkte der Geraden a,S, 2,8 und ec, S mit dem Kreise X,, 
wenn S den Schnittpunkt der beiden Tangenten £,! und t,? darstellt. 


Als Schnitte der entsprechenden Geraden «a,5, und a,5, ergibt 
sich « und als jenen von a,c, und agc, erhält man ß, welche Punkte 
mit einander verbunden, dem Gesagten zufolge die Trace s der Kegel- 
schnittsebene E bestimmen. Suchen wir nun die der gegebenen Ge- 
raden 2, eutsprechende Gerade Z,. Der Punkt y, in welchem Z, die 
Trace s schneidet, liegt selbstverständlich auch in /,; ferner begegnen 
sich Z, und a,c, im Punkte /,, weshalb, wenn man /, mit S verbindet, 
der dem Punkte /, entsprechende Punkt in /, gefunden wird. Man 
erhält sonach die Gerade /, durch die Verbindungslinie der Punkte 
y und fs. Diese Gerade /, schneidet den Kreis X, in d,! und d3?. 
Letztbezeichnete Punkte sind nun offenbar jene, welche den Schnitt- 
punkten der Geraden !, mit dem durch £,!, t,%, a,, d, und c, gege- 
benen Kegelschnitte X, entsprechen, und welche man unmittelbar in 
d,! und d,? findet, wenn man die Verbindungsgeraden Sd,! und Sdy? 
bis zum Schnitte d,! und d,? mit der Geraden /, verlängert. 


Auf ganz gleiche Weise kann die Aufgabe auch dann gelöst wer- 
den, wenn etwa anstatt der Punkte 2, und c, die Berüh- 
rungspunkte p,! und p,? der Tangenten 4," und t,? mit dem 
Kegelschnitte X, und ausserdem ein Punkt a, der Curve 
gegeben sind, indem ces offenbar ganz gleichgiltig ist, welche Lage 
die in Fig. 12. gewählten Punkte a,b, und ce, gegen einander haben, 
daher man anstandslos, ohne eine Aenderung in der Lösung des Pro- 


> 


blemes herbeizuführen, auch jene von a,, p1! und 7,7 annehmen kann. 


Auch in dem Falle lässt sich die Aufgabe leicht durchführen, 
resp. auf die vorhergehende reduciren, wenn der Kegelschnitt 
durch 5 Punkte a,d,c,d, und e, gegeben ist, indem sich mit 
Hilfe des Pascal’schen Satzes, „dass die 3 Schnittpunkte der 
Gegenseiten eines dem Kegelschnitte eingeschriebenen 
Sechseckes auf einer Geraden liegen“, in allen diesen Punk- 
ten die Tangenten des Kegelschnittes leicht construiren lassen, 
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Betrachtet man nun das Fünfeck a,2,c, de, als durch die Ver- 
bindung der 5 gegebenen Punkte entstanden, und sollte im Punkte e, 
(Fig. 13.) die Tangente an den hiedurch bestimmten Kegelschnitt 
gezogen werden, so kann man dieselbe als Verbindungsgerade der in 
e, unendlich nahe vereinigten Punkte eines Sechseckes, oder als die 
sechste Seite eines Sechsecks ansehen, dessen übrige Seiten a,2,, 
bi 61, Cıdy, dic, und e,a, sind. 


Es sind mithin a,e, und c,d,, ferner a,d, und d,e,, endlich Je, 
und die Tangente in e, Gegenseiten. Die beiden ersten Paare schnei- 


den sich in «@ und resp. in ß, daher «ß eine Gerade bestimmt, auf 
welcher gleichzeitig auch der Schnittpunkt y des letztgenannten Paares 
sich. vorfinden muss. Da nun d,c, die Gerade «aß in y schneidet, ist 
ye, und £,! die Tangente im Punkte e,. Ebenso kann man die Tan- 
gente 1,2 im Punkte d, finden, wodurch die Aufgabe auf die vorher- 
gegangene zurückgeführt erscheint. 


7. Es ist eine Gerade / (Fig. 14.) und ausserdem eine 
Hyperbel X, durch 3 Tangenten und zwei Punkte gegeben; 
man soll die Schnittpunkte der Hyperbel X, mit der Ge- 
raden /, direet construiren. 


Seien t,!, 2,2 und i,? die Tangenten nnd a,, 5, die gegebenen 
Punkte, so kann man dem so bestimmten Kegelschnitte wieder als 
„entsprechende“ zweite Projection einen Kreis X, zuweisen, 
welcher den Tangenten z,'! und t,? eingeschrieben ist. Der Schnitt 
der beiden letzteren erfolge in S. Vermöge der demselben beigelegten 
Bedeutung, lassen sich nun mit Zuhilfenahme der Geraden a,S8 und 
5,S die den Punkten a, und 5, entsprechenden Punkte a, und 2, im 
Kreise X, auffinden. 


Die Verbindungsgerade a,d, und die Tangente {,? schneiden sich 
in p,, welchem Punkte auf ad, der Punkt p, entspricht, und zieht 
man von dem so erhaltenen Punkte p, an den Kreis X, eine Tan- 
gente t,3, so wird dieselbe offenbar entsprechend der Tangente £,° sein. 
Nun schneiden sich die Geraden a,d, und a,5, in «a, während sich 


die Tangenten {3 und t,? im Punkte ß begegnen; es wird daher aß 
resp. s den geometrischen Ort der Schnittpunkte aller 
Paare entsprechender Geraden (die Trace der Kegelschnitts- 
ebene EZ) repräsentiren. 


Um nun die Schnittpunkte d,! und d,? der Geraden 2, mit X, 
aufzufinden, ermittle man die derselben entsprechende Gerade /, ein- 
fach dadurch, dass man zwei Punkte der letzteren aufsucht. Der 
eine Punkt y ergibt sich als Schnittpunkt von !, mit der Trace s; 
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der zweite Punkt r, hingegen wird sich als derjenige Punkt der Ge- 
raden /, ergeben, welcher zugleich in a,2, liegt und dem Punkte r] 
(Schnittpunkt von a,5, und Z,) entspricht. | 


Die Schnittpunkte von r,y resp. /, mit X, sind somit d,! und de? 
welch’ letzteren in dem Kegelschnitte X, die verlangten Schnittpunkte 
d,! und d,* entsprechen. 


Dass die Lösung der gestellten Aufgabe ganz unabhängig von 
der Lage der Punkte a, und 2, sei, ist selbstverständlich. Dieselben 
können daher, ohne dass eine Aenderung der Construction hiemit 
verbunden wäre, auch in die Berührungspunkte von je zwei 
der gegebenen 3 Tangenten übergehen. 


Dies berücksichtigt, lässt sich auch folgende Aufgabe auf die 
eben besprochene zurückführen: 


8 Es soll der Durchschnitt einer Geraden Z, mit 
einem durch 5 Tangenten 2,12,21,32,4:,5 gegebenen Kegel- 
schnitte X, direct gesucht werden. 


Nach dem Brianchon’schen Satze lassen sich sehr einfach die 
Berührungspunkte dieser Tangenten bestimmen. 


Der genannte Satz lautet: „Die Verbindungslinien der 
gegenüberliegenden Eckpunkte eines dem Kegelschnitte 
umschriebenen Sechseckes schneiden sich in einem ein- 
zigen Punkte.” Das Fünfeek 4,B,C,D,E, (Fig. 15.), welches 
durch die gegebenen 5 Tangenten gebildet wird, kann nämlich als 
ein Brianchon’sches Sechseck, in welchem zwei Seiten in eine zu- 
sammenfallen, angesehen werden. 


Sei a,’ der Berührungspunkt von t,? resp. A, B,, so ist dieser 
Punkt als der sechste Eckpunkt des gegebenen: Polygons, und A,a,? 
sowie B,a,? als zwei verschiedene Seiten desselben aufzufassen. Es 
sind sodann £, und B,, A, und C,, D, und a,? offenbar als gegen- 
überliegende Punkte des Sechseckes zu betrachten, welchen Punkten 
mit einander verbunden der gemeinschaftliche Schnittpunkt M, ent- 
spricht. Verbindet man daher 3, mit EZ, und A, mit C,, so erhält 
man den Berührungspunkt a,° als Schnittpunkt der Geraden M,D, 
mit A, B, resp. t,°”. Ein zweiter Berührungspunkt kann auf die gleiche 
Weise leicht aufgefunden und somit die gestellte Aufgabe, bezüglich 
der Bestimmung des Durchschnittes in der Form, wie unter Auf- 
gabe 7) besprochen, durchgeführt werden. 


9. Eine Gerade L, (Fig. 16.) ist gegeben, und eine Hy- 
perbel ist durch zwei conjugirte Durchmesser 4,2, und 
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C,D, bestimmt; man soll die Durchschnittspunkte beider 
direct auffinden. 


Bestimmt man auf bekannte Weise aus den gegebenen Durch- 
messern die Asymptoten t,! und {,? der Hyperbel X,, so hat man 
hiedurch gleichzeitig zwei Tangenten derselben, deren Berührungs- 
punkte in unendlicher Entfernung liegen, gefunden. Schreibt man 
nun den letzteren einen Kreis X, ein, so kann derselbe als der Hy- 
perbel X, entsprechend angesehen werden. 


Den unendlich fernen Berührungspunkten w,! und «,? der Hyperbel 
K, entsprechen die Berührungspunkte a5! und us? im Kreise Ky. Der 
Schnittpunkt «, beider Verbindungsgeraden dieser Berührungspunkte 
ist ebenfalls im Unendlichen gelegen, weil «,! u? parallel zu uztu,? 
ist, und beide Geraden zur Halbirungslinie des Winkels (1,%1,2) ‚senk- 
recht stehen. Es wird demnach auch die zu suchende Trace s (geo- 
metrischer Ort der Schnittpunkte aller „entsprechenden“ Geraden) 


zu us1u,? parallel sein. 


Dem Punkte A, der Hyperbel X, entspricht der Kreispunkt As, 
und der Hyperbeltangente {,? die Kreistangente t3. Der Durchschnitt 
der beiden letzteren erfolgt im Punkte f. Zieht man nun durch ß 


eine Parallele zu wz!u,2, so erhält man die Gerade s. 


Um weiter die der Geraden 2, entsprechende Gerade Z, zu finden, 
wird man bloss zwei Punkte der letzteren zu bestimmen haben, wo- 
von der eine bekanntlich der Schnittpunkt y der Geraden Z, mit s, 
und der zweite jener Punkt p, ist, welcher dem Schnittpunkte 7, von 
t,? und Z, entspricht. 


Die Gerade p;y resp. l; trifft den Kreis X, in den Punkten dt 
und d,?, welch’ letzteren die verlangten Schnittpunkte d,' und d;? 
der Hyperbel 4, B,C, D, mit der gegebenen Geraden Z, entsprechen. 


10. Ein Kegelschnitt ist durch 5 Punkte a,, c,dunde 
(Fig. 17.) bestimmt; ausserdem ist eine Gerade Z gegeben; 
man soll die Schnittpunkte d, und d, der Geraden / mit 
dem Kegelschnitte bestimmen. 


Verbindet man zwei der gegebenen Punkte, etwa d und e mit 
jedem der drei anderen, so entstehen zwei Stralenbüschel, deren 
Mittelpunkte d und e sind. Werden dieselben einander projeetivisch 
zugeordnet, so schneiden sich bekanntlich je zwei entsprechende (ho- 
mologe) Stralen in einem Punkte des Kegelschnittes. 


Die Gerade I wird von dem Büschel d in der Punktreihe 4, 3, C,, 
von dem Büschel e dagegen nach der Punktreihe A, B,C, geschnitten. 
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Da die beiden Büschel @ und e in Bezug aufeinander projectivisch 
sind, so werden es auch die genannten Punktreihen sein. 


Nun sind jene Punkte d, und d, der Geraden /, in welchen je 
zwei entsprechende Stralen der Büschel & und e zusammentreffen, 
einerseits Punkte des Kegelschnittes und andrerseits Doppelpunkte 
der Punktreihen A,2,C, und A,B,C,. Um letztgenannte Doppel- 
punkte d, und d, zu finden, verbindet man (Staudigl, Neuere Geo- 
metrie, Seite 140.) A,B,C, und A, B,C, mit irgend einem Punkte M 
eines beliebig gewählten Kreises X, und bestimmt die zweiten Schnitt- 
punkte a,ß,y, und @ß3Ys dieser Verbindungsstralen mit dem Kreise 
K. Verbindet man weiter den Schnittpunkt o der Geraden «,ß, und 
&ß, mit jenem oe von «@,y; und «,y, durch eine Gerade 6,6, und 
zieht man 6, M und 0, M, so wird 2 von diesen letztbezeichneten Ge- 
raden in den verlangten Punkten d, und 2 des durch abede gege- 
benen Kegelschnittes getroffen. 


Es ist der Schnitt einer durch ihre Axen gegebenen 
Ellipse mit einem Kreise zu construiren, dessen Mittel- 
punkt-mit dem Mittelpunkte der Ellipse zusammenfällt. 


Verzeichnet man über der grossen und kleinen Axe der Ellipse 
die Kreise X und % (Fig. 18.)*) und zieht man durch den Mittel- 
punkt O beliebige Transversalen, von denen jede die beiden Kreise 
in zwei Punkten «, und 7}, @ und %9... schneidet; fällt man ferner 
von &% .... Senkrechte zu AB, und führt durch y, Ya - - - Paral- 
lele zu AB, so schneiden sich je zwei dieser Geraden in Punkten 
PıPsP3s .. . der Ellipse. 


Beschreibt man nun über der Differenz der Halbaxen der Ellipse, 
also über der Geraden AE als Durchmesser einen Halbkreis, so wird 
von demselben der gegebene Kreis X, in einem Punkte » geschnitten. 


Das Dreieck ApE ist bei p offenbar rechtwinklig, Dreht man 
dasselbe um den Mittelpunkt O, so wird es endlich auch eine Lage 
@, P,yı annehmen, in welcher die beiden Katheten desselben parallel 
zu den Axen der Ellipse laufen, wobei also P,, Ps . . . Punkte der 
Ellipse vorstellen werden. 


Nachdem aber der Punkt p bei seiner Drehung um O den Kreis 
K, beschreibt, so werden P,P, .. . auch auf dem Kreise X, liegen, 
hiernach also die Schnittpunkte des Kreises X mit der Ellipse ABCD 
bestimmen. ‘Soll das Dreieck ApE die genannte Lage einnehmen, 


*) Staudigl, Sitzungsberichte der k. k. Akademie der Wissenschaften in 
Wien. 


3% 


en IRRE STAR. Ve ARENA RE 820 Fi Eee EHRE ENTE, 17a REMOTE VPE Area ae 4r 
: kr % Ba N a en. 


36 Peschka: Construction der Durchschnittspunkte 


so muss pE || AB, oder was dasselbe ist, es muss / y,P, = _Z AEp, 
folglich auch / «0A = £ AEp werden. Trägt man also den letzt- 
bezeichneten Winkel von AO aus auf, so erhält man eine Transver- 
sale «,O, für welche der Ellipsenpunkt P, gleichzeitig auf X, liegt. 
Die anderen drei Schnittpunkte P,P,P, sind zu P, in Bezug auf die 
Ellipsenaxen symmetrisch gelegen. 


Auch auf eine einfache empirische Weise lassen sich 
die Schnittpunkte einer Ellipse Z mit einer beliebigen 
Curve € (Fig. 19.) auffinden. 


Ist beispielsweise die Ellipse E durch ihre Axen AB und CD 
gegeben, so kann man einzelne ihrer Punkte auf folgende Weise be- 
stimmen: 


Trägt man nämlich mittelst eines Papierstreifens die Länge der 
grossen Halbaxe AO von einem Punkte » aus auf und wiederholt 
das Gleiche von demselben Punkte » mit der kleinen Halbaxe OC, 
verschiebt man ferner den Papierstreifen auf der Zeichnungsfläche 
in der Weise, dass die Halbaxendifierenz ab mit ihren Endpunkten 
stets auf den Axenrichtungen liegt, so beschreibt der Punkt p die 
Ellipse E. Ist nun C die vorerwähnte beliebige Curve, so hat man 
den Papierstreifen in jene Lagen zu bringen, in welchen der Punkt a 
auf CD, der Punkt 5 auf AB und p auf der Curve C’ liegt. Die dem 
Punkte p entsprechenden Curvenpunkte D,D,... sind die gesuchten 
Schnittpunkte der beiden Curven untereinander. 


Brünn, den 24. December 1874. 


Aufgabe. Eine Ellipse ist durch zwei conjugirte 
Durchmesser gegeben; es sind die Schnittpunkte dieser 
Ellipse mit einer Geraden Z zu finden, welche zu dem 
einen der beiden Durchmesser ab parallel läuft. 


Um vorstehendes Problem zu lösen, dürfte es zweckmässsig er- 
scheinen, folgende Bemerkungen vorauszuschicken. 


Sind £, und i, (Fig. L) zwei aus C projicirte perspectivische 
Punktreihen, & ihr Schnittpunkt, v»; und «, ihre Gegenpunkte, so gilt 
für jedes Paar entsprechender Punkte a, und a, bekanntlich die 
Relation; 


# 


PT Adun, e ’ a NE TEN ER N N N a 3 ar TE DE a N a  , 
U ENTE NE N" mi, DM n f . 


. von Geraden mit Kegelschnittslinien. 37 


U Ay dgv 
ud, Ayv9 


TERN RE u RE BA, 


Dieses Product ist constant und wird die projectivische Potenz 
genannt. 


Denkt man sich die Reihe i, um ihren Schnittpunkt d mit der 
Reihe z, so lange gedreht, bis sie mit der letzteren zusammenfällt, 
so erhält man zwei aufeinander liegende projectivische Punktreihen, 
welche in dem Schnittpunkte d,d, ihrer Träger t,t, einen Doppel- 
punkt besitzen. 


Wird durch C ein Stral so gezögen, dass er mit t, und t, gleiche 
Winkel einschliesst, so schneidet derselbe die Träger t, und 4, in 
zwei entsprechenden Punkten d,!d,!, welche nach der Drehung zu- 
sammenfallen, also den zweiten Doppelpunkt repräsentiren. 


Aus dem gleichschenkligen Dreiecke Oo, dy! folgt, dass Cv, = dy!v, 
und da auch Cv, = d,u, wird: dg!v, = d,u, d.h. der eine Doppel- 
punkt d, ist vom Fluchtpunkte «, ebenso weit als der zweite Doppel- 
punkt d,! vom anderen Fluchtpunkte », entfernt, oder: die Doppel- 
punkte liegen zu den Fluchtpunkten symmetrisch. 


Die vorher unter «) angeführte Relation auf den Punkt d,!ds! 
übertragen, lautet sonach: u, di! X vadg! = u, a X vgag = ud X vadn. 


Nachdem aber die Punkte d,* und d,! nach vollbrachter Drehung 
zusammenfallen, ist: w,d,! = u,da! und ebenso vgdg = vyd,; es wird 
daher auch: 

uch Xudt = ud, Xvdı = ua Xvaag .» ..: .B) 


Sind somit bei zwei aufeinanderliegenden Punktreihen die Flucht- 
punkte und ein Paar entsprechender Punkte gegeben, so lassen sich 
die Doppelpunkte leicht finden. 


Dieses der zu lösenden Aufgabe zu Grunde gelegt, wollen wir 
a und 5 (Fig. IL.) als die Scheitel zweier projectivischer Stralen- 
büschel annehmen, von welchen sich je zwei entsprechende Stralen 
in einem Punkte der Ellipse schneiden. Diese Stralenbüschel geben 
im Schnitte mit der Geraden Z zwei aufeinander liegende projectivische 
Punktreihen, deren Doppelpunkte offenbar die Schnittpunkte der Ge- 
raden Z mit der Ellipse liefern werden. Es handelt sich sonach blos 
‘um die Ermittelung der bezeichneten Doppelpunkte, um die gestellte 
Aufgabe als gelöst betrachten zu können. 


Der Stral ad schneidet die Gerade Z im Unendlichen, während 
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der ihm entsprechende Stral des Büschels 5 als Tangente an die 
Ellipse im Punkte 5 erscheint, sich hiernach als eine zum zweiten 
Durchmesser cd parallele Gerade darstellt. Diese letztere schneidet 
die Reihe ZL im Punkte v»,, welcher Schnitt schon den einen Gegen- 
oder Fluchtpunkt liefert; der zweite Fluchtpunkt «, ergibt sich- im 
Schnitte von Z mit der durch a zu cd parallel gezogenen Geraden. 
Führt man vom Punkte ce, als einem der Ellipse angehörigen Punkte, 
die Stralen ca und ch, so erhält man überdies noch zwei ent- 
sprechende Punkte y; und y, der beiden coaxialen Punktreihen. 


Für die Doppelpunkte 4,4, und 4,'4,' dieser Reihen gilt nun 
die Relation: 


Auxd4dwy= Nu X No — Yıtı X Yata RE Sr .y) 


Nachdem aber y,% = yau, ist, wird die projectivische Potenz 
yı%,° sein. Beschreibt man demnach über u, vg als Durchmesser einen 
Halbkreis, und zieht man im Abstande y,%, = u,p eine Parallele zu 
L, welche die Kreisperipherie in d und ö! schneidet, so ergeben sich, 
wenn man die letztgenannten Punkte Ö und Öl auf Z projieirt, in 
4,4, und 4,’4,' die gesuchten Doppelpunkte, oder mit anderen 
Worten: die Schnittpunkte der Geraden Z mit der blos durch zwei 
conjugirte Durchmesser gegebenen Ellipse; denn dieselben genügen 


der Relation Su xX Jo, = Inu X Jo = 20? = 402 und weil 
2'— 16 — y,u, auch der Relation y). 


A 
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IH. 


Beiträge zur Lösung einiger bekannten geometrischen 
! Aufgaben. 
Von 
Mendthal. 


Vorbemerkung. Bekanntlich wird jede durch einen beliebigen 


Pol P gelegte Secante durch dessen Polare und den Kreisumfang 


harmonisch geteilt, und man kann in jeder solchen Zusammenstellung 
den Pol als Projectionsmittelpunkt, die Polare als Projectionsaxe 
und die zu beiden Seiten der letzteren gelegenen Umfangspunkte je 
einen z. B. a oder 5, (Fig. 1.) als harmonisches Bild des anderen, 
z. B. von a, oder 5 betrachten. Auch kann man ebenso 2. B. von 
einer beliebigen Linie p;c ihr harmonisches Bild pgc,, von Punkt d, 
das harmonische Bild Punkt d, u. s. w. entwerfen. 


ES 


Diese Umbildung lässt sich für die anschauliche Behandlung einiger 
Aufgaben und Lehrsätze zweckmässig verwenden, wofür diese Zeilen 
einige Beispiele liefern sollen. 


1. Aufgabe. Durch gegebene Punkte a, 5 und e sollen die Seiten 
eines in den Kreis X eingeschriebenen Dreiecks gelegt werden: 


Auflösung. Verbindet man die Punkte «—5, F, durch eine ge- 
rade Linie und wählt den Punkt, dessen Entfernung von seiner Polare 
21Ps durch «—b halbirt wird, als Projectionsmittelpunkt — d.h. den 
Punkt P, für welchen a—5 die Linie gleicher Potenzen mit Kreis X 
darstellt — so werden die harmonischen Bilder von a und d auf den 
entsprechenden Richtungen Pa und Pd sich unendlich weit entfernen, 
und diejenigen aller Linien, welche a oder 5 berühren, entsprechend 
parallel zu Pa oder Pb erscheinen. 
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Ist nun «ßy das gesuchte Dreieck, sind ferner « — f,—y, und 
c; die harmonischen Bilder von «@, ß, y und c, so wird Winkel 
PıYı8%ı = «Pb, dadurch die Länge der Sehne «,ß, bestimmt und mit 
ihr der zu X concentrische Kreis, welchen sie berührt, woraus die 
Lage c,ß,«, und die Punkte @ und fß sich herleiten. 


Bemerkungen. 1. Diese Construction lässt sich unmittelbar nur 
auf Punkte anwenden, deren Verbindungslinien den Kreis nicht 
schneiden. 


Wenn nun auch weiter unten nachgewiesen wird, dass jede Punk- 
tenlage auf die hier vorausgesetzte sich zurückführen lässt, so wird 
zunächst auch für andere Fälle die harmonische Umbildung benutzt 
werden, wobei die Betrachtung zweier Fälle genügt, nämlich wenn 
einer oder mehrere Punkte innerhalb des Kreises liegen, und: wenn 
zwar die Punkte ausserhalb des Kreises liegen, ihre Verbindungs- 
linien aber denselben schneiden. 


2. Es lassen sich aus der gegebenen Auflösung noch einige 
Folgerungen ableiten. Werden die Punkte a, ß und e in ihrer Lage 
festgehalten, während y längs der Kreisperipherie und gleichzeitig a 
und 5 auf ihrer eignen Verbindungslinie sich fortbewegen, so bleibt 
der Winkel «05 seiner Grösse nach constant, dain dem harmonischen 
Bilde «, und , sich nicht bewegen und nur y, seine Stelle ändert, 
jedoch so, dass stets Pa parallel mit f,yı und 5 parallel mit 04 Yı 
bleibt. Hiebei ist es gleichgültig, ob die Punkte @ß wie in der vor- 
liegenden Figur entstanden sind, oder ob sie z. B. Ecken eines be- 
liebigen Kreisvielecks sind. Weiter unten wird hienach die Ausdeh- 
nung dieser Aufgabe auf beliebig viele Punkte behandelt werden. 


Es folgt weiter, dass, wenn die gegebenen Punkte a und 5 mit 
einem dritten Punkte y der Kreisperipherie verbunden werden, die 
entsprechende Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte « und ß 
ein harmonisches Bild von constanter Länge ergiebt. 


2. Aufgabe. Es sind drei Punkte a, 5 und c innerhalb des Kreises 
K gegeben; man soll durch dieselben je eine Seite eines in den Kreis 
zu schreibenden Dreiecks legen (Fig. 3.). 


Auflösung. Verbindet man einen der gegebenen Punkte z. B. a 
mit dem Kreismittelpunkt %, zieht durch a resp. k senkrecht zu dieser 
Verbindungslinie mm, und nn,, so erhält man durch den Schnitt der 
Linien mn oder m,n, mit ka einen Projectionsmittelpunkt ?, welcher 
in Verbindung mit seiner Polare pp, als Projectionsaxe für den Punkt 
a den Kreismittelpunkt % als harmonisches Bild ergiebt. 
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Das harmonische Bild a,ß,y, des Dreiecks «ßy wird demnach 
ein bei @, rcchtwinkeliges sein, dessen Seite y,ß, ein Durchmesser 
des Kreises % ist. 


Die vorliegende Aufgabe wird demnach darauf zurückgeführt, 
durch zwei gegebene Punkte die Katheten eines rechtwinkeligen 
Dreiecks zu legen, dessen Hypotenuse der Durchmesser eines ge- 
gebenen Kreises ist. 


Um die Figur nicht zu überladen, werden in Figur 4. nur die 
harmonischen Bilder a,(k)—5, und ec, der Punkte abe gezeichnet. 
Ein Halbkreis über d,c, schneide den gegebenen Kreis in den Punkten 
& und «, deren jeder ein harmonisches Bild «,ß,yı und a,ß,y, des 
zu findenden Dreiecks «ßy darstellt. 


Man ersieht zugleich in welchen Fällen zwei, eine oder keine 
Lösung möglich ist. 


Bemerkung. Diese Auflösung gilt auch dann, wenn nur einer 
der gegebenen Punkte innerhalb des Kreises % liegt. 


3. Aufgabe. Die vorhergehenden Aufgaben für den Fall zu lösen, 
wenn die Punkte a, 5 und ce ausserhalb des gegebenen Kreises % 
liegen, ihre Verbindungslinien aber denselben schneiden. 


Auflösung. «ßy (Fig. 5.) sei das gesuchte Dreieck, in dessen 
Seiten die Punkte a, 5 und ce liegen sollen. Die Polare von a sei 
pp, und p ihr Schnittpunkt mit de. 


Construirt man nun einen Projectionsmittelpunkt P,, für welchen 
ap die Linien gleicher Potenzen mit dem Kreise % ist, so wird das 
harmonische Bild dieser Figur folgende Eigenschaften besitzen. Die 
Bilder der in a sich vereinigenden Linien werden parallel der Linie 
Pa, ebenso die Bilder der in p sich vereinigenden Linien parallel P,p. 


Da die Linie pp, die Berührungspunkte trifft, welche den von a 
an den Kreis % gezogenen Tangenten angehören, die harmonischen 
Bilder dieser Tangenten aber einander parallel werden, so trifft das 
harmonische Bild der Linie pp, den Mittelpunkt des Kreises k, die 
beiden Systeme paralleler Bilder stehen auf einander senkrecht und 
es wird aus den gegebenen Stücken nach ihrer harmonischen Um- 
bildung in Bezug auf den Projectionsmittelpunkt ?, sich das Schema 
Figur 6. darstellen. 


Die Punkte 2, und c, sind die harmonischen Bilder der Punkte 
5 und c; das harmonische Bild «,ß,y, des zu suchenden Dreiecks ist 
so zu zeichnen, dass die Seite 
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&, ß, durch & 
a,yı durch 2, gehe und 
ß,yı senkrecht zu 2, c, liege. 


Zieht man den Durchmesser ß,ß>, dessen Schnittpunkt mit d,c, 
in o liege, während q den Schnitt der Linien ß,yı und dc, bezeichne, 
so ergiebt sich die Aebnlichkeit der rechtwinkeligen Dreiecke 2, y1q 
und ß,ß,s«, aus der Gleichheit der Winkel y, und Ps; demnach ist 
c 5,0 ein Kreisviereck, und da die Potenz des Punktes c, für den 
Kreis % bekannt ist, der Punkt o nach mehrfach bekannten Methoden 
zu bestimmen. 


Nach Construction des Punktes o ergiebt also seine Verbindungs- 
linie mit dem Mittelpunkte des Kreises » auf dem Umfange desselben 
zwei Schnittpunkte ß, und ß,, aus denen das Dreieck « ßy durch 
harmonische Uebertragung sich leicht entwickeln lässt. 


Es erhellt ohne Weiteres, dass diese Lösung auch für die erste 
Aufgabe sich anwenden lässt. 


Folgerungen. Bei Aufgabe 1. wurde nachgewiesen, dass, wenn 
in der dazu gehörigen Figur der Winkel aPd sich um ? dreht und 
die Punkte a und 5 längs ihrer Verbindungslinie fort bewegt, die 
beiden Eckpunkte « und ß des für die veränderte Lage zu suchenden 
Dreiecks unverändert bleiben, wenn Punkt ce seine Lage behält. 


Wird hiebei nun einer der Schenkel des Winkels Pda, (Fig. 7.) 
z. B. Pd parallel der Linie ad, und gewinnt die Lage Pb,, während 
der Schenkel Pa in die Lage Fo gelangt, so würde auch das ent- 
sprechende harmonische Bild «a,y, der Dreieckseite «y parallel zu 
Pb, oder ab werden. . 


Für diesen Fall aber wird die Dreieckseite «y in die Linie «y, 
übergehen, gleichfalls als solche parallel der Linie ad werden und die 
Aufgabe darauf zurückgeführt sein, ein in den Kreis % eingeschriebenes 
Dreieck zu zeichnen, dessen Seiten 


«ß durch Punkt ec 
ßya durch Punkt o 


gehen, während «y, parallel od wird. 


Der Punkt o lässt sich nach der gegebenen Herleitung bestimmen 
oder auch ohne Construction des Punktes ? finden, da aus der Gleich- 
heit der Winkel aPo=bPb, =abP sich das Rechteck ao X ab 
gleich der Potenz des Punktes a für den Kreis % ergiebt. 
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Dieses Gesetz folgt andrerseits auch aus der Gleichheit der Winkel 


aoß — Pyyx — ayb 


und ist von Giordano Ottajano für die Lösung der hier behandelten 
Aufgaben (Memorie della societä italiana, Verona. 4. Band) benutzt 
worden, indem er ganz in derselben Weise noch einen der anderen 
beiden Punkte in unendliche Entfernung verlegt und dadurch die Auf- 
gabe erhält, ein Dreieck in einen Kreis zu beschreiben, dessen eine 
Seite einen der Lage nach gegebenen Punkt berührt, während die 
beiden anderen Seiten gegebenen Linien parallel gerichtet sind. Den- 
selben Gang der Lösung benutzt er für das einzuschreibende Vieleck, 
dessen Seiten gegebene Punkte berühren sollen. 


Es lassen sich aber noch weitere Folgerungen ziehen, indem auch 
für jede andere Lage des Winkels aPd, z. B. für a,Pb, aus der 
Gleichheit der Winkel a,Po = b, Pb, = ab, P die Gleichheit des 
Rechtecks a,o X a,b, mit der Potenz des Punktes a, für den Kreis % 
sich ergiebt. 


Es lässt sich ausserdem sehr leicht nachweisen, sei es unter Her- 
anziehung der obigen Betrachtungen, sei es durch nachträglichen Be- 
weis vorhergegangener Annahme, dass dieses Gesetz für alle Lagen 
der Punkte ade, innerhalb oder ausserhalb des Kreises, volle Geltung 
hat, so dass man im Stande ist, jede der hier vorgetragenen Lösungen 
unmittelbar oder mittelbar für jedwede Lage der Punkte abe anzu- 
wenden, nachdem man .dieselhen mit Hilfe des Punktes ce entsprechend 
vorbereitet hat. 


4. Aufgabe. Es sind in der Ebene eines Kreises k beliebig viele 
Punkte gegeben; man soll ein in den Kreis beschriebenes Vieleck 
zeichnen, in dessen Seiten je einer jener Punkte liegt. 


Auflösung. In Figur 8. seien z.B. a, b, c, d, e, f die gegebenen 
Punkte; die entsprechenden Eckpunkte des zu zeichnenden Vielecks 
seien ab, be, cd. ete bezeichnet, je nachdem sie durch die auszuführende 
Construction mit a und 5, 5 und c, ce und detc. durch die Vielecks- 
seiten zu verbinden sind. 


Nach den vorher entwickelten Gesetzen lassen sich nun die Punkte 
a und 5 längs ihrer Verbindungslinie so verschieben, dass a in eine 
beliebige ausserhalb des Kreises gelegene Linie mn fällt; diese neue 
Lage der beiden Punkte werde mit a, und 2’ bezeichnet. In der- 
selben Weise lässt sich aus der Verbindung von 5’ mit c der erstere 
Punkt gleichfalls in die Linie mn verlegen und werde daselbst mit 
5, bezeichnet, während die zweite Lage c’ des Punktes ce mit d ver- 
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bunden zu einer ferneren Verlegung von ce’ nach c, benutzt wird und 
in weiterer Verfolgung dieses Systems die Verlegung sämmtlicher 
Punkte mit Ausnahme des letzten in die Linie mn sich vollzieht. 


Ist die Anzahl der gegebenen Punkte gerade, so genügt es, die 
Verlegung sämmtlicher Punkte mit Ausnahme von zweien zu bewirken, 
wofür der Grund sich sofort ergeben wird. Beiläufig ist zu bemerken, 
dass an Stelle der Linie mn auch die Verbindungslinie zweier passend 
gelegenen unter den gegebenen Punkten sich zur Uebertragung eig- 
nen kann. | 


Construirt man nun den Punkt ?, für welchen mn die Linie 
gleicher Potenzen mit Kreis % ist, und zieht Figur 9. die Linien Pa,, 
Pb,, Fcı, Pd,, ferner, entsprechend aneinanderschliessend, im Kreise 
%k den genannten Linien parallele Sehnen, so werden diese unabhängig 
vom Anfangspunkte ihrer Verzeichnung, paarweise je einen Bogen 
von gleichbleibender Länge umschliessen und deshalb zwischen An- 
fangs- und Endpunkt dieser Verzeichnungen einen Kreisbogen von 
gleichbleibender Länge ergeben, wo auch immer mit der Verzeich- 
nung begonnen wird, welcher entweder eine, oder — wie hier — zwei 
Vieleckseiten umfassen muss, je nachdem eine ungerade oder gerade _ 
Anzahl von Punkten gegeben war. 


Für ersteren Fall hat man von dem ausserhalb mn gebliebenen 
Punkt eine Secante durch den Kreis %k zu legen, so dass ihr inner- 
halb des letzteren gelegener Teil gleich der Sehne des Schlussbogens 
wird. | 

Für den anderen Fall hat man über der Verbindungslinie der 
beiden ausserhalb mr gebliebenen Punkte einen Kreisbogen zu zeich- 
nen, welcher den erwähnten Schlussbogen im Kreise % zu einem Voll- 
kreise ergänzt. Die Schnittpunkte dieses zweiten Bogens mit Kreis 
%k bilden dann Eckpunkte des gesuchten Vielecks, oder vielmehr ein 
harmonisches Bild derselben in Bezug auf den Projectionsmittelpunkt 
P. Selbstverständlich wird auch für die ausserhalb mn verbliebenen 
Punkte deren Verlegung oder harmonische Uebertragung zur Aus- 
führung der eben erwähnten Construction zu verwenden sein. Die 
Richtigkeit des Verfahrens findet ihre Darlegung in den vorangegan- 
genen Betrachtungen. 


Man kann aber noch nach einer anderen Methode bei der Lö- 
sung dieser Aufgabe verfahren. 


Seien a, Db, ce, d (Fig. 10.) die gegebenen Punkte. Verbindet man 
a mit’d, ce mit d und verlegt beide Punktenpaare, ab nach 2,2,, ed. 
nach e,d, und zwar so, dass 5, und c, auf einanderiallen, so fallen 
auch die entsprechenden beiden Vieleckseiten aufeinander und a, und 
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d, sind als zwei unmittelbar hintereinanderfolgende Punkte für die 
Verzeichnung des Vielecks zu betrachten. Demnach wird der Punkt 
be ausfallen und an Stelle der beiden Punkte ab und cd Punkt a,d, 
treten. 


Man wird bei einer ungeraden Zahl von Punkten zuletzt noch 
drei übrig behalten, und damıt nach einer der angegebenen Methoden 
die verlangte Figur anfertigen können. 


Bei einer geraden Anzahl von Punkten werden nur noch zwei 
übrig bleiben, deren Verbindungslinie unmittelbar einen der verlangten 
Eckpunkte ergiebt. 


Wenn in Fig. 11. durch abed vier übrig gebliebene Punkte, durch 
ab, be, cd und ad die vier Eckpunkte eines durch jene vier Punkte 
bestimmbaren Kreisvierecks bezeichnet werden, so ersieht man ohne 
Weiteres aus der Figur, wie nach Ausschluss der Punkte 5 und e 
die Verbindung von a, und d,, welche aus der Verschiebung von 
nach 5, und von e nach c, aus den Punkten a und d sich entwickeln, 
unmittelbar der Eckpunkt a,d,, gleichbedeutend mit ad, gewonnen 
wird. 

Bemerkung. Mit der hier angewendeten harmonischen Projec- 
tionsmethode lassen sich einfache Beweise für geometrische Lehrsätze 
herleiten, ohne das Gebiet der ebenen oder elementaren Geometrie 
zu verlassen. Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. 


Der bekannte Satz über das Pascalsche Sechseck ergiebt sich in 
einfachster Weise nach der angeführten Methode, wenn die Verbin- 
dungslinie von Schnittpunkten zugeordneter Seiten ausserhalb des 
Kreises fällt. | 


Da aber die Mittellinie zwischen Pol und Polare stets ausserhalb 
des Kreises fällt, so erscheint zunächst das in Rede stehende Ver- 
fahren dann unbrauchbar, wenn die erwähnte Verbindungslinie den 
Kreis. schneidet. Aber auch für diesen Fall ergiebt sich in der er- 
wähnten Richtung ein sehr einfacher Beweis. 


abedef (Fig. 12.) sei ein Kreissechseck. Es soll bewiesen wer- 
den, dass der Schnittpunkt von a/ und cd in einer Geraden mit den 
Schnittpunkten ad — de und be—ef liege. 


Der Schnittpunkt von ab und ef liege in «, der von be und de 
in ß; sucht man denjenigen Punkt ?, für welchen «ß die Linie 
gleicher Potenzen mit Kreis % darstellt, und entwirft aus P als Pro- 
jeetionsmittelpunkt das harmonische Bild der ganzen Figur, so ent- 
steht das Schema Fig. 13., worin die gleichen Bezeichnungen bei- 
behalten sind. dp,ep, wird ein Parallelogramm, adp, und cfpy sind 
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zwei ähnliche entgegengesetzt gleichgerichtete Dreiecke, deren innerer 
Aehnlichkeitspunkt p, mit den homologen Punkten p, und p, in ge- 
rader Linie liegt, woraus der gesuchte Beweis unmittelbar folgt. 


5. Aufgabe. In ein Dreieck ist ein anderes einzuschreiben, dessen 
Seiten je einen gegebenen Punkt enthalten. 


Auflösung. ABC (Fig. 14) sei das gegebene, «ßy das zu 
zeichnende Dreieck, in. dessen Seiten die Punkte a, 5 und ce liegen 
sollen. 


Legt man durch C und e eine Gerade und zu beiden Seiten der- 
selben in gleichen Entfernungen einen beliebigen Punkt P als Pro- 
jeetionsmittelpunkt und eine Linie pp, als Projectionsaxe, entwirit 
darauf ein harmonisches Bild der ganzen Figur, so entsteht das 
Schema Fig. 15., worin die Bilder gleiche Bezeichnung mit ihren 
Gegenständen erhalten haben. 


In dieser Figur sind also die Linien AB, A4A,, BB,, ferner die 
Punkte ad und endlich die Richtung der Linie «ß gegeben; der 
Punkt y ist nun so zu zeichnen, dass «ß parallel ihrer gegebenen 
Richtung wird. Dieses folgt einfach daraus, dass die Bilder der 
Punkte C und e in unendliche Entfernung gefallen sind. 


Zieht man aa, und 22, parallel zu AA, oder BB,, ferner die 
Linien ad, und ba,, so wird P, und «, bestimmt; deshalb wird ß,Pß 
sich von «,« um eine bekannte Länge unterscheiden. Nennt man 
diesen Unterschied d, so wird «a —=x-+-.d, wenn ß,ß = x gesetzt 
wird. Nennt man ferner die Länge Pa —= rn, die Länge «a = m 

und die Teile der Linie yy, nach den Bezeichnungen der Figur, so 
_ wird man aus 


nach beliebigen elementaren Methoden x construiren und damit «, ß 
und y bestimmen können, welche als harmonische Bilder ohne Wei- 
teres zu den entsprechenden gesuchten Punkton der ursprünglichen 
Figur führen. 


2. Auflösung. (Fig. 16.) Man ziehe innerhalb eines gegebenen 
Winkels ABC durch den festen Punkt p eine Linie, welche die 
Schenkel des Winkels in «a und e schneide. Zieht man aus » parallel 
zu den Schenkeln ‘des Winkels p«& und py und lässt diese beiden 
Längen sowie By und Be ihrer Grösse nach unverändert, während 
der Winkel ABC sich beliebig öffnet oder schliesst, so vo a, c 
und p in einer geraden Linie bleiben. 


Hat man nun ein beliebiges Vieleck ABCD... (Fig. 17.) und 
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für jeden Winkel einen gegebenen Punkt pp,P3..., zieht die Paral- 
lelen p3, und pda, pıcı und pı69, padı und pgıd,... und verändert 
nun die Winkel beliebig, während die Längen der Vieleckseiten, der 
Parallelen und die Lage ihrer Fusspunkte auf den Seiten unverändert 
bleiben, so werden bpe, epıd, dpge... je in einer Geraden bleiben. 


Man wird also den ganzen Vieleckzug längs einer geraden Linie 
so auitragen können, dass die Punkte bpep,dpze... in derselben 
liegen, wenn man auf die Beibehaltung ihrer En ernigen verzichtet, 
während die übrigen Längen, 22,, 2, B, Bbs, bae... unverändert er- 
scheinen. {Fig. 18.) 


Man wird aber auch in der neuen Lage durch jeden beliebigen 
anderen Linienzug 23pe,p1 d3Ppaey . . . dieselben Punkte mit einander 
verbinden, welche durch ein gleiches oe in der ursprünglichen 
Figur sich ergeben hätten. 


Wendet man nun auf das System Bpep,dpge... die harmonische 
Projection an, indem man wieder in gleichen Entfernungen zu beiden 
Seiten der Linie 99, p3 .... den Projeetionsmittelpunkt und die Pro- 
jectionsaxe legt, so erhält man nebenstehendes Schema Fig. 19., in 
welchem die harmonischen Bilder der um p2,P3 ... sich drehenden 
Linien als in bestimmter Richtung liegende Parallelen erscheinen. 


Man ersieht ferner, dass die Schnittpunkte y3, ya ... in einer 
Linie mit C liegen, dass man also an Stelle der Linien BC, CD 
eine einzige Linie B,D, setzen und durch die beiden Richtungen 
day; und y3e, die Abhängigkeit der Punkte 3, und e, von einander 
damit festhalten kann. 


Die Herstellung der ursprünglichen Figur ‚würde demnach die 
Verringerung derselben um eine Vieleckseite und um einen Punkt p 
gestatten. Man würde nunmehr auch in der ursprünglichen Figur 
diese Reduction vornehmen können, nachdem man durch die harmo- 
nische Uebertragung den Gang und die Richtigkeit derselben er- 
fahren hat. 


Wendet man nun die zu Fig. 17. und 18. gehörigen Entwicke- 
lungen auf die vorliegende Aufgabe an, nämlich durch drei gegebene 
Punkte die Seiten eines in ein gegebenes Dreieck eingeschriebenen 
Dreiecks zu legen, so werden also darin AB, BC, CD die drei Seiten 
des gegebenen Dreiecks darstellen, während in DE eine einfache 
"Wiederholung der Seite AB anzunehmen ist, die mit dieser gleiche 
Länge hat. 


Derjenige Zug dsc,d3e;, der darin für Ad, und De, gleiche Län- 
gen ergiebt, löst die Aufgabe. 
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Sei nun Fig. 20. das durch die angedeuteten Umformungen ge- 
wonnene Ergebniss. 


Verlängert man das freie Ende von AB, um DD, = AF, sowie 
D,E um BB,=EF, und stellt die gewonnenen Elemente unter 
passenden Winkeln zusammen, so leitet sich wiederum daraus eine 
einfache Lösung her. 


Man wählt hierzu (Fig. 21.) die Form eines Dreiseits mit paral- 
lelen Schenkeln. 


Die Aufgabe ist gelöst, wenn die von y aus durch p und p, ge- 
legten Linien für 3,5 und F,e gleiche Längen abschneiden. 


Beiläufig folgt aus dieser Forderung, dass be ein Durchmesser 
der Figur werden und den Mittelpunkt O derselben berühren muss, 
da der Voraussetzung nach AB=DE, AF=DD, und BE=B,B ist. 


Man gelangt unter Anwendung eines Hülfssatzes bald zum Zweck. 
BpB,b, (Fig. 22.) sei ein Parallelogramm. Durch » ziehe man zwei 
beliebige Linien. Diese geben folgenden Zusammenhang der einzelnen 
Teile, wenn u parallel zu Bp liegt: 

aldi oder > eh 
N 2 My w N n n4 

Auf Fig. 21. oder die gleichbedeutende Fig. 23. dieses angewendet 
ergiebt folgende einfache Bestimmung der Punkte e, 2 und y, nach- 
dem man die Linien 2,9, und d,p gezogen und endlich von dem 
Schnittpunkte der letzteren mit B, F sowie von d, aus Linien durch 
O gelegt hat. 


Gemäss den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen der ein- 
zelnen Stücke hat man nun 


Ms Ma 


Ferner ist die Länge d,d,, ebenso die Längen n, n, und m;. also 
die Summe m;--n, bekannt, und die einzelnen Teile derselben aus 
dem ermittelten Verhältniss derselben ohne Weiteres festzustellen. 


Bemerkung. Der Gang dieser Auflösung ist an sich weitläufig; 
derselbe wurde aber gewählt, um vermöge desselben zur Lösung der 
folgenden letzten’ Aufgabe zu gelangen. 


an EN ET RE BEER NEE SAL MEHR OR 
1=-.% Ir Ay $ 
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6. Aufgabe. In ein gegebenes Vieleck ein anderes zn beschreiben, 
dessen Seiten je einen gegebenen Punkt berühren. 


Auflösung. Diese ist bereits in der vorhergehenden Auflösung 
mit enthalten. 


Die Verlegung der Punkte p in eine gerade Linie, die Reducirung 
derselben auf zwei und die endliche einfache Lösung für den Rest. 
der Figur erfolgt in der beschriebenen Weise. 


Es erhellt aber bei Verfolgung dieser Lösung sofort, dass die 
erwähnten Reductionen sich auch an einzelnen Abteilungen des ge- 
gebenen Vielecks vornehmen lassen, wie überhaupt hier ein grösseres 
Gewicht auf die Darstellung des Systems, als auf dessen Anwendung 
gefallen ist, wobei sich noch mehrfache Kürzungen finden dürften. 


Schlussbemerkung. Es konnte selbstverständlich. nicht die Ab- 
sicht sein, vorhandene zum Teil sehr schöne Lösungen der hier be- 
handelten Aufgaben verdunkeln zu wollen, sondern nur die zweck- 
mässige Verwendung der harmonischen Projection an diesen Aufgaben 
zu erläutern. 


Wenn aber andrerseits z. B. für die geradlinigen Aufgaben die 
Steinersche Lösung bedeutend eleganter erscheint, so bedarf es, um 
dahin zu gelangen, eines allerdings genialen aber immerhin eignen 
Lehrgebäudes über die Abhängigkeit geometrischer Gestalten. 


Dasselbe gilt von den Göpelschen Entwickelungen, Crelle J. f. 
d. r. u. a. M. Band 36. Seite 317 u. ff., während Poncelet zu imagi- 
nären Vorstellungen im Zusammenhange mit der Lehre von den Kegel- 
schnitten und stereometrischen Projectionen greift, dagegen der hier 
gewählte Weg das Gebiet der elementaren ebenen reinen Geometrie 
nicht verlässt. Aber auch für die Behandlung der Kegelschnitte dürfte 
der hier eingeschlagene Gang sich eignen, da jeder harmonische Pro- 
jeetionsmittelpunkt als harmonisches Bild eines Kreises denselben 
Kreis wieder liefert, wenn als Projectionsaxe die Polare des Punktes 
gewählt wird; dagegen die beliebig andere Lage der Axe als harmo- 
nische Bilder eines Kreises die verschiedenen Kegelschnitte ergiebt 
und die Behandlung derjenigen Aufgaben gestattet, welche in den 
genannten Göpelschen Untersuchungen enthalten sind. Vielleicht ge- 
währt eine geschäftsfreiere spätere Zeit eine nähere Entwickelung 
dahinreichender Gedanken. 


Königsberg im Winter 1874 zu 1875. 
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IV. 


Proprietes nouvelles des polyedres reguliers convexes. 


Par 


Georges Dostor. 


1. Dans l’etude de ces proprietes, nous ferons intervenir le rayon 


de la sphere tangente aux aretes du polyedre regulier. 


Soient O le centre d’un polyödre regulier convexe, AB une arete 
et C le centre de l’une des deux faces aux quelles appartient cette 
arete. 


Menons CI perpendiculaire sur l’arete AB, puis tirons les droites 
OI et OA; le point I est n&cessairement le milieu de l’ar&te AB et 
la ligne O1 est perpendiculaire sur AB. 


Cela fait, il est &vident que la droite OC est le rayon r de la 
sphere inscrite dans le polyedre regulier, que OA est le rayon B de 
la sphere circonscrite et que OI est le rayon de la sphere tangente 
aux aretes. Nous representerons ce dernier rayon par e. 


Tirons les droites OB, CA et CB. 


Supposons que chaque face du polyedre ait n cötes et que m 
soit le nombre des aretes qui aboutissent & chaque sommeet. 


Par le rayon OA de la sphere circonscrite et par chacune des 
m aretes, telles que AB, qui sont issues de son extremite 4, menons 
un plan; ces m plans diviseront en m parties egales l’espace rempli 
par les quatre diedres droits qu’on peut former autour du rayon OA; 


x 


i g 3 2 
par consequent chacune de ces m parties est Egale ä pre Or le 


3 
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diedre COAT, compris entre les deux plans OAC et OAT, est la 
moitie de l’une de ces parties; done on a le diedre COAI= an 


Dr P17 


Il est &vident d’ailleurs que l’angle ACT — en 


Cela pose, projetons sur la face ACO chacune des trois autres 
faees CIO, AIO et ACT du tetraddre JACO; nous obtenons l’galit& 


ACO = CIO.cos ACI+AIO.c0s 0A, 
ou 


ACO = CIO.c08 = AIO.cos 
N. Mm 
attendu que la face ACI est perpendiculaire sur la face ACO. 
Mais nous avons 
le triangle ACO = dr. AC 


TU 
le triangle CIO = $r. CI = }r.AC cos 
: . 7 
et le triangle AIO— 40.41 —=4o.ACsin Ei 
Il vient donc, en substituant et en divisant par 34AC, 
Tt TU y12 
pe 2 Eure Ra 
r=rcos?- ar „ 608 5 
faisant passer r cos? = dans le premier membre et divisant par sin —» 
on trouve la relation. 
BIETET 76 
(I) rsın ars A EER 


qui existe entre le rayonr de la sph£re inscrite et le rayon 
e de la sphere tangente aux arötes. 


Appliquons cette formule aux cing polyedres reguliers convexes; 
nous obtenons les r&sultats suivants: 


Tetraedre,u=3, m=3; rsin60° = 0c0560%; ry3 = eo. 

Hexatdre, n=4,m=3; rsin45° = 0c0560%; ry2 = eo. 

Octaetdre, n=3,m=4; rsin60° — 0c0545°%; ry3=oyY?. 

Dodecaedre,n—=5, m—3, rsin36° = gc0860°; rY10—2y5—=2%. 

Icosa&dre,n=3, m—5; rsin600=9c0836%; Ary3=ely5-H). 
4* 
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2. Relation entre le ruyon R de la sphöre eireonserite et celui 
go de In sphere inserite. Le triangle rectangle A7O donne 


met a ae 2 RUHR 
04? = Or +Al = 724 Ali? — = OP°-++(40°— OC?)sin? —, 3 
ou 
RE 
R2 = 0?-+(R?— r?) sin? —; 
on en deduit 


7 akhr en FE 
R? cos? — = 0? —r?sm? —. 
LÄNGE N 
. IT TU . ’ * 
Remplacant r sin — par sa valeur gcos , tiree de (1), on obtient 


TE Tt 
it: ER 
— cos®— —= o?sin 

d d m ® m. 
ou bien 


7 . 7% 
(II) Rt cos — = osin, 


Cette relation donne pour les eing polyedres röguliers convexes: 


7 .. % 
Tetraedre, Reos, = osin,, R=oyr- g 


Hexatdre, Rcos-- = osin >, RV3=oV8. 


Octaedre, Rcos, = gsin 7, R="rYy2 


Dode&caedre, Rcos Z — osin Er 2R= oy3(y5—l1) 


Icosaedre, Rcos 5 = osin =, 2R=eYV10—2y5 


3. Relation entre le rayon r de la sphöre inserite et celui R 
de la sphere eirconserite. Si nous divisons membre & membre les 
egalites (II) et (I), nous trouverons de suite la relation connue 


k 


I ee; IC 
(III) RR tang = tang a, 
qui donne pour les polyedres r&guliers convexes les rapports suivantesı 
Tetraödre, n= 3, m=3; R=3r. | 
Hexatdre, n=4,m=3; R=ry3. 


FRE 


Dostor: Proprietes nouveiles des polyedres requliers convexes. 53 


Octaedre,, r=3,m=4; R=ry3. 
Dodecatdre, n=3,m=3; R(y5-Hi) = "y3(10—2y). 
Icosaedre, n=3,m=5; R(y5-Hil) = rV3(10—2Y5). 


‚Onen conclut que, si deux polye&dres conjugu6s (l’hexatdre 
et P’octaedre, ou le dod&catdre et P’icosatdre) sont inserits dans 
une m&me sphöre, ils seront aussi circonserits A une 
m&me sphere, et r&ciproquement. 


4. Relation entre les rayons R, r et o des trois sphöres. 
Faisons le produit des deux 6galites (II) et (I), nous aurons la re- 
lation remarquable 
2% 27 


>. 
% er 41472 
nr s M 


(IV) Rrsin 


qui, etant appliqude aux eing polyedres reguliers convexes, donne: 

Tetra&dre, Rrsin 120% — o?sin 120°, Rr — e#. 

Hexaedre, Arsind0° — g*sin120°, 2Rr — g2Y3. 

Octaedre, Arsin120° — o?sin90, Rry3 = 2e#. 

Dode£ca&dre, Rrsin720 = g?sin120%, RrY 10+2y5 = 20?y3. 

Icosa&dre, Zrsin120° — 0?sin72%, 2Rry3 = e:Y10+2Y5. 
Nous voyons par ces valeurs que: 


Dans le tötra&dre regulier, le rayon de la sphere 
tangente aux six ar@tes est moyen proportionnel entre 
le rayon de la sphere inscrite et celui de la sphöre cir- 
conscrite; 


Dans l’hexa&dre et l’octa&dre reguliers, qui sont in- 
scrits dans la m&me sph£re, les rayons de deux spheres 
tangentes aux aretes sont entre eux dans le rapport de 
AU VS: 

Dans le dod&caödre et l’icosaedre reguliers, qui sont 
inscrits dans la m&me sphere, les rayons des deux sphe&- 
res tangentes aux aretes sont entre eux dans le rapport 


de v1O0-+2y5 a 2y3. 


5. Relations partieulieres entre les rayons R, r et o des trois 
spheres. Les valeurs trouvees aux n® 1, 2 et 3 pour. ces rayons 
permettent de verifier les 6galites suivantes: 


Hexatdre, R= o°-+r?; 
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Beer) 
Dode&caedre, R?= 120°—1dr?; 
Icosa&dre, R? = 40?— Br. 


Octaedre, 


6. Inelinaison de deux faces adjacentes du polye&dre regulier. 
Nous designerons cette inclinaison par 2a; elle est double de l’angle 
OIC. Le triangle rectangle OCI nous donne 


OC = Olsin OIC, 
ou 


(1) r = osine; 


mais par la relation (I) nous avons 


IT 

COS — 

m 
r=0773; 
_ ET, 

sin — 

n 

donc il vient la valeur connue 

7T 

BUBEN 

V sine = 1 
(V) 2 
sin — 

n 


Les inclinaisons mutuelles des faces, dans les polyedres reguliers 
convexes, sont ainsi 


. il ‚ 4 
Tetraedre, sine = v3 coseca = Y 3, 2a = 70°31 74576 
h 1 
Hexaedre, sna= v» coseece — Y2, 20 = M. 
2 
Octaedre, sine = Vz s6c 0. —;y 3, 20 — 10 2BTTGTER 


Dodecaedre, sne=— 


2 
nr 


2a — 116° 33’ 54”,2. 


Icosaedre, sine = er tange—=}y5-+1)2, 22—1380 11’ 22,75. 


7. Expression des rayons R, r et o des trois sphöres en valeur 
de P’arete a et de l’inelinaison mutuelle 2a des faces. Le triangle 
rectangle OCI nous fournit la valeur 


r = 00 = CItang OIC = ClItange; 
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et, comme on a par le triangle rectangle ACT 


BI AT ACE— 5 006, 
il nous viendra 
7T 
(VII) 2r = acot = tang a. 


Multiplions cette egalitt membre & membre par (III), nous aurons 
(vn) | 2R — atang - tang e. 


Enfin dans ces deux expressions remplacons r et R par leurs 
valeurs que fournissent (1) et (II), nous obtiendrons 


cot 
(VII) 2 = N 
7 
cos 
(IX) 20 =a tang« 
COS — 


Ces expressions nous permettent de calculer les valeurs des rayons 
des trois spheres; elles sont: 


Tetraedre, r= 5ay6, oe=4ay2, R=}ay6. 

Hexatdre, r=3a, oe = Jay2, R=}4ay3. 

Octaedre, r=gay6, oe =Ha, R=H4ay2. 

Dod6caedre, SE oe=!a(y5-+1)%, R=}ay 3(y5-1) 
Icosaddre, r—5,y3(y5+1)%, e-4a(V5-+H1), R=}aViOF2yB- 


8. Expressions diverses du volume d’un polyedre regulier con- 
vexe. Soit N le nombre des faces du polyedre. Chacune de ces faces 
sera la base d’une pyramide reguliere ayant son sommet au centre 
O du polyedre. 


Le triangle ABC est Y’un des n triangles dont se compose la 
face ayant son centre en C. La surface de cette face sera donc 


Be OL ent rinakchtn 
n. zehn) : TS Ya ee 
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et comme la hauteur OC est egale ä& r, le volume de notre pyramide 
reguliere sera | | 


v = — na?r cot = 
2.219 Be n. 
Nous avons done 
1 TC 
Bi rl = 
(X) 174 15 Ana rcot > 


pour le volume du poly&dre convexe, de N faces ayant 
chacune n cöteEs Egal&s Aa et se trouvant circonscritä 
la sphere de rayon r. 


T 
Dans cette expression remplacons a cot par sa valeur 2ocos« 


tirce de (VIII); elle devient 


1 
(XD Vv—= 5 Nnarg cos &- 
Les deux &galites (VI) et (VIII) nous donnent 
Tt 
4r0c0s« —= a2cot? „ tange, . 
de sorte qu’on a encore 


| 1 7 
(XI) ‚= 34 Nna® cot? ER a 


Dans cette derniere formule mettons & la place de l’arete a 
successivement les valeurs 


7 
2rtang— cote, 

Rn 
2Rcot - cota, 


7 
COS — 
m 

cot« 
TC 
cos — 
N 


20 


tirees des relations (VI), (VII) et (IX); elle se changera dans les 
suivantes 


(XII) V= 4 Nnr’tang - cot?e, 


N! fe ei „ w Yy® Ber a#. ed : IE 1 - £ % u NP 
12 a He ges BE was ia Fre FE a a Eee 
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17 TU 
(XIV) V = 4NmR°cot? = cot? „cot’e, 
| dur. 
(XV) V = iNne°tang „ sin 2008 0. 


Enfin nous pouvons exprimer V exclusivement en valeur de R, 
r e0°0 


En effet, puisque les triangles rectangles OAI et OCT donnent 


a— AB=2YR?—o%, CI= Ye!—r, il viendra encore 


(XV]) 9 = 4Nnr V{R?— 02) (e!—r?). 


9. Appliquons ces formules aux cing polyedres reguliers con- 
vexes; nous obtenons pour leurs volumes les expressions suivantes: 


1 
Tetraedre: Te 12 ady2 == 8r?y 3 
8 ER, 
= 30° = 37 v3. 
Hexaedre: V= a? — $8r3 
8 
—= 207 2 — gE’V3. 
Octaedre: v= 4a’y2 —=4rdy3 
8 4 
Be Re rg: 
my a 


1 Bao. 
Dodecaödre: V= „;ayBi+yd'—-% »3V390—174y 5 


=4oy15(y5—1? = 4R’YV3(10-+2YB). 


{ Du R Den 
Icosaedre: — DYKat u ua 27 — a5 V3ly>—D° 
5 2 EEE 


10. Supposons que l’hexaödre regulier et l’octa&dre reguliers 
. soient inscrits dans la m&me sphere; leurs volumes seront entre eux 
fe) 4 j 
comme les quantites 5V 3 et z ou comme 2 est ä& y3; or nous 
savons (n? 4) que les rayons des spheres tangentes aux aretes de ces 
deux polyedres sont dans le m&me rapport. Donc 


Lorsque l’hexaödre et l’octa&dre reguliers sont in- 
serits dans la m&me sphe&re leurs volumes sont entre eux 
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comme les rayons des Dur tangentes aux arötes de R 


ces deux polye&dres. 


Si le dodecatdre et l’icosa&dre r&guliers sont aussi inserits dans 


la m&me sphere; le rapport de leurs volumes sera egal & 


__10+2y5 __ yıoF2y5 
2y3y10-+2y5 DENT 


ou au rapport rayons des spheres tangentes aux arötes (n? 4). Done 


Lorsque le dod&caedre et l’icosa&dre reguliers sont 
inscrits dans la möme sphere, Jeurs volumes sont entre 


eux comme les rayons des sphe£res tangentes aux aretes 


de ces deux polyedres. 


Ben BEE BE 2 RD SS N ET u Tr Er ee 
w ® ie u u rn, > N Rn 


2 IR 
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V; 


Ein Theorem über die conforme Abbildung der Flächen 
auf Ebenen, 


Von 
R. Hoppe. 


Das Endziel des gegenwärtigen Aufsatzes ist folgendes Ergebniss: 


Kann man auf einer reellen Fläche eine stetige Schar 
imaginärer Linien analytisch darstellen, deren Bogen- 
element constant null ist, so ist die Aufgabe der confor- 
men Abbildung eben dieser Fläche auf der Ebene gelöst. 


Seien «, » die rechtwinkligen Coordinaten des Punkts auf der 
Ebene, in welchem der Punkt mit den rechtwinkligen Coordinaten 
x, y, 2 nach Aehnlichkeit der Flächenelemente abgebildet werden soll. 
Der Ort des Punktes (=yz) braucht allein durch die Relation 


pdc-+g0y-+-r0z = 0 (1) 


bestimmt zu sein, wo p, q, r die Richtungscosinus seiner Normale 
bezeichnen und als Functionen zweier der 3 Grössen x, y, z gegeben 
sind. Die Aufgabe der Abbildung besteht darin, x, y, z als Func- 
tionen von w, v darzustellen, welche den 2 Gleichungen 


0x 0x , OyOy , 02 % 
FTIR Fe (2) 


Hi - A 9 


genügen. Erstere drückt aus, dass das Element der gegebenen Fläche, 
welches in dem rechteckigen Elemente 040» abgebildet wird, selbst 
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rechtwinklig ist; die letztere, dass die anstossenden. Seiten Be 
Rechtecke in an stehen. 


Eliminiren wir zuerst 82 mittelst der Gl. (1); dann lauten die R 
Bedingungsgleichungen (2) (3): 


? „. 08 0% Oyoy or 0y , Oy oz 
(9®--r?) Er a ar (9-7 2) Br 2 Fr —pq He ut A 


24 (5 )+@ hr >(% Nr Ip = 


Br (Ge) ++ (2) Haan 


und lassen sich folgendermassen ordnen: 


oy\ Om ö: oy)ı 
R arg r „tra de ++ et 0 
m EA Re du \ 0y 
& + tag aut [nase + at 
x oy\ on 04) dy SR 
Er Has trag gu + pa Pat ENT @ 


Die erstere lässt sich zerlegen in 


a. (pr trat 
woraus, umgekehrt entwickelt: 


29 OYy 
nu -matatn ] 


a 
27 2 | (6) 
TIER, Y 
una) aut | 
Vermöge dieser Gleichungen, und zwar durch Substitution ihrer inken B 
Seiten für die rechten, A Gl. (4) über in DR r 
m— - du FI 5, W) De ae BE 


oder wenn 40x» das Flächenelement ausdrückt, in 


2 ‚ SD K 
m——-)\rt= 0 Er N A 
m re, 


der Flächen auf Ebenen. öl 


folglich ist 
mtr 


Setzt man diesen Wert in die Gl. (5) (6), multipliecirt sie der Reihe 
nach mit 


so giebt die Summe der ersten und dritten: 


(main) (122 : -7)= ul ze 2) u 


die Summe der zweiten und vierten: 


ode 0x o 
(arte (Eu ne) = mut (12) 
Beide Gleichungen sind identisch. 


Betrachtet man «a, » jetzt als Functionen von x, y, so hat man 
folgende Relationen zwischen den alten und neuen Differential- 
quotienten: 
Om ‚Oy „0x ,Oy 0%, Ov, Om, Ou 


— —, en 


du du vr dv y Om oy Ox 
und Gl. (7) geht über in 


(a De - a all (8) 
Ist nun Aa 
Fa, y) = const. (9) 
das Integral der Gleichung 
(pg + ir) 60-4 (g?-+r?)0y — 0 (10) 
so ist die allgemeinste Auflösung der Gl. (8) 
iv — F(fle, y)) (11) 


Vermöge Gl. (1) lässt sich Gl. (10) auch schreiben: 
+irde = r(g0&—röy) oder 
+ide = g%&—rdy 

—p0a — g9y-Hröz 


Die Summe der Quadrate beider Gleichungen giebt: 
(p?—1) 08? = (g’-+r?) (dy?-+ 02?) 


Ausserdem ist 
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und nach Division durch 1—p? = Hr}: 
02? +09? +02 = 0 (12) 


Die Deduction dieser Gleichung lässt sich umkehren, d. h. wenn sie 
nebst Gl. (1) erfüllt ist, so folgen successive die vorhergehenden, 
endlich Gl. (2) (3). Ist also auf der Fläche eine imaginäre Curve 
bekannt, welche der Gl. (12) genügt, und die überdies von einem 
stetig veränderlichen Parameter abhängt, so befriedigen x, y nach 
Elimination von z mittelst der Flächengleichung auch die Gl. (9). 
Löst man dann die von z freie Gleichung der Curve nach dem Para- 
meter auf, so ist dessen Ausdruck in x, y die Function f, und Gl. 
(11) bestimmt die Abbildung. 


Das einfachste Beispiel einer mit einem Parameter variirenden 
Linie, deren Element null, ist die Gerade 


ent ot al 
@—-1 +17 2 


Sie erzeugt bei variirendem ce die Kugelfläche 
++ —1 
wie leicht erhellt, wenn man ihre 2 Gleichungen in der Form schreibt: 


2-+iy= e(l-+.2); x —iy ER 


und mit einander multiplicirt. 


(13) 


Um nun hieraus die conforme Abbildung der Kugelfläche auf der 
Ebene abzuleiten, braucht man nur eine der Gl. (13) nach e aufzulösen, 
woraus: | 

ci 


y\.. 
Is 3% 


und erhält gemäss Gl. (9) 


Dies giebt nach (11) die Abbildungsrelation: 
utw=F ( ae ) 


welche für F(&) = x unter dem Namen „stereographische Projection“ 
bekannt ist. ; i 


Als ein zweites Beispiel möge die Curve 


He Di 9 a re nm ana 


J 
Tg = 


BE Bl u Yu ne EZ nun dl Un m 0 ul nl nahe nen nF 4 0m Du na Sean ll a en 4 
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SATTE: WEL BUNE 
+iy=e(7:) ’ »-y=:(3:) 
dienen, deren Bogenelement null ist. Sie erzeugt die Kegelfläche 
9 
2 y? — ce 22 


Setzt man eine Function von u-Hiv, z.B. (ut-io)}, für ce, so erhält 
man als Abbildungsrelation: 


ui = 22(aHiy) 


In beiden Beispielen, welche aus bekannten Abbildungen ent- 
nommen waren, war es leicht nach Aufstellung der Erzeugenden die 
reelle Fläche zu finden, der sie angehört. Wollte man einen gleichen 
Weg in weiterm Umfange einschlagen, d. h. erst eine Curve suchen, 
deren Bogenelement null ist, dann eine von ihr erzeugte Fläche als 
reell bestimmen, um schliesslich deren Abbildung auf der Ebene nach 
dem vorstehenden Satze zu erhalten, so würde sich zeigen, dass sich 
die Lösung der ersten Aufgabe sofort in voller Allgemeinheit darbietet, 
die Hauptschwierigkeit dagegen in der zweiten liegt. Aus 


Bl 0 
ergiebt sich nämlich: 
Olc-+iy) .I(a —iy) = — 02? 
eine Gleichung, die man in folgende drei zerlegen kann: 
(at iy) = 0v 
(2 — iy) = — u? 


02 —= u 


Um sie zu integriren hat man zu unterscheiden, jenachdem u constant 
ist oder nicht. Im ersten Fall erhält man: 


z-iy=v 
z—iy = a— dv (14) 
z =b+w | 


wo a, b, c beliebige complexe Constanten sind, und die erste Glei- 
chung, die nur » definirt, keine Constante zu haben braucht. 


ER 
Ist « variabel, so kann man Du für v» setzen; dann kommt; 


w—iy 


0% 27 
A Dr uns 


2 


Hierin ist » willkürliche Function von z. Denkt man für » En: 
möglichen Functionen gesetzt, so drückt das System (15) alle Curven 
‘von der verlangten Eigenschaft aus, während es die vom Rare a) 
dargestellten Geraden nicht in sich begreift. 
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vl. 


Ueber die Rolle der Erfahrung in den exacten 
Wissenschaften. 


Von 
M. J. Hoüel, 


Professor der Mathematik in Bordeaux. 
Aus der Zpravy Jednoty Ceskych Mathematiku, 1875. 


Mit Bewilligung des Verfassers übersetzt 
von 


Dr. Felix Müller. 


C'est dans ce m&me recueil (l’Archiv der Mathematik) qu'a 
paru, il y a douze ans le premier travail que j’aie fait sur ce 
sujet,.et qui contenait le germe des id6es que j'ai depuis deve- 
loppees et &claircies. (Lettre de M. J. Hoüel.) 


Die Mehrzahl der Erscheinungen, welche wir mit unsern Augen 
wahrnehmen, ist einer exacten Bestimmung nicht fähig; und wenn 
sich diese Erscheinungen wiederholen, so haben wir kein Mittel, uns 
ihrer vollkommenen Identität zu vergewissern. Doch gibt es einige, 
— und dies sind natürlich die einfachsten, — deren Bestimmung mit 
hinreichender Annäherung und Sicherheit möglich ist, so dass die 
Ungewissheit, welche wir bestehen lassen, für uns ohne Nachteil ist. 


Ist eine exacte Vergleichung möglich, so können wir zum Stu- 
dium der Gesetze für die Beziehung einer Erscheinung zu einer 
anderen schreiten; und sind diese Gesetze einfach genug, so dass es 
uns gelingt, sie zu erkennen, so bildet ihre Gesammtheit den Gegen- 
stand einer exacten Wissenschaft, 


Teil LIX. ei 
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Der Bau einer solchen- Wissenschaft setzt sich im Wesentlichen 


aus zwei getrennten Teilen zusammen: der eine, welcher auf der 


Beobachtung und der Erfahrung beruht, besteht darin, Tatsachen zu 
sammeln und daraus durch Induction die Gesetze und die Principien 
zu gewinnen, welche der Wissenschaft als Grundlage dienen sollen; 
der andere Teil, der nur ein Zweig der allgemeinen Logik ist, be- 
schäftigt sich damit, diese Grundprincipien mit einander zu combiniren, 
um daraus die Darstellung der beobachteten Tatsachen zu gewinnen 
und überdies neue Tatsachen vorherzusagen. 


Die Beobachtung der Tatsachen kann, im Allgemeinen, nicht mit 
strenger Sicherheit statthaben, und ist niemals eine vollständige. 
Nichts kann uns also a priori die Ueberzeugung gewähren, dass die 
Gesetze, welche die Induction lieferte, alle wahr, noch dass sie alle 
hinreichend sein werden. 


Man wird ihre Unrichtigkeit erkennen, wenn sie durch logisches 
Verfahren miteinander verbunden, auf widersprechende Folgerungen 
führen, oder wenn die neuen Tatsachen, welche sie vorhersehen 
lassen, in Widerspruch mit der objectiven Wirklichkeit stehen. 


Andrerseits kann es geschehen, dass die angenommenen Gesetze 


‚ nicht alle verschieden und unabhängig voneinander sind, und dass 
einige derselben einen Teil der Folgerungen ausmachen, welche man 
durch Combination der andern gewinnen kann. 


So sieht man, welche Rolle bei der Begründung der Principien 
demjenigen Teile der Wissenschaft zukommt, der sich nur mit der 
Combination der Principien beschäftigt, ganz abgesehen von ihrem 
experimentellen Ursprung und von den Beziehungen, welche ihre 
Folgerungen zu den wirklichen Tatsachen haben. Dieser Teil der 
Wissenschaft hat festzustellen: erstens, ob die Principien untereinander 
verträglich sind, und dann, ob sie nicht auf eine geringere Anzahl 
zurückgeführt werden können. Eine Wissenschaft, welche auf Prin- 
cipien gegründet ist, die diesen Bedingungen genügen, ist absolut 
wahr, vom rationellen und vom abstracten Gesichtspunkt aus, selbst 
wenn sie sich mit den wirklichen Tatsachen, welche sie darzustellen 
bestimmt war, nicht in Uebereinstimmung befinden sollte. In diesem 
Falle muss man sich an den experimentellen und inductiven Teil 


halten und die fundamentalen Hypothesen ändern. Der rein logische 


Teil ist, obwohl unanwendbar geworden, doch unanfechtbar. 


Dieser logische Teil der exacten Wissenschaften macht das aus, 
was man Mathematik im eigentlichen Sinne des Wortes‘ nennt. 
Die Mathematik zerfällt ihrerseits wieder in die reine Mathematik, 
welche die logischen Theorien enthält, die auf das Studium aller 


a DL U AB ea Re) 
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Classen von Tatsachen ohne Unterschied anwendbar sind, und in die 
angewandte Mathematik, welche von der Anwendung dieser 
allgemeinen Theorien auf besondere Classen von Tatsachen und von 
den besonderen Methoden handelt, welche sich am besten für jede 
dieser Classen eignen. 


I. 


Man nennt ein Verfahren, welches eine Erscheinung in eine 
andre überführt, eine Operation, so dass also einer Folge von 
Erscheinungen eine Combination (Verknüpfung) *) von Operationen 
entspricht. 


Um die Logik auf die Combination der Operationen anwenden 
zu können, ist es keineswegs nötig, die Realität der Operationen und 
die Art und Weise, wie sie sich vollziehen, zu kennen. Es genügt, 
gewisse abstracte Eigenschaften dieser Operationen festgestellt zu 
haben, die man combinatorische Eigenschaften nennen 
könnte **). Man kann eine abstracte Theorie der Operationen aus- 
bilden, welche einzig auf die Betrachtung dieser Eigenschaften ge- 
gründet ist. Eine solche Theorie würde die gewöhnliche Algebra 
als besonderen Fall umfassen ***). 


Da die Zahl das Gesetz ist, nach dem eine Grösse durch Addition 
aus gleichen Einheiten gebildet wird, so ist die Arithmetik nichts 
Anderes als die abstracte Theorie der Combination derartiger Ope- 
rationen. 


Die Operationen können einfache sein, wie es die Grundopera- 


*) 5. E. Schröder, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, Leipzig 1873, 
L2180. DU. 
**) Um ein Beispiel zu geben, so beruht die Theorie der algebraischen 
Multiplication ganz und gar auf den Eigenschaften, welche durch folgende 
Gleichungen ausgedrückt werden: 
1°. Füra=a',b=b’ ist a.b = .a’.b’ (Eindeutigkeit) ; 
2%. (a+b)e=a.c+b.c (Distributive Eigenschaft) ; 
3%. a.b=b.a (Commutative Eigenschaft) ; 
4°, (a.b).c=a.(b.c) (Associative Eigenschaft) ; 
59%, a<0—=0; 
ee 
, «(Ueber die Elementaryoraussetzungen, aus denen sich alle Fundamental- 
gesetze der Operationsverknüpfung folgern lassen, siehe Schröder, l. c. p. 235. 
D. Ü.) 
*##) Vgl. E. Schröder, Ueber die formalen Elemente der absoluten Algebra, 
Stuttgart 1874. D. U. 


5% 
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tionen der Algebra sind; sie besitzen dann einfache Eigenschaften, 
und die Theorie ihrer Combination kann eine grosse Entwickelung 
erfahren. Andrerseits können die Operationen zusammengesetzterer 
Natur sein: derart sind die geometrischen Constructionen, deren Com- 
bination meistens nach speciellen Gesetzen für jeden besonderen Fall 
vor sich geht, ohne dass man sie allgemeinen Verfahrungsarten unter- 
werfen kann. 


Die zusammengesetzten Operationen lassen sich im Allgemeinen 
auf einfache zurückführen. Diese Zerlegung der Operationen in ihre 
Elemente ist es, welche die sogen. analytischen Theorien (die 
analytische Geometrie, die analytische Mechanik, ete.) kennzeichnet. 
Synthetische Theorien dagegen nennt man solche, auf die man 
unmittelbar die zusammengesetzten Operationen anwenden kann. 


Der wesentliche Unterschied zwischen den analytischen und den 
synthetischen Theorien besteht also darin, dass die Operationen in 
den ersteren einfache Eigenschaften haben, welche an die Stelle meh- 
rerer combinirter Operationen allgemeine Verfahrungsarten zu setzen 
gestatten, und welche gesetzmässig zusammenhängende und directe 
Methoden für die Lösung der Probleme liefern. In den synthetischen 
Theorien dagegen verbietet die Verwickelung und die grössere Ver- 
schiedenheit der Operationen die Bildung einfacher Regeln für ihre 
Anwendung, und die Lösung ist, obwohl sie weniger Zwischenglieder 
erfordert, gewöhnlich das Resultat eines Umhertappens, das Uebung 
abkürzen kann, weit mehr als allgemeine Methoden. 


II. 


Die Grössen (Quanta) *) lassen sich einteilen in discrete 
oder numerische und in concrete oder stetige Grössen. 


Die discreten Grössen lassen sich zusammensetzen aus Ele- 
menten, welche als identisch angesehen werden in Bezug auf die- 
jenige Eigenschaft, nach der die Gattung der Einheit, welche zu- 
gleich die Gattung der Grösse ist, benannt wird. Die discrete Grösse 
wird gebildet durch Wiederholung oder Vervielfältigung der 
Einheit. Das Gesetz, nach dem diese Operation vor sich geht, heisst 
eine Zahl. Eine discrete Grösse ist vollkommen bekannt, wenn ihre 
Gattung und ihre Zahl gegeben sind. 


Y 
*) Bestimmte, durch ein Merkmal oder durch eine Grenze unterschiedene 
Teile einer Mannigfaltigkeit, Riemann, Ueber die Hypothesen, welche der Geo- 
metrie zu Grunde liegen, p.3. D. Ü. 


= a 


du 
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Die mathematische Theorie der discreten Grössen beschäftigt 
sich nur mit den Zahlen, durch welche sie dargestellt werden, ohne 
Rücksicht auf ihre Gattung. Da die Zahlen mit vollkommener Ge- 
nauigkeit definirt und untereinander verglichen werden können, so 
bietet sich ihre Theorie unmittelbar mit aller Strenge dar, und die 
Arithmetik der ganzen Zahlen bildet den einfachsten Zweig der reinen 
Mathematik. 


Wir wollen es hier nicht unternehmen zu prüfen, welchen Anteil 
die Erfahrung an der Ausbildung der Arithmetik, der elementaren 
wie der höheren, hat. Wir wollen hier nur bemerken, dass, wenn 
auch die Erfahrung, — d.h. die Prüfung der aus einzelnen Beispielen 
durch Rechnung erhaltenen Resultate, — häufig ein mächtiges Hülfs- 
mittel für die inductive Untersuchung der verborgensten Eigenschaften 
der Zahlen gewesen ist, sie dennoch, als Basis der Principien und 
der Beweise, eine sehr eingeschränkte Rolle spielt, wenn sie über- 
haupt sich hier irgendwie einmischt *). 


Die concereten Grössen werden durch einen stetigen Uebergang 
von der einen zur andern (durch Addition) gebildet. Sie werden so 
angesehen, als besässen sie von Natur in allen ihren Teilen dieselben 
Eigenschaften, nämlich die, welche ihre Benennung ausdrückt. 


Diejenigen concreten Grössen, welche sich unserer sinnlichen 
Wahrnehmung darbieten, können nicht mit vollkommener Genauigkeit 
bestimmt und mit einander verglichen werden, wie die discreten 
Grössen es konnten; und dieses liegt teils an der Unbestimmtheit 
ihrer Grenzen, teils an der Uuvollkommenheit unserer Sinne und 
unserer Beobachtungsmittel. Man kann sie also nicht direct einer 
mathematischen Theorie unterwerfen, und ist gezwungen, ihr Studium 
durch das idealer Grössen zu ersetzen. Letztere werden durch die- 
jenigen Eigenschaften definirt, deren Existenz in den materiellen Ob- 
jecten annähernd festzustellen unsere mehr oder weniger groben 
Beobachtungsmittel gestatten. 


So muss dem Studium der Ausdehnung der reellen Körper, deren 
Gestalt weder vollständig bestimmt noch vollständig beobachtet werden 
kann, ein abstractes Studium idealer Körper vorhergehen, idealer Ge- 
bilde, welche mit Hülfe eines vollkommen exacten Massverfahrens 
streng bestimmt sind. Dieses letztere Studium wird von selbst zurück- 
geführt auf das Studium solcher Figuren, denen eine oder zwei ihrer 
Dimensionen genommen sind, und schliesslich auf die Betrachtung 
eines Punktes, der jeder Ausdehnung baar ist. 


*) Man vergleiche, was Schröder über den Anteil der Erfahrung an der 
Ausbildung der Arithmetik sagt, 1. c. p. 72, 99, 112 u. 113. D. U. 
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In ähnlicher Weise dient der Wissenschaft der physikalischen 
Bewegung als Grundlage, oder wenn man will als Grundriss, die ab- 
stracte Mechanik, welche den Hypothesen der Geometrie gewisse 
andere hinzufügt, die mehr oder weniger direct durch die Erfahrung 
veranlasst sind. So operirt sie mit geometrischen Körpern, indem sie 
den Eigenschaften derselben die Idee der Masse hinzufügt, und die 
Körper den Ursachen der Bewegung unterwirft, die man Kräfte 
nennt, und diese Kräfte werden durch die Wirkung definirt, welche 
sie vermöge der zugestandenen Gesetze ausüben oder auszuüben streben. 
Den verschiedenen Zweigen der Physik der reelten Körper entsprechen 
besondere Zweige der abstracten Mechanik, welche sich auf neue 
Hypothesen stützen, die man so wählt, dass eine Behandlung nach 
mathematischen Methoden ermöglicht wird, und dass man daraus 
Resultate herleiten kann, welche den darzustellenden Erscheinungen 
möglichst nahe kommen. 


Es ist für diese rationellen und abstracten Wissenschaften von 
wesentlicher Bedeutung, dass man die Hypothesen, an und für sich, 
— welche a priori wesentlich willkürlich gewählt werden können und 
nur der Bedingung unterworfen sind, sich einander nicht zu wider- 
sprechen, — unterscheidet von dem Werte der Hypothesen, unter. 
dem Gesichtspunkte ihrer Anwendungen. Jede abstracte Wissenschaft, 
welche auf widerspruchslose Hypothesen gegründet und in Ueberein- 
stimmung mit den Regeln der Logik entwickelt ist, ist in sich ab- 
solut wahr. Aber sie kann sehr wohl keine Beziehung zu den 
natürlichen Erscheinungen haben und sich als falsch erweisen, wenn 
man sie unter dem Gesichtspunkte ihrer physikalischen Wahrheit prüft. 
Dieses wird eintreten, wenn die Hypothesen irrtümlich oder unvoll- 
ständig gewählt worden sind, sei es in Folge einer Induction, die auf 
. zu ungenaue oder zu beschränkte Beobachtungen gegründet wurde, 
sci es in Folge unerlaubter Vereinfachungen, die man gemacht hat, 
um die mathematische Behandlung der Erscheinungen zu erleichtern. 


Wir wollen uns nicht länger bei diesen allgemeinen Betrach- 
tungen aufhalten und uns darauf beschränken, deren Anwendungen 
auf die einfachste der physikalischen Wissenschaften: auf das Studium 
der Körper hinsichtlich der Ausdehnung, d. h. auf die Geometrie 
zu entwickeln. 


IV. 


Hinsichtlich der Ausdehnung unterscheidet sich ein Körper vom 
andern nur durch seine Grenzen. Das Studium der Ausdehnung wird 
sich also ausschliesslich auf die Grenzen der Körper richten müssen. 
Zwei Körper, welche dieselben Grenzen haben, sind, vom geometri- 
schen Gesichtspunkt aus, identisch. 
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Ebenso wie man die Form eines materiellen Körpers erkennen 
würde, wenn man die Hülle, die ihn umfasst, davon losmachen könnte, 
ohne ihn umzugestalten, so wird man den idealen Körper als von 
einer Hülle ohne Dicke umgeben und die Materie des Körpers von 
dieser Hülle losgelöst oder als nicht vorhanden annehmen. Diese 
Hülle oder Oberfläche ist es, welche, im eigentlichen Sinne des 
Wortes, den geometrischen Körper bildet. Aehnlich wird das Stu- 
dium eines Bestandteils der Oberfläche sich zurückführen lassen auf 
das Studium der Grenzen ihrer Teile, oder der Linien, und das 
Studium der Linien auf das ihrer Grenzen, d. h. der Punkte. 


Die Geometrie ist vor Allem auf die Hypothese von der Existenz 
eines unbeweglichen und unbegrenzten Raumes gegründet, in welchem 
man einen Ort, den ein Körper in einem gegebenen Zeitmoment ein- 
nimmt, eindeutig bestimmen kann, und in welchem die geometrischen 
Körper sich fortbewegen lassen, ohne irgend eine von den Eigen- 
schaften, welche dem physikalischen Begriffe der Festigkeit entspre- 
chen, zu verlieren. Man nimmt an, dass zwei feste Körper, welche, 
ein jeder für sich, mit einem dritten zusammenfallen können, auch 
miteinander zusammenfallen können, in welchen Teil des Raumes man 
auch den einen oder den andern versetzt. 


Die Eigenschaft der Unveränderlichkeit der Figuren, welche 
wir zum Anfangspunkt genommen haben, kann, ebenso wenig wie die 
‘der Unbeweglichkeit des’ Raumes, eine strenge Definition zulassen. 
Wir können, in der Tat, nur relative Aenderungen der Figur und 
relative Fortbewegungen wahrnehmen. Alles was wir in Bezug auf 
die absolute Identität eines Ortes und einer Form behaupten, ist 
einzig auf die Identität unserer sinnlichen Wahrnehmungen gegründet. 
Die Hypothese von der Unvcränderlichkeit der Figur kann folglich 
nicht auf Erfahrungen beruhen, die uns befähigen, der Wirklichkeit 
unendlich nahe zu kommen, und die eine objective Gewissheit bieten. 
Wir nehmen diese Hypothese an, weil sie uns mit unsern physiologi- 
schen Eindrücken übereinstimmend erscheint, und weil sie auf die 
einfachste Weise die Erscheinungen erklärt, welche auf unsre Sinne 
einwirken. 

Diese Hypothese brauchtnicht von vorn herein in ihrem vollen Um- 
fang angenommen zu werden, und das Studium der Geometrie zeigt, 
dass ihr voller Inbegriff sich als eine Folge aus gewissen passend 
gewählten besonderen Fällen ergibt. 


Wird der Begriff der Unveränderlichkeit der Form zugestanden, 
so gibt uns die Erfahrung selbst den Begriff der Möglichkeit der Ver- 
schiebung eines unveränderlichen Körpers im Raume, wie wir ihn 
kennen, an die Hand; ebenso wie eine ebene oder sphärische Figur 
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in der Ebene, resp. auf der Kugel verschoben werden kann ohne ihre 
Form zu ändern. Aber es wäre nicht unsinnig, a priori die Existenz 
eines Raumes anzunehmen, in welchem diese Verschiebung ohne eine 
mehr oder minder bedeutende Umgestaltung unmöglich wäre, geradeso 
wie es mit einer Figur der Fall ist, die auf einem Kegel oder auf 
einem Ellipsoid gezeichnet ist. 


Ein anderer wesentlich experimenteller Begriff ist die Unter- 
scheidung zwischen rechts und links, ohne welche es unmöglich wäre, 
unabhängig von einander die eine oder die andere der beiden Drehun- 
gen zu bestimmen, welche in entgegengesetztem Sinne um eine feste 
Axe möglich sind. Dieser Begriff lässt sich nur durch Bezugnahme 
auf unsern eignen Körper klar angeben. 


Ferner lehrt uns die Erfahrung, dass ein materieller Körper, der 
nur in einem einzigen seiner Punkte befestigt ist, unendlich viele ver- 
schiedene Stellungen annehmen kann. 


Dasselbe gilt auch für einen Körper, der in zwei Punkten fest 
ist; nur ist die Freiheit der Bewegung in diesem Falle eine be- 
schränktere. 


Ferner lässt sich feststellen, dass wern ein Körper um zwei seiner 
Punkte rotirt, es ausser diesen beiden Punkten noch eine stetige Folge 
anderer, der Zahl nach unendlich vieler Punkte gibt, welche während 
der Bewegung des Körpers unbeweglich bleiben. Diese Folge von 
Punkten dehnt sich nicht nur von dem einen festen Punkt zum an- 
dern aus, sondern auch noch darüber hinaus, in zwei verschiedenen 
Richtungen, wie weit der Körper auch ausgedehnt sei. Sie bildet eine 
Linie, welche sich nach beiden Seiten in’s Unendliche erstreckt, und 
rerade Linie heisst. Denken wir uns die gerade Linie auf diese 
Weise entstanden, so folgt, dass zwei gerade Linien, welche zwei 
Punkte gemein haben, längs ihrer ganzen Ausdehnung zusammenfallen. 
Mit andern Worten: durch zwei gegebene Punkte kann man immer 
nur eine einzige gerade Linie ziehen hy 


Fixirt man endlich drei Punkte eines Körpers, so hört der Körper 
auf, beweglich.zu sein, vorausgesetzt, dass diese drei Punkte nicht in 
einer geraden Linie liegen. 


*) Lobatchefsky und Bolyai haben versucht, dieses Axiom von der ge- 
raden Linie zu machen. Sie bewiesen mit Hülfe der intuitiven Eigenschaften 
der Kugel die Existenz der Ebene, und folgerten daraus die der geraden Linie. 
Ihr Beweis hat jedoch einige dunkle Punkte, die noch nicht vollständig auf- 
geklärt sind. (Die betr. Literatur ist angegeben von Herrn F. Klein in .einem 
Aufsatze: Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Math. Ann. IV, 
p- 573 sq. D. Ü.). 
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Aus der Erfahrung wissen wir, dass es eine Fläche gibt, welche 
durch Umklappen auf sich selbst zu liegen kommt, welche also eine 
gerade Linie, mit der sie 2 Punkte gemeinsam hat, ganz und gar 
enthält *). Diese Fläche ist die Ebene. 


Dieses sind die fundamentalen Hypothesen, auf welche die ersten 
28 Sätze Euklid’s sich stützen, und welche zum Beweise für die 
Existenz der Parallelen führen. Man könnte das Studium der .Geo- 
metrie verfolgen, ohne eine neue Hypothese zuzulassen; und die Ar- 
beiten von Lobatchefsky und J. Bolyai haben gezeigt, dass die obigen 
Hypothesen ganz allein genügen, eine vollsändige Geometrie aufzu- 
bauen, welche diejenige als besonderen Fall umfasst, die uns die Er- 
fahrung als die mit den wirklichen Eigenschaften der En ; am 
meisten übereinstimmende zeigt. 


Diese allgemeine Geometrie kann bis an’s Ende entwickelt wer- 
den, ohne dass uns etwas zwingt, einem gewissen Parameter, 
d.h. einer in den meisten Massbestimmungen vorkommenden Üon- 
stante, einen bestimmten Wert beizulegen. Sie ist, ganz unabhängig 
von dieser Bestimmung, absolut wahr; und wenn uus die Erfahrung 
einen Raum lieferte, in welchem die fundamentalen Massbestimmungen 
für einen andern Wert dieses Parameters ausser Nuli bewahrheitet 
würden, so wären für diesen Raum alle erhaltenen Folgerungen rich- 
tie. So hat Herr Beltrami gezeigt, dass die ebeue Geometrie von 
Lobatchefsky und Bolyai ihre volle Verwirklichung findet auf den 
Oberflächen mit constanter negativer Krümmung **). 


Um aber eine mit der Erfahrung möglichst vollständige Ueber- 
einstimmung zu erhalten, ist man darauf geführt, unter allen Werten, 
welche der in Frage stehende Parameter ***) annehmen kann, den Wert 
Null zu wählen, der sich zugleich als derjenige ergibt, welcher dem 
einfachsten und am leichtesten zu behandelnden Falle entspricht. Man 


*) Man hat einen Beweis für diese Eigenschaft gegeben, indem man von 
der Definition einer Ebene als O:t einer Geraden, die auf den beiden Schen- 
keln eines Winkels gleitet, ausging. Siche V. Valeriani, Giornale di Matema- 
tiche. t. VII, p. 376. 


**) Saggio di interpretazione della Geometria non-euclidea. Giornale di 
Matematiche VI, p. 285. 


***) Dieser Parameter kann nicht allein negative Werte annehmen, welche 
der Geometrie von Lobatchefsky oder der hyperbolischen Geometrie, wie 
man sie in letzter Zeit genannt hat, (Siche Klein, Math. Ann. t.IV, p. 577) 
entsprechen würden, sondern auch positive Werte, wie in der elliptischen 
Geometrie, wo die Linien kürzesten Abstandes sich in mehr als einem Punkte 
treffen können. 
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erhält auf diese Weise die euklidische oder die gewöhnliche Geo- 
metrie. Diese Wahl des Parameters enlspricht, in ihrer elementaren 
Form, der Hypothese einer einzigen Richtung für den Parallelismus. 


Bis zu welchem Punkte war diese Wahl durch die Erfahrung be- 
dingt? Das wusste man vor den neueren Untersuchungen von Legendre 
und Lobatchefsky nicht mit Bestimmtheit. Man wusste bereits, dass 
die schärfsten Beobachtungen bisher keine Differenz mit der euklidi- 
schen Geometrie ergeben hatten. Aber erst diese beiden Geometer 
bewiesen, dass wenn die Uebereinstimmung für Figuren von grossen 
Dimensionen stattfindet, sie umsomehr für Figuren kleinerer Dimen- 
sionen stattfinden muss, und ihre Schlüsse haben der experimentellen 
Verification der euklidischen Hypothese einen Wert und eine Bedeu- 
tung gegeben, die unvergleichlich höher sind als das, was man Ana- 
loges für die anderen physikalischen Wissenschaften erhalten kann. 


So konnte, wie man weiss, die Erfahrung zu den ersten Erfindern 
der Geometrie nicht sprechen. Sie stützen sich, ebenso wie heut 
noch sehr viele moderne Mathematiker, bei ihren Beweisen auf Evi- 
denz-Gründe, auf Anschauungs-Gründe, um Schlüsse zu umgehen. Sie 
vermehren lieber die Zahl der Axiome und vermeiden die Prüfung 
des Axioms, weil es „evident“ ist. Die euklidische Hypothese ist zu 
dem geworden, was man. Evidenz (Anschauung) nennt; sie ist be- 
rechtigt, den beiden Hülfsmitteln des Erkennens, der Erfahrung und 
der logischen Behandlung, als vermittelndes Dritte beizutreten, und 
an der Fruchtbarkeit der einen wie an der Sicherheit der andern 
Teil zu nehmen. Für uns ist die Anschauung nichts anderes als eine 
Erfahrung, die so oft wiederholt ist, dass die Macht der Gewohnheit 
uns das Bewusstsein davon geraubt hat, und deren Resultate, durch 
das Gedächtniss bewahrt, uns jedesmal, wenn wir darauf zurückkom- 
men wollen, einer tatsächlichen Reproduction überheben. Es ist uns 
unmöglich, ihre Wesenheit zuzugeben, da es so bequem ist, sich auf 
sie zu berufen, wenn die sicheren Gründe fehlen. 


Man hat bemerkt, indem man teils nach einer geometrischen 
Construction, teils nach den Angaben eines geübten Auges urteilt, 
dass wenn man eine zu einer Geraden parallele Linie um einen ihrer 
Punkte noch so wenig dreht, ein Treffen beider Linien stattfindet. 
Das hat genügt, diese Tatsache unter die Principien aufnehmen zu 
lassen, und man hat sie daselbst behalten, weil alle ihre Folgerungen 
sich jederzeit in Uebereinstimmung gezeigt haben mit den verschie- 
densten Erfahrungen des Lebens und mit den genauesten wissen- 
schaftlichen Messungen. 


Somit scheint uns festgestellt zu sein, 'dass die Geometrie, wie 
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die Mechanik, die Optik, die Theorie der Wärme und der Electricität 
aus zwei Teilen besteht: 1) aus einem physikalischen Teile, der 
zwar beschränkter ist als in den übrigen Wissenschaften, in den aber 
die fundamentalen Hypothesen über die Eigenschaften des Raumes 
gehören; er umfasst zugleich die Anwendungen dieser Wissenschaft 
auf das Studium der Natur, auf praktische Astronomie, Geodäsie, 
Topographie etc.; 2) aus einem theoretischen und abstracten 
Teile, der die Hypothesen, die der physikalische Teil geliefert hat, 
welcher Art sie auch immer seien, in’s Werk setzt; er allein hat An- 
spruch auf den Namen „exacte Wissenschaft“. Diesem Teile allein 
kommt die mathematische Gewissheit zu, die sich nur auf die 
Uebereinstimmung der Hypothesen mit ihren Folgerungen, und keines- 
wegs auf den Wert der Hypothesen selbst bezieht. Die Prüfung der 
Hypothesen gehört ausschliesslich dem physikalischen Teile an, den 
dieselben in die exacte Wissenschaft einzuführen und dann ihre Rich- 
tigkeit, sei es direct, sei es nach ihren Folgerungen, zu ermessen hat. 
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vn. 


Der Körperinhalt des senkrechten Cylinders und Kegels 
in der absoluten Geometrie. 


Von 
Herrn 4. v. Frank, 


Professor an der Gewerbeschule in Graz. 


Das Verfahren in der absoluten Geometrie: den Rauminhalt eines 
Körpers zu finden, ist demjenigen ganz ähnlich, welches in der ana- 
Iytischen euklidischen Geometrie eingeschlagen wird; nur mit dem 
Untersehiede, dass die unendlich nahen parallelen Ebenen die das 
Körperelement begrenzen, in der absoluten Geometrie in Flächen 
gleichen Abstandes übergehen. 


Um die hier notwendigen Flächenbestimmungen vornehmen zu 
können, muss man sich erinnern: dass der Flächenraum irgend einer, 
in der Fläche gleichen Abstandes — Ah liegenden Figur, zu dem 
Flächenraume der Projection derselben auf die zugehörige Ebene ein 
constantes Verhältniss besitzt, welches, wenn wir mit f’ den Flächen- 
raum der Figur, mit / jenen der Projection bezeichnen, durch die 
Gleichung 


SE 
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ausgedrückt ist *). 


*) pag. 76. Ark. 64. der abs. Geom. v. Frischauf. 
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Bei der vorliegenden Aufgabe werden wir beide Körper von kreis- 
förmigem Querschnitt voraussetzen; der Flächenraum eines Kreises 
vom Halbmesser = r ist aber nach Art. 59 des angeführten Werkes 
gleich 


A) Ds DT ae ae en ae 2) 


und auf Grundlage dieser und der Formel 1) wollen wir die Lösung 
der Aufgabe bewerkstelligen. 


I. Cylinderinhalt. 


Den Cylinder denken wir uns nach oben von einer zur ebenen 
Basis zugehörigen Fläche gleichen Abstandes = begrenzt. Die ‘den 
Cylinder erzeugende Gerade steht in jedem Augenblick senkrecht auf 
der Basis, daher, wenn wir im Abstande x und «dx von denselben 
Flächen gleichen Abstandes legen, wir Querschnittsfiguren erhalten, 
deren Projection stets der Basiskreis ist. Bezeichnen wir mit r den 
Halbmesser der Basis, mit f’ die Fläche der Querschnittsfigur, end- 
lich mit dp das zwischen den Flächen gleichen Abstandes enthaltene 
Körperelement, so haben wir sofort 

ED U 3) 


Der Flächenraum der kreisförmigen Basis ist nach 2) 


ck? (ei ei E_ 2) 


nach 1) ist aber: 
% 


f= are je ae, 


% x=\2?2 
et ER 
dp = nk? (ei —e 9) ) dx. 
Die Integration zwischen den Grenzen O und r giebt sofort als Cylin- 
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Durch Einführung der hyperbolischen Functionen erhält man etwas 
compendiösere Formeln. 
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daher: 


Es wird dann: 


le3 Ar 2h 
p= (268 72) (2&in + r) 
oder auch: 


= ml) (ingtz): ) 
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II. Kegelinhalt. 


Auf dieselbe Weise wie beim Cylinder zerlegen wir den senk- 
rechten Kegel durch unendlich nahe der ebenen Basis zugehörige 
Flächen gleichen Abstandes in Elemente, deren Querschnittsprojectionen 
sämmtlich Kreise sein werden. 


Nehmen wir ein solches Element dp, welches sich im Abstande x 
von der Basis befindet; bezeichnen wir wieder mit f’ die Fläche des 
Querschnittes, mit f jene-seiner Projection, so haben wir wie früher 


dp = f'dx 
und: 


Ferner sei r der Halbmesser der Kegelbasis, % die Höhe des Kegels; 
z bezeichne den Halbmesser der Querschnitts-Projection, so ist unter 
gleichzeitiger Einführung der hyperbolischen Functionen: 
f = 2nk? (Cs - -1) ee 5) 
und 
64 T 
dp = 2rnk? (05; -1) E08? dx 8 00 6) 


Nennen wir endlich « den Winkel, welchen die Erzeugende mit der 
Basis einschliesst, und die Differenz r—z — e, so haben wir zunächst: 


DER] 
Sin-, e 
TER ER wm: 
V &0s z C05 z 1 


Nach Auflösung des rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten x 
und ge, und dem bekannten der Kathete x gegenüber liegenden Winkel 
«, und Benutzung des Wertes 7) erhält man: 


sin« — 


1 . h \ [3 h 
Gran V sin: 5 (Cos: le ı) + ©in”, „8) 
803 - Sin - 
weil aber: 
zer—g 
also auch: 


2 r—0 
603 —= (03 GR 


ist, so wird aus Formel 6) folgender Ausdruck: 
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dp — 2nk? (0 — ı) Cain 9) 
Nun ist aber: | 
RR RE See & 

— (03 , 08 7 Gin n- Sin ar 10) 


Zur Vereinfachung führen wir folgende Bezeichnungen ein: 
Cog27 " Gos®7 ur Kearg 
ver 
Ein 7 b 


Durch Benutzung dieser Schreibkürzung, und unter gleichzeitiger Be- 
rücksichtigung der Werte 8) und 10) erhalten wir Gleichung 9) in 
folgender Form: 


E03” = s 
dp = 2rık? E Ss? y aSin? 7 +52 
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Durch die Integration des vorstehenden Ausdruckes zwischen den 
Grenzen O und A, wird der Körperinhalt des Kegels gefunden; zeigen 
wir vorläufig diese Integration nur an, so haben wir: 


n: 

 2nk® r x de) zei 9% : 

p=*7 Cost / 8-7 «Sin’z +b 
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Die Auswertung dieser 3 Integrale ist nun sehr einfach; man erhält 
nach einigen Reductionen, und weil 
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ist, den Wert: 
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welcher Ausdruck noch zwischen den Grenzen O und A zu nehmen ist. 
Weil nun: B 
x Rn = 
E05, +Ein, — ck 
ist, so wird 


% 


en T a 7 T 
108 (Eos + Sin?) —= loge* — nn» 
Die Einführung der Grenzen liefert daher den Ausdruck: 


kB } De Sin? : - Cos? H 
De (os „Sin Va+l+ TEN * log(ya+ Yahı 1) 


Ein?” Sin?2 C03% — Eine? 2 Cos 2 Einz- 7) dä) 


Nach einigen leicht zu übersehenden Kürzungen und Berück- 
sichtigung, dass die Länge s der Seite des Kegels durch die Gleichung: 


C03% = C08 2 003? 2 ee 15) 
gegeben ist, erhalten wir endlich: 


h 
p = mis (29 Cotg 7.0) er Dee RN 
als den Kegelinhalt in der absoluten Geometrie. 


Wollte man statt der Seite s den Radius der Basis einführen, 
so hätte man: 


r 


h 
Re 
er, 18 (V/ ons Zoos 


ee re 
803 „, C03 7 1 


B h 
+ 608 7 6087) — 12 
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Um zu zeigen wie man aus den Formeln der absoluten Geome- 
trie jene der euklidischen erhält, wollen wir in Gleichung (IH) für 


die Charakteristik des Raumes %, den die euklidische Geometrie spe- 
cialisirenden Wert 


k = unendlich gross 


einführen, müssen jedoch vorher die hyperbolischen Functionen in 
Reihen entwickeln. Es ist bekanntlich: 


3 a | od 
Sne-ety3t5+-- 


a of 
Cosa = +5 tz + ... 
Gleichung (II) wird mit diesen Werten: - 
h h3 s? 
a 
IE Ed Ef Bar Te 
It + e (G+am+ a) 


Kürzt man durch s und % ab und hebt A heraus, wobei man zu- 
gleich auch gleichen Nenner stellt, so kommt: 


h? s2 h2 52 
Bee = 
wenn man mit %? im Zähler hinein multiplicirt, so hat man: 

ER 8? „, Rh? - 
(lei) 
p= nh — —— 2 : 

$ 
(Hat) (H3s+-) 


= kih 


oder auch: 


s? h? h?2.s? £ s? h? h?s? 
rate tgtget- Pomp 


Utaat--)(it3+-) = 


Führt man die hier angezeigten Operationen aus und bemerkt 
zugleich, das für = der Nenner gleich 1 wird, im Zähler alle 
Glieder verschieden, welche % enthalten, so erhält man: 


p=nh 


h 
pP ze -#) 
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nun ist aber: 


daher: 


RE 


aer?h 
Piz 3 


die bekannte Formel für den Cubikinhalt. des senkrechten Kegels in 
der euklidischen Geometrie. 


Die Gleichung (II) lässt sich noch in einer anderen Form dar- 
stellen. 


Der Neigungswinkel @, welchen die Erzeugende mit der Basis 
einschliesst, war nach Gleichung 7) 


Be) 
Sin z 
sin« — 


u 
V &0:: 4 Co8? —1 


Nun ist aber: 


NINE ; 3 oh 
Sin, = V &s „E03 r 1 
daher: 


ARTE 
Sin 7 
Bid — re. 16) 
Sin Pi 
Bezeichnen wir endlich mit 9 den halben Winkel an der Spitze 


des Kegels, so ist: 


cosp = sina.Co8 7 a ER 2 N 


Die Werte 16) und 17) eingesetzt bringen die Gleichung (II) auf die 
Form: | 

p= nk’(scoI9p—h). . an. 2 nn 
welcher Ausdruck dadurch bemerkenswert ist, dass derselbe keine 
hyperbolischen Functionen enthält. 
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VII. 
Bemerkung über Symmetriekegelschnitte des Dreiecks. 
Von 
Emil Hain. 


I. 


Ist x4 der Abstand eines Punktes X von der Seite BC des Drei- 
ecks ABC; so ist X ein Symmetriepunkt dieses Dreiecks, wenn za 
eine nach 5 und c symmetrische Function der Seiten a, 2, e ist und 
X, x&e durch cyklische Vertauschung aus «= erhalten werden. 


Liegt irgend eine Reihe von Punkten X so, dass die Normalen 
derselben der Relation: 


a2Xa +5,29 +02 = 0 


Genüge leisten, wo a,d,c, constant sind, so liegen die Punkte X auf 
einer Geraden. Sie heisst eine Symmetriegerade des Dreiecks, wenn 
a; eine nach 5 und ce symmetrische Function der abe ist und 2,, & 
durch cyklische Vertauschung aus a, erhalten werden. 


Liegt hingegen eine Reihe von Punkten X so, dass man hat: 


gaaXa: + 90920 + geceXe? +2 ge Xu re + 2gcaXera+ 2gadrard = 0 


wo die gaa und gie constant sind; so liegen die Punkte X im Allge- 
meinen auf einem Kegelschnitt. Er heisst ein Symmetriekegelschnitt 
des Dreiecks, wenn gaa und 96. nach 5 und c symmetrische Func- 
tionen der abe sind und durch cyklische Vertauschung aus einander 
erhalten werden. 


Ist der Punkt X, dessen Normalen 9. p» pc sind, ein Symmetrie- 
punkt; so nennen wir ihn den Symmetriepunkt pa. Ebenso heisst die 
Symmetriegerade, deren Gleichung: 


= 
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aXa+b, m -+-c,8c = 0 
die Symmetriegerade a,. Den Symmetriekegelschnitt: 
2 gaaXa® + 23% gyeXb Xe =0 


wollen wir mit (gaa, gbc) bezeichnen. So ist z. B. der Schwerpunkt 
des Dreiecks ABC der Symmetriepunkt de. Die Gerade, welche den 
Schwerpunkt mit dem Inkreiscentrum verbindet, ist die Symmetrie- 
gerade a(d—c). Für. jeden Punkt des Umkreises gilt die Relation: 


ame +bxera + can = 0 


Hier ist gas = 0, ge =a. Der Umkreis ist also der Symmetrie- 
kegelschnitt: (0, a). 


1. 
Jeder durch die Ecken des Dreiecks gehende Symmetriekegel- 
schnitt hat die Form: (0, 9). 


Es it A=1, 0, 0. Setzt man diese Werte in die allgemeine 
Gleichung ein, so Kr 


x = x = Re = Tera = u —=O 
I gaaXa + 22 gpeXbre a 


Es verschwinden also die Coefficienten der x? und man erhält als 
Gleichung eines dem Dreieck umschriebenen Kegelschnittes: 


PT) 


Sind die Seiten des Dreiecks nicht Sehnen des Kegelschnitts, sondern 
in Bezug auf diesen Polaren ihrer Gegenecken; so ist die Form des 
Kegelschnitts: (gaa, 0). 


Es hat die Polare eines Punktes &, in Bozup auf den Kegel- 
schnitt (aa, 96) die Form: gaa &at-gav&v-+gac&. Die Coefficienten 
der x. in der Gleichung dieser Geraden werden durch cyklische Ver- 
tauschung der Indices erhalten, wobei zu bemerken ist, dass: 


Jab = Iba, Ibe = Ich, Ica = Jac 
Soll nun BC die Polare von A sein, so kann man setzen: 


wo 4. eine beliebige nach 5 und ce symmetrische Function der Seiten 
a, b, c bezeichnet. Dann ist: 
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Iaa Eat gab &E,—-gaec & — Au 

Iva Eat go5 E54 goc&e = 0 

Ica Eat geb & 4 gc0 &. —=n 
Wegen A=1, 0, 0 ist aber & — 1, 5 = & = 0; somit gas — ka, 
gba = ca —=0. Demnach ist die Form jedes dem Dreieck polar ent- 
sprechenden Kegelschnitts: (gas, 0). 


IM. 


Sind P und Q Symmetriepunkte des Dreiecks und treffen die 
Geraden PA und Q4A die BC in Pı und Qu, so liegen die Punkte 
PaQa auf einem Symmetriekegelschnitt. 


Um mittelst dieses Satzes, der aus: dem Carnot’schen Theorem 
hergeleitet werden kann und zuerst von Steiner aufgestellt wurde, 
die Gleichung dieses Kegelschnitts zu finden; setzen wir P= 7a, 
Q=Z ga Es ist dann: 

PR=0, p, Pe 
a=0, 9, % 
Nach Einführung dieser Werte in die allgemeine Form (gaa, gbe) er- 
halten wir: 
go pp? —+-geePc? +2 ge Prpe = OÖ 
gb? + 9ce9c +2 Ice pc = 0 
woraus: E N 
Ihb 2 Pc de 2 Pc de Pa ga 


be Prde Pe  Paga(prgc+Pc%) 


Ic  _.2pm  _______2Padapngp 
Ibc Pbde + Pcgb Paga(Prgc-+ Pc%) 


Diese Gleichungen berechtigen zur Annahme, dass: 
gi — 2 pe gePada, ge = 2Pagapbg, ge = —Paga(Prgc+ Pc) 
Die Form des Symmetriekegelschnitts ist dann: 
[2poapege, —Pada(Page+Pe)] 


Ihre Richtigkeit wird durch Einsetzen der übrigen Werte für die 
Punkte Pı Qa bestätigt. 


Es entspricht also jedem System zweier Symmetriepunkte des 
Dreiecks ein Symmetriekegelschnitt, welcher durch die Schnittpunkte 
der Ecktransversalen der beiden Punkte mit den Gegenseiten geht, 
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Dieser Kegelschnitt trifft die BC in den Punkten PaQa. Ist die 
Distanz der beiden Punkte ?PQ sehr klein, so wird für den Grenzfall 
LI—0O 
2PbwPcge = 2 pn? pe? 
Paga(Ppdge-+pce%) = 2pa? pp Pe 

Der Kegelschnitt hat dann die Form: (pv?pc%, —pa?prp.) und be- 
rührt in den 7, die Seiten des Dreiecks; sein Centrum ist der Sym- 
metriepunkt: p.(dps + cp.). 

Ist P=be der Schwerpunkt des Dreiecks, so ist der Kegel- 


schnitt eine Ellipse. Sie berührt die Seiten in den Mitten, ihr Cen- 
trum ist der Schwerpunkt, ihre Form: (a, —be). 


Ist P=be(s—b)(s—c), wo 3 — a+b-+-e, so ist: RC=s-—e, 
PB=s—b. Die P, sind also die Berührungspunkte des Inkreises. 
Er ist somit der Symmetriekegelschnitt: 


la? (s—a)?, —be(s—b)(s— c)]. 
Wien, November 1875. 
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IX. 
Beziehungen eines Dreiecks zu einer Geraden. 


. Von 
Emil Hain. 


l 


Trifft eine Gerade die Seiten BC des Dreiecks ABC in A’, 80 
bilden die Geraden AA’ ein Dreieck, dessen Flächeninhalt gegeben 
ist durch den Ausdruck: 

4FIlaa,* 
II(be,a, + ca]b, — abıcı) 
wo abeF Seiten und Fläche des Urdreiecks bezeichnen, und 


Ay Cat 5120 + Cı Xe == Ö 


die Gleichung der Geraden A’B’C’ in trimetrischen Punktcoordinaten 
ist, das Dreieck ABC zum Fundamentaldreieck gewält. 


Man findet zunächst: 
AA = 19) bi 64 
BB=za0 «4 
cc'=a b, . 
Das von drei Geraden | 
Fa, la = Zagta = Iayra = 0 
gebildete Dreieck hat zum Flächeninhalt ® den Ausdruck: 


abe F 2% 


® 5, Aa Le 
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% 


wo 4, 4. aus a und a, gebildete Determinanten sind. Und zwar ist 
hier: 


4 bg 0. ug 
d= ob 9 = 4 0 [= 50 
Q3 55 6 a4 5b 0 
BERN 
I4=a 5 0 dab, tea,d, —abyc,. 
22. 0.C 
Somit ist: 
BR 4FIlaa,? 


Ibe,a,+ca,b, —.ab,c,) 


Setzen wir y = b, = €], So sind die AA’ die äusseren Winkel- 
halbirenden; für sie ine 


4abeF aka) 


Renee Fe 


(Archiv LVII. 91.). 


Für , =ait ® — 4F, wie es auch sein muss, da ; in diesem 
Fall die AA’ parallel den BC sind. 


I. 


Trifft eine Gerade die Seiten BC des Dreiecks ABC in 4’, 
liegen die Mitten der AA’ in einer Geraden. 


Die Coordinaten von A und 4’ sind: 


A=10 0) 


wo die a, dieselbe Bedeutung wie im Vorigen haben. 


Die Normalen auf die Seiten des Dreiecks sind dann für dieselben 
Punkte und für A” als Mitte von AA’: 


2F 
Az — 0) (0) 
a 
bei —ch, be, —ch 
ARE RR Fe, Mb; 
a, 6, — .cb, be, —cb, 


Die Coordinaten der 4” sind also: 
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ler 
A =bo,—ch ac, —ab, 
I 
BD; = —- bo, cd, —ac, da, 
in 4 
C ==ch; Cd ab, — ba, 


Sonach ist ZP’C"= 


ey —acı ba, mie —bcı 


„| be, ta, ae 
604 ab, — ba, lab, —ba, ch, 


ch, ca 
Die Werte dieser Determinanten sind: 


a(bcja,+ca,d, —ab, c,) 


Sie werden durch cyklische Vertauschung aus einander erhalten. 
Ist a, _eine Symmetriegerade des Dreiecks, so ist auch abe, + 
ca,d,—ab,c,) nach d und c symmetrisch. Die A”, das sind die Mitten 
der AA’, liegen also in einer Geraden. Sie ist zugleich diejenige, in 
welcher nach Gauss die Mitten der Diagonalen eines Vierseits liegen. 
Wir wollen sie deshalb die Gaussische Gerade der A, in Bezug auf 
das Dreieck ABC nennen. 


Es kann gefragt werden: von welcher Geraden a, ist die Gaussi- 
sche Gerade eine gegebene a’? 


Dann hat man das System der Gleichungen: 
abc,a,+aca,b; — abc; = a’ 


woraus: 
tab —+ac a 
az —b +be # | =2abe(be+ch') = be’+ecd' 
+0 —® e| 


a = (ab’—+ba')(ac'+.ca') 


Die Harmonikale des Punktes be'-+eb! ist: (ab’+ba’) (ac’+ca'). 
Somit ist die Gaussische Gerade der Harmonikalen des Punktes 
be'-+cb' die Gerade a’. 


Die Gaussische Gerade der Harmonikalen des Punktes -te ist 
die Harmonikale des Inkreiscentrums. Die unendlich entfernte Ge- 
rade entspricht sich selbst als ihrer Gaussischen Geraden. 
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I. 


Trifft eine Gerade die Seiten BC des Dreiecks ABC in A’, und 
tonstruirt man die Harmonikalen eines Punktes P in Bezug auf die 
so erhaltenen drei neuen Dreiecke; so bilden diese ein Dreieck mit 
dem Flächeninhalte ®, so dass: 


9 F(&Za,po)? IIapa 
II[a,pa Zapa+(bpo-+cpe—2apa) Za, pa] 


wenn P=pa und Za,2a = 0 die Gleichung der Geraden A’B’C' 
ist. Zum Beweise dieser Formel construiren wir die Harmonikale 
von P in Bezug auf das Dreieck AB’C’. Wir ziehen also die Ge- 
raden PA, PB’, PC’ und verlängern dieselben bis zu ihren Gegen- 
seiten in diesem Dreieck. PA treffe B’C' in Au, PB’ die AB in. 
Ca, PC’ die AC’ in Ba. Ferner treffe A„B. die AB in Cu‘, AaCa 
die ACin Ba‘. Es ist dann B,’Ch’ die Harmonikale von P in Bezug 
auf das Dreieck A B’C'. Wir erhalten: 


oo — 


A=0 c —b, 
B=—c' 0 a, 
cC’’=b, —a 0 
PA =0O pe Er 
PB = —a,p cıPpetaı pa  —CıPb 
PC'=—ap —biPe aPa-}-bı po 
A=zbmtere ap —GPe 
Ba = apa+bıPb 0 + @Pe 


CZ apa eıPpe + ap 0 


Setzen wir: 


2 a Pa+bıpp + Cıpe = Faıpa = E 
so Ist: 


Aa Ba = a,pp pe Pe (£-+5, p0) —pb (a; Pa b1P%) 
Aa Ca = aPpPe —Pec(a,Pa-+-C1Pe) Pr (E+c1 Pe) 
Ferner trifft A. Ba die AB in Ca’ und AaC. die ABin B.. Dann ist: 
Ba = €-4-c, Pe 0 — Ay Pc 
CG=:+bm —a,pm 0 
Ba Ca = a,PppPpe Pele+b,P) po (e-+cıPe) 


Nun haben wir die Formel für ® in I. zu benützen. 


er eo Fr Ei En 0 SER ö 0 a a er a ar 
A eh ee ar Eu fi nr „ 1 ”% ae A 4 
De RA, ER u N > a Er 
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Die Rechnung gibt: 


aıPbPpe Pele+5P) po(e-+cyPe) 
I—|pelet+apa) bipepa  Pale-+eıpe) | = 38° IIpa 
pp(E-+ apa) Pa(e+dıpt)  C1Papb 


Pe(E-+-a1Ppa) b PcPa Pa(E-+ 1 Pe) 
Is | pr(e+ apa) Pa(e+bp)  CıPap 
a d ce 
= zpala,pa Zapa+(bpo-+epe—2apı) Fa, pa] 
Hieraus folgt: 
an ler sllapı Sy ı rc 
II[a,pa& apa+E(dpp+epe—2apa) ] 
Die Determinante 4 kann nur dann Null werden, wenn e=2a,pa—=0 


d. h. wenn P auf der Geraden a, selbst liegt. Die B.’Ca’' fallen 
dann mit der a, zusammen. 


® 


Ist die Gerade a, die Harmonikale des Punktes 7, ist also 
a = PppPpe; So ergibt sich: 
st 243 Fllapa 
II(4bpp + 4cpe — dapa) 


Ist P das Inkreiscentrum, so sind für den Fall 45+4c=b5a zwei 
der Harmonikalen einander parallel. 


D 


IV. 


Trifft eine Gerade die Seiten BC des Dreiecks ABC in A’, und 
construirt man von einem Punkt P in Bezug auf die neu so ent- 
standenen Dreiecke AB’C’ die Harmonikalen B.'C,', so treffen die 
Ba Ca’ die BC in Punkten einer Geraden. Dieser Satz, der von 
Cayley herrührt, wird bewiesen, wenn wir den Schnittpunkt A, der 
Ba'C,' mit BC suchen. Es ist: 


Ba’ Ca = a, prpe Pe(£+b,pı) pr (+ C1Pe) 
a1 | 0 0 
Ar) p(e+cıP) —Ppe(£+,P0) 
B,= —pa(e+cıPe) 0 pe(E+-a1 Pa) 
C, =pa(e+b,P) — pr(E+ a1 Pa) 0 


BC, =pspe(e+a,pa)  Pepa(e-+b1PB) Paps (£-+c1Pe) 


Daraus geht hervor, dass die B,C, eine Symmetriegerade des Drei- 
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ecks ist und die A, in einer Geraden liegen. Die Harmonikale von 
P in Bezug auf das Urdreieck ABC trifft die Gerade a, in dem Punkte 
Pa(b} PP —c,pe). Nun ist: 


Z ps pe(E+ a, pa) ‚pa (bp — cp) — 0. 


Es liegt sonach auch der Schnittpunkt der Harmonikalen von P in 
Bezug auf das Urdreieck mit der a, in der Geraden der A,. In 
dieser Fassung, welche eine symmetrische Eigenschaft der Harmoni- 
kalen aller Dreiecke aus einer Geraden begreift, hat Cayley obigen 
Satz bewiesen. Deshalb wollen wir die Gerade der 4A, die Cayley- 
sche Gerade des Punktes 94 bezüglich der Geraden a, nennen. 


Ist a, =pspe d. h. die Harmonikale von pa, so fällt die Cayley- 
sche Gerade mit ihr zusammen. Die Harmonikale eines Punktes 
entspricht sich also selbst als ihrer Cayley’schen Geraden. 


Man kann fragen; für welche a, ist die Cayley’sche Gerade be- 
züglich eines Punktes p. eine gegebene a’? Es ist dann: 


2papspeam + pr?peb; + pupee, = a’ 


PcPa? a, + 2paprpebi + Pe?pacı = b' 
Pa’pdaı + Pap?b; +2 Papd Pe cı= c' 


a  Pprrpe mp 
a4=|b 2papıpe PePa | = prpe (3a’pa— b’p— c'pe) 
ce Papı? 2PaPpbPpe 
Für welche a, bezüglich des Punktes p. ist also die Cayley’sche Ge- 
rade die Harmonikale des Inkreiscentrums? Hier ist: 
a —=1, a, = pipe (dpa— pr — pe) 


Die Cayley’sche Gerade der a, bezüglich des Punktes p. ist: PrPpelts + 
AzPa), WENN & — Zaypa. Ist nun a, selbst die Cayley’sche Gerade 
der a, bezüglich desselben Punktes, so ist: 


a, = Pprpe(E+ apa), € = Fa, pa 
QPa = Paprpe(E-+a1Pa), &5 = Zagpa = 4: llp, 


Die Cayley’sche Gerade der Cayley’schen Geraden der a, bezüg- 
lich des Punktes p„ hat also die Form: | 


Prpe(dE-+ a, pa). 
Wien, December 1875. 
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X. 
Vebungsaufgaben. 
Von 


Emil Hain. 


1. Sätze über Dreiecke mit einer Mittelseite. 


Ist im Dreieck ABC die eine Seite BC = a eine solche Function 
der beiden andern Seiten 5 und c, dass a ein Mittelwert zwischen 
diesen Seiten ist; so kann die Seite a die Mittelseite dieses Dreiecks 
genannt werden. Die gewöhnlichsten Fälle sind dann: 


2a=b-4tec 
a = be 

get 
a=3tz 


Ein Dreieck, in welchem die Mittelseite einer dieser Functionen ent- 
spricht, heisse bzhw. arithmetisch-, geometrisch-, harmonisch-propor- 
tional. Für solche Arten von Dreiecken gelten dann verschiedene 
Beziehungen, deren einfachere hier folgen und von welchen die meisten 
eine Umkehrung zulassen. 


1. Die Höhe auf die Mittelseite eines arithmetisch-proportionalen 
Dreiecks ist das harmonische Mittel der andern Höhen. 


2. Der Inkreisradius eines arithmetisch-proportionalen Dreiecks 
ist gleich dem Drittel der Höhe auf die Mittelseite. 


3. Die Inkreisradien zweier flächengleicher arithmetisch-propor- 
tionalen Dreiecke verhalten sich umgekehrt wie die Mittelseiten. 
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4. Die Flächen zweier arithmetisch-proportionalen Tangenten- 
dreiecke eines Kreises verhalten sich so wie die Mittelseiten. 


5. Der Radius des die Mittelseite eines arithmetisch-proportio- 
nalen Dreiecks von Aussen berührenden Ankreises ist gleich der Höhe 
auf die Mittelseite. 


6. Das von den Summen je zweier Seiten eines arithmetisch- 
proportionalen Dreiecks als Seiten gebildete Dreieck ist ebenfalls 
arithınetisch-proportional. 


7. Werden die Seiten eines arithmetisch-proportionalen Dreiecks 
um gleich viel verlängert oder verkürzt; so ist auch das aus diesen 
Seiten gebildete Dreieck arithmetisch-proportional. 


8. In einem arithmetisch-proportionalen Dreieck. ist nie das 
doppelte Rechteck aus den die Mittelseite umschliessenden Seiten 
gleich der siebenfachen Summe der Quadrate dieser beiden Seiten. 


9. Ist in einem Dreieck auf eine Seite die Höhe gezogen und 
ist sie arithmetische Mittelseite für die so entstandenen Teildreiecke, 
so sind die beiden andern Seiten gleich lang. 


a a a sc 4 
EEE N I RE 


Beier 


10. Wenn der Sinus eines Winkels in einem beliebigen Dreieck 


sich verhält zu seinem Cosinus wie das dreifache Rechteck aus der 
Gegenseite und aus dem Umkreisradius zum Rechteck aus den beiden 
andern Seiten; so ist das Höhenfusspunktdreieck dieses Dreiecks 
arithmetisch-proportional. 


11. Sind in einem Viereck die beiden Diagonalen gezogen, und 
sind für die so entstandenen Dreiecke, deren gemeinsame Spitze im 
Diagonalschnittpunkt liegt, die Sciten des Vierecks arithmetische 

Mittelseiten; so ist das Viereck ein Kreistangentenviereck. 


12. Die Höhe auf die Mittelseite eines geometrisch-proportionalen 
Dreiecks ist die mittlere Proportionale der beiden andern Höhen. 


13. Haben zwei geometrisch-proportionale Dreiecke gleichen 
Flächeninhalt, so verhalten sich ihre Umkreisradien ebenso wie die 
Würfel ihrer Mittelseiten. 


14. Haben zwei geometrisch-proportionale Sehnendreiecke eines 
Kreises gleichen Flächeninhalt, so sind ihre Mittelseiten gleich lang. 


15. Sind zwei geometrisch-proportionale Dreiecke einem und 
demselben Kreise eingeschrieben, so verhalten sich ihre Flächen- 
inhalte wie die Würfel ihrer Mittelseiten. 


16.: Haben zwei geometrisch-proportionale Dreiecke die-Mittel- 
seite und deren Gegenwinkel gleich, so sind die Summen der Quadrate 
der andern Seiten in beiden Dreiecken gleich. 
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17. Wenn in einem Viereck die Diagonalen gezogen sind, so 
entstehen vier Dreiecke, wovon jedes eine Seite des Vierecks enthält: 
Sind diese Dreiecke in Bezug auf die Viereckseiten geometrisch- 
proportional, dann sind die Rechtecke aus den Gegenseiten des Vier- 
ecks einander gleich. 


18. Die Höhe auf die Mittelseite eines harmonisch-proportionalen 
Dreiecks ist das arithmetische Mittel aus den beiden andern Höhen. 


19. Haben zwei harmonisch-proportionale flächengleiche Dreiecke 
die Gegenwinkel der Mittelseiten gleich, so verhalten sich diese um- 
gekehrt wie die Summen der beiden andern Seiten. 


20. Die Quadrate der Mittelsciten zweier flächengleicher harmo- 
nisch-proportionalen Sehnendreiecke eines Kreises verhalten sich um- 
gekehrt wie die Summen der beiden andern Seiten. 


21. Ist das Quadrat einer Seite eines Dreiecks das arithmetische 
Mittel aus den Quadraten der beiden andern Seiten, so ist das aus 
den Summen je zweier Seiten dieses Dreiecks als Seiten gebildete 
Dreieck harmonisch-proportional. 


22. Sind in einem Viereck die beiden Diagonalen gezogen und 
ist in jedem der vier Dreiecke, deren gemeinschaftliche Spitze im 
Diagonalenschnittpunkt liegt, die Viereckseite harmonische Mittelseite; 
so sind die Summen je zweier reciproken Gegenseiten einander gleich. 


23. Nur im gleichseitigen Dreieck ist jede Seite das arithmetische, 
geometrische oder harmonische Mittel der beiden andern Seiten. 


24. Ist eine Seite eines Dreiecks sowol die mittlere Proportio- 
nale als auch das arithmetische Mittel der beiden andern; so ist das 
Quadrat der Mittelseite das arithmetische Mittel der Quadrate der 
beiden andern Seiten und das Dreieck ist gleichschenklig. 


25. Ist die Mittelseite eines geometrisch-proportionalen Dreiecks 
auch harmonische Mittelseite, so ist das Dreieck auch arithmetisch- 
proportional. 


26. Liegt die Mittelseite eines arithmetisch-proportionalen Drei- 
ecks einem Winkel von 60° gegenüber, so ist das Dreieck gleichseitig. 


27. Haben zwei flächengleiche Dreiecke, das eine arithmetisch-, 
das andere geometrisch-proportional, eine und dieselbe Mittelseite; 
so ist das sechsfache Rechteck aus dem Inkreisradius des ersten und 
aus dem Umkreisradius des zweiten Dreiecks gleich dem Quadrat der 
Mittelseite. 


28. Zerlegt jede Diagonale eines Vierecks dasselbe in je zwei 
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Dreiecke, sö dass die Diagonalen arithmetische, geometrische oder 
harmonische Mittelseiten bilden, so ist das Viereck ein Parallelogramm. 


29. Es gibt keinen Punkt in der Ebene eines gleichseitigen 
Vierecks, dessen Verbindungsgeraden mit den Ecken Dreiecke bilden, 
die in Bezug auf die Quadratseiten arithmetisch, geometrisch oder 
harmonisch-proportional wären. 


2. Sätze über die Transversalen, welche die Seiten eines Dreiecks 
in drei gleiche Teile teilen. 


Auf den Seiten B, C des Dreiecks ABC seien die Punkte A. und 
1 
A, So gelegen, dass BA = Ah = Al — 5BC = 3 Für die 


Transversalen AA. und AA, gelten ausser den bereits im Archiv 
(LV. 331. LVO. 324.) mitgeteilten Beziehungen noch folgende: 


1. Die Schwerpunkte der Dreiecke A,B.C, und A.B,C, fallen 
mit dem Schwerpunkt des Urdreiecks zusammen. 


2. Die Paare der Geraden A.B. und A,C; schneiden sich im 
Schwerpunkt des Urdreiecks. 


3. Die Paare der Geraden B„C, und C,B., als auch die Paare 
der A,C„ und A.B. schneiden sich in drei solchen Punkten, die als 
Ecken ein Dreieck bilden, dessen Schwerpunkt mit dem des Urdreiecks 
zusammenfällt. 


4. Wird eine Seite eines Dreiecks in drei gleiche Teile geteilt 
und jeder Teilungspunkt mit dem Gegeneck verbunden; so ist das 
Rechteck aus dem Umkreisradius des ganzen und aus dem des mitt- 
leren der drei so entstandenen Dreiecke gleich dem Rechteck aus 
dem Umkreisradius der beiden andern Teildreiecke. 


5. Sind 0, Pac, Qua, ab die Inkreisradien der Dreiecke ABC, 
ABA., 44.40, Er so ist: 
1 1 
“ PR ES REN FERN 
+ Qaa St) 
6. Sind 2, Zac, taa, tav die Paralleltransversalen (Archiv LVII. 438.) 
der Dreiecke ABC, vg Be ACA,;.so Ist: 
1 1 
5 FR. ide RS Kr 
+ 2(+,) 
7. Zieht man durch die Ecken eines Dreiecks zu den Gegenseiten 
Gerade, welche diese in drei gleiche Teile teilen und bildet aus je 
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drei abwechselnden Transversalen ein Dreieck; so verhält sich der 
Flächeninhalt jedes dieser beiden Dreiecke zu dem de Urdreiecks 


. wie 7:9. 


8. Die Dreiteilungspunkte (Az, A.) der Seiten eines Dreiecks 
liegen in einer Ellipse, deren Gleichung: 


22a —5:abaum —=O 


wo x. die Normale eines Punktes auf die Seite BC ist. 


3. Verschiedene Dreiecksätze. 


1. Aus den Summen je zweier Seiten eines Dreiecks als Seiten 
kann immer ein anderes Dreieck gebildet werden. Sind a, b, c die 
Seiten des ersten Dreiecks, also d-+c, c-+a, a+5 die des zweiten, 


so ist der Flächeninhalt des letzteren — Yabe(a+2-.). 


2. Sind a, db, c die Seiten eines Dreiecks, so kann immer ein 
Dreieck mit den Seiten VYab-tHac, Vbc-+-ca, YVca--ab construirt wer- 
den. Der Flächeninhalt dieses Dreiecks ist die Hälfte von dem 
- Flächeninhalte des Dreiecks mit den Seiten a-+-2, b-+c, c+.a. 


3. Sind a, b, ce die Seiten eines Dreiecks, so kann immer ein 
Dreieck construirt werden, dessen Seiten Y52+-c2, Yeta2, Va?-+-22 
sind. Der Flächeninhalt dieses Dreiecks ist — 4 Ya®? 22T e2a}. 

4. Sind r und ge Um- und Inkreisradius des Dreiecks mit den 
Seiten a, d, c; e’ der Inkreisradius mit den Seiten a+2, 5+c, ca, 
so ist 0’ — Y2re. | 

5. Wird auf der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks ausser- 
halb (innerhalb) desselben eine Senkrechte errichtet, so ist der dop- 
pelte Abstand des Gegenecks der Basis von dieser Normalen gleich 


der Summe (Differenz) der Abstände der andern Ecken von derselben 
Geraden. 


Wien, October 1875. 
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Miscellen. 


% 


Produet einer unendlichen Factorenreihe. 


Im Folgenden wird bewiesen, dass Di 


nu ER RE ET THREE: ia 
[tangx]. Ytang2x. Vtang4z. Ytangde ... — [2sinz]? (I) 
Setzt man in der identischen Gleichung 
RR. 2 sin? 
3-6 sin 2« 
der Reihe nach: 
u 0, 20, A, 2n-ly 
so erhält man: 
j $;: 2 sin?x 
ENT end 
PvE i y2 
tang 2», sin dr. ———— 
Yinsze ge 
Ki > 
en RE, 2 
Vtang4x — Ysin Asa, = ya 
‘Ysin 8x 
- = 
on—1 gn—2 v2 


Vtang(2*-1z) = Ysin (2"-12). RER. 
Ysin (2" x) 


BIETEN BL N a EP ER TS ee Bee. 
Es hype en BEE. aa Ge ee ae a Be FE Ru Ber SE 
2 Aa Felle a RE PR r ; 

Io u HE 2. : f Kr . 
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und nach Multiplication dieser » Gleichungen: 


on—1 


4 Ba | 
[tang«].Vtang 2x. Vtang4x.Ytangda ..... Vtang(2r-1%) 
ng aaa DR in 
2.92.92.92 4... V2 [sine]? *%2.29,28.29 2.220" fan]? 
= gn—1 ee VERER N Se EEREE C “ 
Ysin (2%x) Ysin (2* x) 
[1 - 
2 =..[sina]? [2sin]? 
Y sin (2%) y2sin (2*%x) | 
das ist: (II) 
a FE Be Br RR [2sin«]? 
[tang«].Ytang2x. Vtang4x. Vtang8« ... Vtang(M-1.) = n—ı 
| Y sin (2%) 


Der Nenner dieses Ausdrucks lässt sich in folgender Reihe entwickeln: 


gn—1 9M 


Vsin (2%«) — Y{1—[cos (2"2)]} 


ItA 
>) 


3n \ 8 
=1— = [eos(2r2)? + — ae: [cos (2ra) —... (a) 


welche convergirt, wofern nur & nicht von der Form 


ht 
5 


für ganze Zahlen %k, A ist. Für n= © verschwinden alle Terme 
ausser dem ersten; daher hat obiger Nenner den Grenzwert 1, und‘ 
es resultirt die zu beweisende Gleichung (I). 


Formel (I) kann man auf andere Art direct erhalten. Setzt man: 


4 8 
[tanga]. Ytang 2x. Vtang 4a. Ytang 8x ed 
so ist | 


logtang&-+-4logtang 22+ Hlogtang4=-+- !logtangdc-+ ... = 1l0gJ 


Durch Substitution von w = 2x, 4x, 8x, 16x, 32x ...in eine bekannte 
Formel: 


logtang 5, — — 2[cosw—ttcos3w+ }cosdw--!cos7w4t... . ] 


7*# 


100 Miscellen. 
erhält man die Gleichungen: 


logtang x = — 2[cos 22 + 3cos 62 -+3c0s10c-+!coside+ .. .] 
dlogtang2x = — [cos 42 + 4c0812x-+3c0s20c+!cos8cH ... 
tlogtang4x = — [cos 8x + $c0s240+4c0840x-H!cos56c+ ....] 
slogtang8z — — 4[c0s16c+4c0848c+c0880c+ .. .] 


und durch Addition 
logJ=— 2[c0822—+%cos4c+3%cos62+4c0s8c+4c0s10c+ ... ] 
Und weil | 

2log[2sine] =—2[e0s2c+3$cos4r-+cos6r+4cos8e+ ...] 


I 


| 


so ergiebt sich: 
logJ = 2log[2sinz] = log[2sin«]? 
woraus: 

J= [2sınz]? 
was zu beweisen war. 


Durch Substitution der Werte 


tange = —— . 

cotgx 

wird hieraus: 
ES EER: 
[eotg«]. Yeotg2x.Vcotg4s.YVeotgde.... — [$cosecx]® (II) 
Die Formeln (I) und (III) lassen sich auch schreiben: 

ER BE Re 

Ytang2x. Ytang4x. Ytang$x et (IV) 
ra 3 A ae Do 

Vcotg2x.Ycotg4x.YVeotg&x .. . —%cosec2r (V) 


G. Dobiciecki, 


Techniker in Warschau, 


Br 9 
Ir 


NS E FUN % Ey R ee Be R H 2: a 5 BE la) 0 a ra Er 
, Ra 4 ur Y A nn 
P f n x “ > 
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2. 


Höhe des Schwerpunktes eines Pyramidenstutzes, dessen Dichtigkeit 
von der untern bis zur obern Fläche sich progressiv verändert. 


Es ist von mir in dem Archiv Teil 58. Seite 185 etc. ein Aufsatz 
über Grenzwertrechnung erschienen, welche auf höheren Bildungs- 
anstalten die Integralrechnung teilweise ersetzt; mit dieser Rechnung 
soll obige Aufgabe gelöst werden. 


Es sei g die Grundfläche einer Pyramide, % ihre Höhe; man teile 
die letztere von der Spitze an in n gleiche Teile, lege durch jeden 
Teilpunkt eine Ebene, parallel zur Grundfläche und stelle auf jede 


1 
Durchschnittsfigur ein Prisma von der Höhe ar; der Rauminhalt des 


xten Prismas ist: 
es 
—gqh 
n39 


Die Dichtigkeit der Pyramide sei an der Spitze d,, an der Grund- 
fläche d,, so ist die Dichtigkeit des zten Prismas 


x 
dx = dy a -(d,—d,) 
folglich das Gewicht des N Prismas: 
Fr = 2 ghch - Y ze (de —dy) 
Nimmt man hiervon den Grenzwert der Summe von =mbis@«=n, 


so ist das Gewicht des Stutzes von der Höhe (1-7) h: 


1 4 
6= 3 (1 — ) ghdy 4 (1 ze )on (da, —d),) 
Multiplieirt man das Gewicht des Prismas ?, mit dem Abstande 


desselben von der Grundfläche, d. i. (1 —;) h, so erhält man das 
Moment desselben in Beziehung auf g: 
a2 23 “, a4 
Nimmt man hiervon den Grenzwert der Summe, so ist das Moment 
des ee 
+ } mi 


1 m? 
En a 


M= 
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Die Höhe des Schwerpunktes über der Grundfläche g ist 


M 


ANTE 


1 A 1 m* 
15 -)ma +31") a) | 
1 5 | 
A A 


1 
5 (1 a "nd, + (1 Jon (d,—d,) 


Hebt man den Bruch mit (1 —") gh, setzt (1 vr ") h=h, und 
ordnet, so ergiebt sich: 


5 =)(1+3? aD "mat (142? +35 En "lad, 
a -Z)lıra2r, arte 


Bezeichnet d, die Dichtigkeit an der obern Fläche des Stutzes, so ist | 


E 


Mm 
d4=d+ 2 (dg,—d,), oder dy = SArTFARNS Wenn man diesen 
Wert von d, einträgt, so erhält man: 


2 m m? 1 m m? 
5 (14324 6”) hd, + 3 (a+4"4325) hıdg 


N 3 Sn 
M M m m 
A DE 
(142% +375)a, + (s+2? +5)& 
2 
Nun ist aber = = nr daher = 2 = trägt man dies ein, so ist: 


2 &5 1 u i 
5 (9+3V 991 + 69,)hd; +3 (8944 V’9g, + 39,) hıdz 
+2 Von +3) +(89+2 Von + gn)ds 


Setzt man in S die Dichtigkeit gleichförmig, also d, = d,, so ergiebt 
sich als Schwerpunkt des Pyramidenstutzes 


ek) 


denselben Ausdruck erhält man, wenn man den Unterschied der 
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Momente der ganzen Pyramide und des abgeschnittenen Stückes durch 
den Rauminhalt des Stutzes dividirt. 


Wird 9, = 0, so ist die Höhe des Schwerpunktes über der Grund- 
fläche: 


d 
Sm Eh, (1 2; d ee: 


ein Ausdruck, der in $9 des angeführten Aufsatzes gefunden worden ist. 


Plauen i./V. den 16. Dec. 1875. 
F. E. Thieme. 


8, 


Ein Beitrag zur Messnng der elektromotorischen Kräfte von 
Stromquellen. 


a) Absolute Messungen. 


Die Wirksamkeit einer Stromquelle hängt ab von der elektro- 
motorischen Kraft und von dem Widerstande in der Quelle selbst. 
Das Ohm’sche Gesetz gibt Mittel an die Hand, diese Stücke auf be- 
stimmte Masse zurückzuführen und ihre absoluten Werte darnach 
auszumitteln. D:e absoluten Werte der elektromotorischen Kraft E 
und des Widerstandes W einer Stromquelle ergeben sich durch Com- 
bination der Resultate einer hinreichenden Anzahl von Versuchen, 
die man auf verschiedene Arten einleiten kann. Das Verfahren, wel- 
ches ich einhalte zur Messung der elektromotorischen Kraft E, besteht 
in Nachstehendem. 


Bezeichnet S die Stromstärke, W den Widerstand im Elektro- 
motor und E die elektromotorische Kraft der Quelle, so besteht wenn 
kein Neusilberdraht weiter eingeschaltet jst, die Relation: 


Wird nun ein Neusilberdraht von der Länge Z eingeschaltet, welcher 


I 
die Stromstärke S auf a herabbringt, so hat man für diesen Fall die 
Gleichung: 


Aus II. entsteht: 


und mit Hülfe von I: 
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E+HS1 == nF 
oder: 
Sl 


Tr nl: 


Wirdmsnn=2 sit E=S$] IV, d. h. die elektromotorische 
Kraft E ist gleich dem Producte der Stromstärke S bei keiner wei- 
teren Drahteinschaltung und der Länge 7 des Neusilberdrahtes, der 


8 
die Stromstärke S auf 5 Zurückbringt. 


In der Physik von Külp Band III Seite 349 wird E bestimmt 
durch die Gleichung: 


3.8, 
E= 58, Se temap, 


in welcher S und S, die Stromstärken bei zwei verschiedenen Lei- 
tungswiderständen bedeuten; dieselbe geht in E= 8.1 über, wenn 
0,8% =%S und für, =ı gesetzt wird. 


In der Gleichung: 2 = $.1 wird der numerische Wert durch die 
Einheiten, welche der Stromstärke und dem Widerstande zu Grunde 
liegen, festgestellt. 


Ein Zinkeisenelement A gab bei keiner weiteren Drahteinschal- 
tung eine Ablenkung von 64° 15’, um eine Ablenkung von 46° an der 
Tangentenbussole zu erhalten, welcher Winkel dem halben Tangenten- 
wert von 64° 15’ nahezu entspricht, so musste ein 1,35 Meter langer ° 
Neusilberdraht eingeschaltet werden, in diesem Falle ist: 


E = 1864015 X 1,3 — 2,695; 


d. h. die betreffende Kraft ist 2,695 mal grösser als diejenige, welche 
bei dem Leitungswiderstande eines Neusilberdrahtes von einem Meter 
Länge und 1,5 Millimeter Dicke eine Ablenkung von 45° an der 
Bussole hervorbringt. 


b) Relative Messungen. 


Handelt es sich um das Verhältniss zweier Stromquellen, so ist 
folgendes Verfahren einzuhalten. Für die zwei Stromquellen bestehen 
nachstehende Gleichungen: z 


E 
Ss = W ee ee N I 
für Quelle 4: 
S E 


1% 


dr as ER VE 
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und 

7, 
\s — es RER al REN EZ III 

1 

für Quelle B: 
De 

TIERE ee IV. 


wenn S und $, die Stromstärken bei keiner weiteren Drahteinschal- 
tung, E uud E, die elektromotorischen Kräfte, und Z und !, die- 
jenigen Drahtlängen bedeuten, welche ihre Stromstärke auf den nten 
Teil zurückführen. 


Aus I. und II. erhält man: 


VEREINE TE ET RE BOLTERTENN V 
n—l 
analog aus III. und IV.: 
Sılı 
E, a er v1. 
wo durch Division von V. und VL: 
E Sl 
m SE VvIl. 


. hervorgeht; d. h. die elektromotorischen Kräfte zweier Stromquellen 


sind direct proportional den Producten aus den Stromstärken bei 
keinen weiteren Drahteinschaltungen und denjenigen Drahtlängen, 
welche im Stande sind ihre Stromstärken auf den nten Teil der ur- 
sprünglichen Stärken zurückzubringen. 


Wird S= S, dann entsteht aus VII.: 
E I 


EHE 4 


d. h. die elektromotorischen Kräfte verhalten sich wie die eingeschal- 


teten Drahtlängen, welche die Nadel von einer gleichen Ablenkung 


auf eine geringere Ablenkung zurückzubringen im Stande sind; ein 
Verfahren was Wheatstone einhielt bei der relativen Messung der 
elektromotorischen Kräfte von Stromquellen. (Siehe Physik von Külp 
Band III Seite 350). 


Das obige Zinkeisenelement A verglich ich mit einem anderen B 
das bei keiner weiteren Drahteinschaltung eine Ablenkung von 70015’ 
an der Tangentenbussole zeigte. Um nun eine Ablenkung von 549 15’ 
zu erhalten, welcher Winkel dem halben Tangentenwert von 70° 15’ 
sehr nahe entspricht, so musste ein 1,10 Meter langer Draht einge- 
geschaltet werden, es besteht die Gleichung: 


TR ERBE BE 3 a EN BE N a De nn no. 
RR BT WENN A al at. 72} u 10 \ INTER, I 
ag a 
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E __1%64x 13 2,695 
E, 17015 X 11 3,068 


E:E,—=1:1,13. 


oder 


Da bei meiner Tangentenbussole nur auf 4 Grad genau abgelesen 
werden kann, so nahm ich bei dem Element A nicht 46° 2’, sondern 
46° und bei dem zweiten Element B nicht 54°19’, sondern nur 
54° 15. Külp. 


4. 


Ueber das Verhältniss der Stromstärken einer Kette zu einem 
einzigen Elemente. 


a) Gleich starke Becher. 


Für eine Kette von N gleich starken Elementen besteht der Aus- 


druck: 
Ne 


und für ein Element der nachstehende: 


e 


a I. 


S 
Wird die Stromstärke S der Kette auf a durch eine Drahtlänge 3 
gedämpft, so wird: 


i or . IH. 
erhalten. Die Gleichungen I. und I. liefern: 
Ss Ne ne 
und für n = 2: 
st... 
zieht man schliesslich II. in Betracht, so bekommt man: 
S:s= Nwtg):l- 2... 


d. h. die Stromstärke einer Kette verhält sich zur Stromstärke eines 
Elementes wie das Product aus der Zahl der Becher der Kette in 
den Gesammtleitungswiderstand — Dämpfungslänge — eines Ele- 
mentes zur Dämpfungslänge der Kette. 
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Sind in obiger Proportion alle Grössen bis auf 7 bekannt, so kann 
die Dämpfungslänge durch Rechnung gefunden werden, man hat: 


Muh). 


Zwei gleich starke Zinkeisenelemente gaben das Nachstehende: 
| 1870 2.118 
tg65° 30°’ ° 190 
1,252 = 1,242. 


oder: 


Dass die Elemente auch wirklich gleich waren, ergibt sich wie 


folgt: 
18=w-+op oder: 


w—= 118— 44 — 74, 
da 44 der Widerstand in der Tangentenbussole, ebenso ist: 
190 = 21044 oder: 
a1, 


woraus die Stärkegleichheit der Elemente hervorgeht. 


b) Ungleich starke Becher. 


Sind die Elemente, welche zu einer Kette verbunden werden, un- 
gleich, so ist die Rechnung für zwei Elemente, AulBenie: Es bestehen 
für diesen Fall die Gleichungen: 


EN Br f I 
ERICH NN 
und: N | 
BE 
s = wg . . D . . . . . . . . . IR 
S 
Bringt man die Stromstärke S auf = herab, so ist: 


a a VE RT 
n wtiuy+g-+] 


aus I. und Ill. wird wieder: 


if: (E+E)a—1) 
1 : b) 


woraus für n = 2: 
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hervorgeht, und endlich unter Berücksichtigung von I.: 


3 _ ET) (ehe, ee v 
BR E.l 2 


sich ergibt; d. h. die Stromstärke der Kette verhält sich zur Strom- 
stärke des Vergleichelementes wie das Product aus der Summe der 
elektromotorischen Kräfte der Elemente in den Gesammtleitungswider- 
stand — Dämpfungslänge — des Vergleichelementes zum Produete 
aus der Dämpfungslänge der Kette in die elektromotorische Kraft des 
Vergleichelementes. 


In dem Ausdrucke V. kann man auch für die elektromotorischen 
Kräfte die Producte der Stromstärken bei keinen weiteren Drahtein- 
schaltungen in ihre Widerstände — Dämpfungslängen — setzen, wo- 
durch derselbe in folgenden übergeht: 

S at Ws+ w, 51) W Ww 


8 Wsl 


Für eine grössere Anzahl als zwei Elemente, wird die Rechnung‘ 
auf eine gleiche Weise geführt. 


Die experimentelle Bestätigung der Gleichung: V b) behalte ich 
mir vor. Külp. 


d. 


Ueber das Verhältniss eines kleinplattigen Elementes zu einer 
Kette von grossplattigen Elementen. 


Die Relation für das kleinplattige Element ist: 


E 
un D D 
or 
und.die betreffende für die Kette von N gleich starken Elementen, 


die folgende: 


NE 
gl Io 


Nw 
mt 
Ä N S A 
Durch eine Drahtlänge Z, wird S auf 5 gestillt, wodurch man erhält: 


S NE { 
ee ee 


ra har, 
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Die Gleichungen II. und II. geben den Ausdruck: 


re NER mi) 
I 
der für n=2 in: 
NE 
SS De Se IV. 


übergeht, woraus unter Zuziehung von I. die Proportion: 
s:S=1:N (w-4-g) 


entsteht, d. h. die Stromstärke eines kleinplattigen Elementes ver- 
hält sich zur Stromstärke einer Kette von grossplattigen Elementen, 
wie die Dämpfungslänge der Kette zum Producte aus der Zahl der 
Becher in den Gesammtleitungswiderstand — Dämpfungslänge des 
kleinplattigen Elementes. 


Für zwei gleich starke Elemente zur Kette verbunden und einem 
kleinplattigen Elemente von ‚nur halb so grossen Platten, erhielt ich 
das folgende Resultat: | 

tg 51° 30’ 232 
tg66045'° 2X 212 


oder: 
0,540 = 0,547. 


Da die verschiedenen Untersuchungen alle nach demselben Prin- 
cipe ausgeführt werden, so ist es am Platze das Verfahren zu be- 
nennen, und schlage vor dasselbe mit dem Namen „galvanische 
Dämpfungsmethode“ zu belegen. Külp. 


6. 
Ueber die Bestimmung des Leitungswiderstandes der Metalle. 


Der Leitungswiderstand der Metalle kann auch mit Hülfe der 
„galvanischen Dämpfungsmethode‘‘ ausgeführt werden. Man hat in 
diesem Falle die Gleichungen: | 


E 
Sk I 
und 
Dee s 
n WH+x+i4 Re 


wo x den Leitungswiderstand des eingeschalteten Drahtes, von ge- 
gebener Länge, dessen Widerstand bestimmt werden soll, und A die- 
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jenige Länge Neusilberdraht — Zuschusslänge — bezeichnet, welche 
8 

man noch hinzufügen muss, um die Stromstärke S auf ni vollständig 


herabzudrücken. — Die Länge des einzuschaltenden Drahtes muss 
man jedoch so wählen, dass durch dieselbe $ allein nicht schon 


Y 


Bei oder gar kleiner als r wird. Da die Widerstände der Metalle 


mit Kupfer als gutem Leiter verglichen werden, so richtet man’ sich 
am besten bei der Wahl-der einzuschaltenden Länge nach dem schlech- 
testen Leiter. Wird zwischen den Gleichungen I. und H. Z eliminirt, 
so ist: 
| = W(n—1)—4A, 
und für n= 2: 
e=W—h, 


d. h. der Widerstand des betreffenden Metalls ist gleich der Däm- 
pfungslänge des Elementes — da W=w-+g—= 1. — weniger der Draht- 
länge A — Zuschusslänge — welche noch eingeschaltet wurde, um $ 


5 AR | 
auf 5 genau zurückzuführen. Wenn die Zuschusslänge A=0, so. 


ist 2=W d.h. gleich der Dämpfungslänge selbst. 


Für einen zweiten Draht von anderem Material, aber von gleicher 
Länge und gleichem Querschnitt hat man analog: 


% ala W— kn 
folglich: 
2:27, = (W—-A:(W—A,). 


Werden die Differenzen (W—A) und (W—A,) die Leitungs- 
factoren der entsprechenden Metalle genannt, dann ist das Verhält- 
niss ihrer Widerstände gleich demjenigen ihrer Leitungsfactoren. 


Als Beleg mag folgender Versuch dienen. Nachdem 150 die 
Dämpfungslänge des vorhandenen Zinkeisenelements, das eine Ab- 
lenkung von 61° 30° gab, gefunden, so wurde ein Kupferdraht und 
Eisendraht von gleicher Länge und gleichem Querschnitte nach ein- 
ander eingeschaltet, um die Zuschusslängen 141 und 95 zu finden; 
man hat hiernach: 


= 150-141 381% 
x 150-9 6,11’ 


d. h. die specifischen Leitungswiderstände — Leitungsfactoren — 
meiner Drähte verhielten sich wie: 1: 6,11. 


» 


2 il dd en te U DE a AR en ae I a TE We N, REIT 
“ bo ee e REIT Aare er > = a Ai $ £ N. 
SNRET fl N a N % N 


Miscellen. 111 


Wird die Leitungfähigkeit des Kupfers gleich 100 gesetzt, so ist 
die des Eisens in diesem Falle 16,36 *). 
Külp. 


6. 


Zur Theorie des Maximums der Stromstärke. 


Der Wert der grössten Stromstärke ist: 


ee: 
2yw@ 


wo man für W, die Dämpfungslänge des Elementes weniger dem 
Widerstande in der Tangentenbussole setzen kann, es ist nun: 


E 
5 Ss ra Femme 
2Y(I—-9)G 


Wird @= 1, ist ferner g sehr klein, und kann gegen 2 vernachlässigt 
werden, so ist: 
E 
Fe Br 
d. h. das Maximum der Stromstärke ist in diesem Fall gleich der 
elektromotischen Kraft dividirt durch die doppelte Dämpfungslänge. 


Für einen anderen Maximalwert besteht analog die Gleichung: 


E, 
S, = DIT 


und hieraus: 
8:8 = EhL:Eill, 


d. h. die beiden Maximalwerte stehen alsdann in einem zusammen- 
gesetzten Verhältnisse, im directen Verhältnisse ihrer elektromotori- 
schen Kräfte und zugleich im umgekehrten Verhältnisse ihrer Däm- 
pfungslängen. 


Für E= E, ist: 


*) Um die Versuche bequem ausführen zu können, so fertigt Herr Mecha- 
niker Waibler in Darmstadt einen Rheostaten mit Feder und Zähler für die 
ganzen Umdrehungen an, der zu empfehlen ist; auch sind ‚bei demselben em- 
pfindliche Tangentenbussolen zu haben, die den nötigen Grad der Feinheit 
besitzen. 
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d. h. die Stromstärken der beiden Maximalwerte verhalten sich um- 
gekehrt wie die Dämpfungslängen. Ä ER 
Wird 2=1,, so ist: 
S: S, a E: E, 5) 


d. h. die Stromstärken der beiden Maximalwerte stehen im directen 


- Verhältnisse ihrer elektromotorischen Kräfte, und endlich wenn S =S,, 
so wird: 


E:E, =I:l, 


d. h. die elektromotorischen Kräfte verhalten sich gerade so wie ihre 
Dämpfungslängen. ; 


Külp. 
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XU. 


Ueber die Abhängigkeit zwischen Magnetismus und 
Härte des Stahles. 


Von 


Herrn Dr. Ch. Ruths, 


Lehrer an der Gewerbeschule zu Dortmund. 


% 


Die bekannte Eigenschaft des Stahles, durch Anlassen zu ver- 
schiedenen Oxydationsfarben bequem in verschiedenen Härtegraden 
dargestellt werden zu können, bietet uns ein Mittel dar, den Einfluss 
der Härte oder der dieselbe bedingenden Molecularkräfte auf den 
Magnetismus der Körper (zunächst des Stahles) einigermassen stu- 
diren zu können — eine Untersuchung, welche mit Rücksicht auf die 
magnetische Moleculardrehungs-Theorie nicht ohne Interesse sein wird. 
Zwar haben wir in der Oxydationsfarbe des angelassenen Stahles kein 
scharfes Kennzeichen über die Härte einer Stahlmasse; halten wir 
dieselbe aber in Ermangelung eines besseren einfachen Prüfungs-Mit- 
tels einmal fest, so wird man innerhalb gewisser Grenzen — insbe- 
sondere, wenn es sich um Vergleichung von Stahlmassen handelt, 
deren Dimensionen nicht allzusehr von einander abweichen — die 
Oxydationsfarbe als ein sicheres Moment zur Beurteilung der relativen 
Härte betrachten können. 


Die Resultate nun, welche bis jetzt von verschiedenen Beobach- 
tern bezüglich der Grösse der Magnetismen verschieden harter Stahl- 
stäbe erhalten wurden, sind, soweit mir bekannt, kurz folgende: 


a) Inducirter (temporärer) Magnetismus. Alle Be- 
obachter stimmen hier in dem Satze überein, dass bei übrigens gleichen 
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‘ Verhältnissen ein weicherer Stab eine grössere Menge Magnetismus 
temporär annehme, als ein härterer Stab. — Ich werde in der Folge 
hierauf, sowie auf einige specielle Andeutungen verschiedener Physiker 
wieder zurückkommen. 


b) Remanenter (permanenter) Magnetismus. Hier sind 
die Ansichten geteilt; ich teile deshalb die Resultate der verschie- 
denen Exerimentoren kurz mit: 

Coulomb*) fand für einen bei 1187° C. gehärteten Stahl- 
stab (Länge = 162 mm., Breite = 14 mm., Dicke = 
5 mm.), dass derselbe durch Anlassen zu Temperaturen von 
15° bis 1250° C. successive mehr die Fähigkeit, Magnetis- 
mus zurückzuhalten (Coercitivkraft) verliere, woraus folgen 
würde, dass ein weicherer Stab weniger permanenten Magne- 
tismus annehmen könne, als ein härterer. Ein cylindrisches 
Stahlstück (Länge = 356 mm., Dicke = 4 mm.) gab je- 
doch gerade das entgegengesetzte Resultat. Doch sollen 
dann stets im Innern des Stabes ausser dem Indifferenz- 
punkt in der Mitte noch zwei solche zu beiden Seiten auf- 
treten, welche dann, wenn das Verhältniss von Länge zu 
Durchmesser unter 30, mit dem Indifferenzpunkte in der 
Mitte zusammenfielen. 


Das Resultat, dass ein weicher Stab weniger Magnetismus zu- 
rückhalten könne, als ein härterer, geht auch aus den Versuchen 
folgender Beobachter hervor: 


Müller **): Versuche mit Stäben. von 167 mm. Länge und 
6 mm. Dicke. 

Plücker ***): Versuche mit harten und angelassenen Stahl- 
knöpfen von 14 mm. Länge, 8 mm. Durchmesser, welche 
von Magneten abgerissen worden waren. 


Wiedemann): Versuche mit Stäben von 220 Länge und 
13,5 mm. Dicke. 


Diesen Beobachtern stehen aber entgegen: 


Hansteenjf), der auf Grund von Versuchen mit Stahlstäben 
von 43 Lin. Länge, 1,1 Lin. Dicke dem weichen Stahle 
grössere Coercitivkraft zuschreibt, als dem harten Stable. 


*) Vergl. Biot, Trait€ de Physique, Tome III, pag. 108 etc. 
**+) Pogg. Ann. Bd. 85. 8. 157. 
***) Pogg. Ann. Bd. 94. $. 28. 

+) Pogg. Ann. Bd. 106. $. 169 etc. 

tr) Pogg. Ann. Bd. 3. S. 236, 
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Lamont*) tritt gleichfalls für diese Ansicht in entschiedener 
Weise ein, Versuche mit Stäben von 81,2 Lin. Länge, 1,5 
Lin. Breite und Dicke mitteilend. 


Die hiernach stattfindenden Widersprüche in den Angaben ver- 
schiedener Beobachter einesteils, andernteils aber die oben berührte 
Wichtigkeit des Gegenstandes mit Rücksicht auf die magnetische 
Drehungstheorie, veranlassten mich, in dieser Beziehung eigene um- 
fassende Versuchsreihen mit Stahlstäben von den verschiedensten 
Dimensionen anzustellen, indem ich stets solche von gleichen Dimen- 
sionen aber ungleicher Härte der Einwirkung gleicher inducirender 
Kräfte unterwarf und beziehentlich indueirten und remanenten Magne- 
tismus untersuchte. 


1. 


Bei der Auswahl des von mir angewandten Materiales musste ich 
zuvörderst in Rücksicht ziehen, dass bei sehr langen Stahlstäben eine 
gleichmässige Härtung mechanisch fast nicht erreicht werden kann, 
wodurch dann in der Regel durch die mangelnde Structurhomogeneität 
auch eine ungleichmässige Verteilung des Magnetismus im Innern der 
Stäbe stattfindet. Ich habe daher bei meinen meistea Versuchsreihen 
englischen Stahldraht verwandt, der in zahlreichen Dickenverhältnissen 
im Handel vorkommt, und indem ich über eine Länge der einzelnen 
Stäbe von 120 mm. nicht hinaus ging, suchte ich vielmehr die ver- 
schiedenen Aenderungen des Axenverhältnisses (Länge zu Dicke) durch 
Auswahl verschiedener Dicken zu erreichen. — Ich teile indessen, 
aus den von mir an ca. 50 Stahlstäben angestellten Versuchsreihen 
nur die Beobachtungen an einem Satz von 120 Stäben mit, weil die 
übrigen im Wesentlichen doch nur die später gezogenen Folgerungen 
bestätigen. Von diesen 120 mm. langen Stäben gebe ich in der fol- 
genden Tabelle die Dimensionen etc. 


Gewicht in Radius Volumen in Axen-Verh. 
Nr. MgT. in mm. cub. mm. approx. 

I. 1990 0,85 272 70 

II. 4310 ‚1,20 542 50 
III. 6220 1,45 792 40 
IV. 10550 1,90 1360 30 

V, 17500 2,45 2261 25 
VI 25650 2,95 3279 20 


*) Hdbch. d. Magn. S. 249, 250, 252, 253, 223. 
| g 
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Von jeder solchen Dimension (jeder Nummer) liess ich 3 Stäbe _ 
verfertigen, die aus demselben Drahtstücke genommen wurden und 
bei deren Auswahl, soviel äusserlich erkennbar, auf möglichste Homo- 
geneität gesehen wurde. Sämmtliche Stahlstücke wurden nun in 
der bekannten Weise vollkommen (glashart) gehärtet, sodann von 
jeder Dimension ein Stück durch nicht zu schnelles einmaliges Er- 
hitzen im Sandbade und nachheriges langsames Abkühlen zur Oxyd.- 
Farbe „dunkelgelb“ und ein desgl. zur Oxyd.-Farbe „dunkelblau “ 
gleichmässig angelassen. Da zu gleicher Oxydations-Farbe bei der- 
selben Stahlsorte und übrigens gleichmässiger Behandlung wohl der 
gleiche Molecularzustand vorausgesetzt werden darf, so sehe ich auch 
bei einer später vorzunehmenden Vergleichung meiner Versuchsresul- 
tate die Stahlstücke derselben Oxyd.-Farbe als von gleicher Structur 
an. Hiergegen könnte man zwar noch einwenden, dass, insbesondere 
bei dickeren Stäben, durch die Operation des Härtens und Anlassens 
nur die Oberfläche eine bezügliche Veränderung erleidet, während 
der innerste Kern weich bleibt; da aber nach den bekannten Ver- 
suchen von v. Feilitzsch auch der Magnetismus eines Stabes sich 
zuvörderst in den äussersten Schichten ansammelt und erst mit wach- 
senden induecirten Kräften (mit der Annäherung an das Maximum) in. 
das Innere eindriugt, so wird doch dieser Umstand bei den folgend 
mitgeteilten Versuchsresultaten, wo die dickeren Stäbe von ihrem 
Maximum noch weiter entfernt sind, die gezogenen Schlussfolgerungen 
wohl kaum wesentlich beeinträchtigen. 


II. 


Die Magnetisirung der vorbeschriebenen 120 mm. langen Stäbe 
geschah zuvörderst mittelst einer Spirale von 24 = 120 mm. Länge, 
r=%9 mm. mittl. Radius und » = 320 Windungen übersponnenen 
Kupferdrahtes. Ein dieselbe durchfliessender Strom von der Inten- 
sität © übt nach W. Weber *) auf einen in ihrer Axe liegenden, von 
der Mitte um 5 entfernten Punkt eines indueirten Stabes eine elektro- 
magnetische Scheidungskraft aus: 


und r2 —; r? —; 
Ba a He) | 
Die mittlere Wirkung auf einen symmetrisch gegen die Mitte in die 
Spirale eingebrachten Stab von der Länge — 22 wird daher sein: 


+1 
scnt 


*) Elektrodyn. Massbest. $. 546. 
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oder nach Ausführung der Integration und Einführung der speeiellen 


Werte: 
alte 


welcher Wert jedoch während der Dicke der Stäbe nur ein annä- 
hernder ist. Die Stromstärke © wurde mittelst einer Tangentenbussole 
in der gewöhnlichen Weise, in Erdkraft ausgedrückt, ermittelt. 


Das in den Stäben inducirte Moment wurde mit Hülfe einer 
Bussole bestimmt, welche aus einer an einen Coconfaden aufgehängten 
15 mm. langen parallelepipedischen Nadel bestand, auf welcher der 
Länge nach ein 80 mm. langer dünner Möksihösbiger aufsass. Dieser 
spielte über einem in 3 Grade geteilten Kreise mit Spiegelunterlage 
sodass man man mit Hülfe der Lupe 4° mit Sicherheit schätzen konnte. 
Diese Bussole wurde auf Null gestellt und in der Ost-West-Linie 
senkrecht zur Richtung des magnetischen Meridianes die obengenannte 
Spirale in die constante Entfernung AR’ von derselben gebracht. Ein 
durch die Spirale geleiteter Strom verursachte eine Ablenkung, die 
aber durch einen von der Nord-Süd-Seite genäherten harten, 
kurzen Magneten also compensirt wurde, dass die Nadel abermals 
auf Null einstand. Hierauf wurde der zu magnetisirende Stahlstab 
in die Spirale eingeschoben und die nunmehr erfolgte Ablenkung der 
Bussolen-Nadel abermals auf Null zurückgeführt, jedoch durch einen 
in der Ost-West-Linie senkrecht zum magnetischen Meridian von 
der entgegengesetzten Seite her der Nadel genäherten Compensations- 
Magneten, dessen magnetisches Moment M (in Erdkraft ausgedrückt), 
sowie dessen Polabstände D (Entfernung der Wirkungs-Oentren des 
freien Magnetismus von der Mitte des Stabes) vorher vermittelst Ab- 
lenkungs-Beobachtung ermittelt worden waren. Ist nun R die Ent- 
fernung der Mitte dieses Magneten von der Bussole, AR? diejenige der 
Mitte der zu messenden Stahlstäbe vom Momente M7'’ (zugleich der 
Mitte der Spirale) und D' die Polabstände der letzteren, so besteht 
für den Fall, dass sich die Wirkungen der beiden Magnete auf die 
Nadel aufheben, die Relation: 


ZEN. DM..h: 
(R? — D2) — (R’?— D'2)2 


woraus das unbekannte M’, in dem bekannten Moment M des Com- 
pensationsmagneten ausgedrückt, resultirt: 


R (RI D'2)2 


R' (R?— D2) Re 


Mi 


Betreffs der Magnetisirung der Stäbe füge ich noch hinzu, dass 
dieselben in fester Lage in die Mitte der Spirale eingebracht wurden, 
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worin sie ca. 1 Minute verblieben, während dessen das inducirte Mo- 
ment auf die vorbeschriebene Weise gemessen wurde. Die Induction 
wurde nun nicht durch Stromunterbrechung aufgehoben, indem ich 
die Wirkung des beim Oeffnen in der Spirale stattfindenden Extra- 
stromes auf die Quantität des zurückbleibenden Magnetismus vermei- 
den wollte; ich zog es vielmehr vor, den betr. Stab möglichst ohne 
Erschütterung aus der Spirale nach derselben Seite auszuziehen. 


Nach jedem solchen Versuche wurde selbstredend controlirt, ob 
die Stromstärke unverändert geblieben war, und ob der an der Nord- 
Süd-Seite genäherte Hülfs-Magnet noch die Wirkung der Spirale auf 
die Bussole paralysirte. 


Nachdem dergestalt sämmtliche Stäbe bei derselben Stromstärke 
geprüft waren, wurde der Strom unterbrochen, sämmtliche Magnete 
entfernt und nun zur Messung des remanenten magnetischen Momentes 
der Stäbe geschritten. — Zu dem Ende wurden die vorher inducirten 
Stäbe in der Nord-Süd-Linie in die constante Entfernung AR! von der 
Mitte der Bussole gebracht. Die hierdurch bewirkte Ablenkung wurde 
hierauf durch den, schon bei der Bestimmung der inducirten Magne- 
tismen verwendeten Maassmagneten (Compensationsmagneten von Mo- 
ment M) durch Annähern desselben an die Bussole in die Entfernung 
R in der Nord-Süd-Stellung auf Null zurückgeführt. Unter Zugrunde- 
legung dieses hat man, wenn D resp. D’ wie oben die Polabstände 
des Maassmagneten (M) resp. des zu messenden Magneten (M') be- 
zeichnen, die Relation: ; 

M M' 
(R+-D3; (R?+D2) 
woraus: 
R'2 D'2]3 


Nach Vollendung dieser Versuchsreihe wurde eine zweite inducirende 
Kraft in gleicher Weise, wie vorher, angewandt, ohne dass die Stäbe 
zuerst durch entgegengesetzte Ströme entmagnetisirt worden wären. 


In dieser Weise bestimmte ich für mehrere aufsteigende Strom- 
stärken die indueirten und remanenten Magnetismen der einzelnen 
Stäbe. Zuletzt unternahm ich noch eine Magnetisirung mittelst eines 
Elektromagneten mit zwei aufrechtstehenden Schenkeln, welche letz- 
teren innerhalb der Grenzen von 3 — ca. 40 cm. vermittelst eines 
eisernen Ankers, worauf sie aufsassen, einander beliebig genähert und 
von einander entfernt werden konnten. Bei der Magnetisirung wurden 
diese Schenkel stets in eine solche Entfernung von einander gebracht, 
dass die zu magnetisirenden Stahlstäbe ca. 5—10 mm. auf Beiden 
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auflagen. Nach dem Aufsetzen der Stäbe wurden dieselben mittelst 
eines gewöhnlichen Stahlmagneten nach der Methode des einfachen 
Striches behandelt und hierauf ohne Erschütterung mit beiden Polen 
zugleich von dem Elektromagneten über einem vorher untergelegten 
Kartenblatte abgeschoben. Dieses Verfahren wurde mehrmals wieder- 
holt, bis ein erneutes Aufsetzen den remanenten Magnetismus nicht 
weiter vermehrte. 


Bezüglich der in die obigen Formeln für die magnetischen Mo- 
mente eingeführten Polabstände D’ der untersuchten Stäbe (Entfer- 
nungen der Wirkungs-Üentren von der Mitte der Stäbe) füge ich 
noch Folgendes hinzu: Wenn wir annehmen, dass für Stäbe der glei- 
chen Dimensionen mit zunehmender inducirender Kraft die einzelnen 
Teile der Stäbe ganz in gleichen Verhältnissen an Magnetismus zu- 
nehmen;, so können wir eben für diesen Fall die Polabstände D'’ als 
constant annehmen, sonach uns mit einer einmaligen Bestimmung 
dieser Grössen für den remanenten Magnetismus begnügen, um bei 
den inducirten Magnetismen sodann die gleichen Werte einzuführen. 
Von dieser Annahme ausgehend habe ich für die gleiche Dimension 
nach dem Ablenkungsverfahren D' nur einmal, nachdem die grösste 
Stromstärke eingewirkt hatte, für annähernd die Entfernungen R! be- 
stimmt und die also gefundenen Werte in die obigen Formeln ein- 
geführt. Ich habe diese Abkürzung der Beobachtungen hauptsächlich 
deshalb eintreten lassen, weil bei der jedesmaligen Bestimmung von 
D' die Zeitdauer meiner Versuche in solcher Weise würde verlängert 
worden sein, dass es mir Ermüdung halber nicht möglich gewesen 
wäre, alle Versuchsreihen für einen Satz zusammengehöriger Stäbe 
ohne Zeitunterbrechung vornehmen zu können. . Eine jede derartig® 
Unterbrechung würde aber — wohl deshalb, weil das remanente 
Moment der Stäbe schon nach einigen Stunden abgenommen hat — 
einen Bruch in der Folge der Beobachtungsreihen herbeigeführt haben. 
Aus diesem Grunde sind mir z. B. die sämmtlichen Werte der magne- 
tischen Momente bei grösserer Stromstärke für die in IV. aufgeführten 
parallelepipedischen Stahlstärke unbrauchbar geworden. (Ich habe dort 
nur die ersten und die mittelst des Elektromagneten erhaltenen End- . 
werte angeführt). 


ky; 


In der folgenden Tabelle I. gebe ich eine Reihe von inducirten 
Momenten der vorgenannten Stäbe, welche unter Einwirkung der in 
der gleichen Horizontalreihe in der ersten Vertical-Columne befind- 
lichen magnetischen Scheidungskräfte dem im Früheren Bemerkten 
gemäss erhalten wurden. In Tabelle II. gebe ich eine Reihe von 
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remanenten Momenten, die nach Einwirkung der in der ersten Co- 
lumne verzeichneten magnetischen Scheidungskräfte in den Stäben 
zurückbleiben. Die magnetischen Scheidungskräfte sind in der Hori- 
zontalcomponente A der erdmagnetischen Kraft, die magnetischen 
Momente in Millionen dieser Kraft ausgedrückt. — Zur Erläuterung 


Tabelle I. 


Magneti- I. 1. II. 
sche |) Radius==0,85 mm. || Radius—1,20 mm. | Radius—1,45 mm. 
Schei- Axen-Verh.=70 || Axen-Verh.=50 | Axen-Verh. =40 
dungs- | a 
kraft. Mlas- | Gelb. | Blan. | | Glas | Gelb. | Blan. 


300 1,40 1,76 | 1,84 | 3,41 | 3,64 | 3,69 || 2,37 | 5,24 | 5,52 
489 || 1,64 | 1,88 | 1,92 | 3,85 | 3,92 | 4,00 || 3,41 | 5,88 | 6.21 
712 | 1,84 | 1,96 | 2,04 | 4,01 | 4,22 | 4,21 | 4,29 | 6,28 | 6,92 
1468 | 2,16 | 2,16 | 2,16 | 4,25 | 4,32 | 4,32 | 5,76 | 6,68 | 6,89 


Tabelle I. 


Magneti- I. II. I. 
sche || Radius = 0,85 mm. | Radius= 1,20 mm. || Radius=1,45 mm. 
Schei- Axen-Verh.=70 | Axen-Verh.=50 || Axen-Verh. = 40 
dungs- | a en u u an 
kraft. Glas“ | gelb. | Blau. || las | Geib. | Blau. Glas- | Gelb. | Blan. 
204 0,333 | 0,600 | 0,652) 0,891 | 1,091 | 1,091. 0,365 | 1,535 1,817 


| 

300 110,454 | 0,640 | 0,689 |1,091 | 1,204 | 1,204 0,747 | 1,762| 2,185 
378 110,488 | 0,660 0,703 1,108 | 1,256 | 1,256 11,025 | 1,823] 2,247 
489 110,520 0,675 10,716, 1,145 1,306 | 1,306 11,381 | 1,852| 2,333 


712 10,538 | 0,679 |0,729 1,172 | 1,330 | 1,330 |1,747 | 1,898) 2,400 
1011 0,542 0,681 |0,735|11,182 | 1,337 | 1,337 11,962 | 1,981| 2,423 
1468 0,545 0,683 | 0,740| 1,196 | 1,346 | 1,346 | 2,042 | 2,057 2,456 


Behandlun 
mit 10,712 0,918)0,96311,483 11,593 | 1,5931 2,422 | 2,562) 2,922 


Elektroagn. 


Nach demAn- 

lassen und er- 

neuter Mag- | 1,0596 | — 2 Ber KL, 
netisirung. 


5 13,056] aa 


| 
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der letzten Horizontalreihe der Tabelle II. sei noch bemerkt, dass 
ich zur Controlirung der Versuche zuletzt noch ein Anlassen der glas- 
harten und gelben Stäbe zur Ox.-Farbe dunkelblau unternahm und: 
dieselben hierauf mittelst des Elektromagneten von Neuem magnetisirte. 


Indueirte Magnetismen. 


IV. V. | v1. 
Radius = 1,90 mm. | Radius= 2,45 nım. | Radius = 2,95 mm. 
Axen-Verh.=30 || Axen-Verh. = 25 | Axen-Verh.=20 


Glas- 


Glas- e 
Blau. hack Gelb. 


hart. 


Glas- 


hart Blau. 


Gelb. Blau. Gelb. 


5,92 | 6,97 | 6,73 || 5,45 | 10,20 |10,61 || 8,32 | 10,91 | 12,36 
6,91 | 7,83 | 7,51 7,52 11,89 |12,02| 11,15 13,68 | 15,32 
7.69 | 8,28 | 8,65 || 9,27 |13,05 13.68) 13,27 15,73 | 18,28 
8,98 | 9,03 | 9,27 |10,69 | 14,52 | 14,92||15,65 | 18,56 | 19,09 


Remanente Magnetisınen. 


IV. Y-, 
Radius = 1,90 mm. || Radius = 2,45 mm. 
Axen-Verh.=30 | Axen-Verh.=25 


VI 
Radius = 2,95 mm. 
Axen-Verh.—=20 


SS | aim. Din. | Br 
1,245 | 1,456 1,851 0,865 11,781 | 2,086 [1,246 | 1,483 1,537 
1,819 1,606 2,306 1,717 2,212 | 2,602) 2,084 | 2,002 1,995 
2,084|1,716 2,508 2,508 12,375 | 2,834 12,838 | 2,317 | 2,125 
2,306 | 1,791 | 2,617 3,351 2,507 | 2,941 13,600 2,508 | 2,230 
2,561 11,888 2,733 4,383 2,526 3,010|4,751 2,617 | 2,306 
2,733 [1,969 2,800 14,870 12,562 3,029 5,283 | 2,675 2,336 
2,835 | 2,006 | 2.875 15,142 2,588 |3,1725,430 | 2,693 | 2,380 


3,352 Ki 6,073 [3,515 4,390 16,823 | 3,969 | 3,790 


Glas- | Gelb. | Blan. N 


Gelb. 


2,563 | 2,322 


— — — — —_— — — 
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Um die Einsicht in die weiter unten gezogenen Folgerungen aus 
den soeben mitgeteilten Versuchen zu erleichtern, gebe ich ferner in 
Tabelle III. und IV. die Quotienten, welche man erhält, wenn man 
das Product aus der magn. Scheidungskraft und den in II. gegebenen 
Volumen der Stäbe in die verzeichneten magnetischen Momente divi- 


Tabelle 


Magneti- 


I. | I. IM. 
| 


sche I ; - 
: Radius = 0,35 mm. | Radius = 1,20 mm. | Radius =1,45 mm. 
Schei- 
dungs- 
Glas- Glas- Glas- 
kraft. RT Gelb. Blau. | ara Gelb. Blau. | Hure Gelb. Blau. 


300 117,2 | 21,6 | 22,6 | 21,0 |22,4 | 22,7 |10,0 [22,1 | 23,3 
489 112,3 1141 1142 |14,5 |14,7 |15,0 | 88 |15,2 | 160. 
712 9,5 10,1 110,5 |10,4 [10,9 |10,9 | 7,6 [11,0 1123 
1468 54| 52)54|53| 54 | 5411 a9| 57 | 59 


Tabelle 
ER 
Magneti- i } II. 

sche Radius = 0,85 mm. || Radius = 1,20 mm. | Radius — 1,45 mm. 
Schei- 
a | Glas | ‚Gen. : a, Gelb. | Blau. 
ET 
204 6,0 110,8 |11,7 | 81 | 99 199 1 22 | 95 |112 


300 55 | 78 | 84167 | 7a | 7a | 31 | 7A | 91 
378 47.| 64 | 68154 161 |61 134 | 60 | 75 
489 39 | 50| 54143 |50 |50 135 | 47 | 60 
712 27.| 35 | 3,730 | 84 | 34 | 81 |33 | 42 
1011 19 | 251 26121 124 124124 |25 | 30 
1468 1,3. | 17..18115 | 17. be | 1 

2600 | 3370 | 3530 | 2730 | 2940 | 2940 | 3050 | 3230 | 3680 


EEE N. ne BE tr BE a ar EEE Fl BT Er \ 
A Pre: . we “ DIET . f ALTE 3 + 2 5 Pi, 
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dirt. Bei Tabelle III. liegen die Momente der Tabelle I., bei Ta- 
belle IV. diejenigen der Tabelle II. zu Grunde. In der letzten Hori- 
zontalreihe der Tabelle IV. sind einfach nur die Quotienten aus den 
Volumen in die, in der vorletzten Horizontalreihe der Tabelle H. 
verzeichneten Momente gegeben. | 


III. 
TE En EEE TEE TEE EEE. SC EBBERErT SCHERER WECHEEBESEENEEET ES GESEHETSREESTEEDSESENEERREREBENESEET SE EETBEEERGERRBEREE SEE, 
IV. Ye | VI. 
Radius = 1,90 mm. | Radius = 2,45 mm. | Radius = 2,95 mm. 


Glas- | gelb. | Blan, |[ Clas- 


hart. | hart. 


Glas- 
hart. 


EEE 


14,5 |17,1 |16,5 | 8,05 115,0 |15,6 | 9,7 |11,1 112,5 


Gelb, Blau. Gelb. Blau. 


10,4 11,7 |11,3 | 6,8 [10,8 [10,9 | 6,9 | 89 9,5 
7,91 85 |- 89 || 5,7 811 85 | 5,77 6,7 | 78 
4,5 ı 45 | 4,6 || 3,2 44 | 45 | 32 | 3,8 | 3,9 
IV. 

en 

LV. 3 5 
Radius = 1,90 mm. || Radius = 2,45 mm. || Radius = 2,95 mm. 
— i 
Glas- | Gelb. | Blau. | Glas- | Gelb. | Blau. Glas- | gelb. | Blau. 


a ET EEE N EHER TERERREEREEREEREEN VEREEREEEREEREREREEN 


44152 |,86 lı9.139 145 1118 12,2.1.2,3 
aa |39 56 125 | 32 | 38 2,1 | 20 | 2,0 
Ba 45 109.127 53 122118 7 
97.,39130.122 26.1.2215 ‚1,8 
sale. | 18 120: |.1,1°09 
20 Jı4 |20 l2ı I11 113 115 108 |07 
Bao 1a 15071909111 | 05 [04 
2460 "2100 | 2490 || 2670 | 1550 | 1940 || 2080 | 1210 | 1180 
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Von meinen zahlreichen weiteren Versuchen teile ich nur noch 
folgende mit, weil sich dieselben auf Stäbe von sehr bedeutendem 
Querschnitt beziehen. Die in Rede stehenden Stäbe waren 4 parallel- 
epipedische Stahlstücke aus englischem Guss-Stahl von den Dimen- 
sionen: Länge = 57,5 mm., Breite — 12 mm., Dicke = 0,5 mm. Ihre 
resp. Härten waren: Glashart, hellgelb, kirschrot und blau. 


a) Diese Stäbe wurden zuerst mittelst eines Stahlmagneten 
(Moment = 1060000 #7) nach der Methode des einfachen Striches 
behandelt. Eine bierauf erfolgte Messung der remanenten Magnetis- 
men ergab, in Maassmagnet (M —= 1110000 H ) ausgedrückt, die Werte: 


Glashart Gelb Rot Blau 
0,180 0,215 0,221 0,239 


b) Die Stäbe wurden nunmehr mittelst einer gleichlangen Spi- 
rale bei aufsteigenden Stromstärken in derselben Weise wie die an- 
geführten cylindrischen Stäbe magnetisirt. Unter Anwendung von 
Stromstärken, die Ablenkungen von 31,3%, 55,4% und 64,70 an der 
Tangentenbussole entsprachen, fand ich die inducirten magnetischen 
Momente genannter 4 Stahlstücke, zu denen ich noch ein ausgeglühtes 
weiches Eisenstück von gleicher Grösse hinzufügte: 


Glashart Gelb Rot Blau w. Eisen 
1,619 7 1,933 1.975 2,178 2,639 
3,612 4,208 4,091 4,985 5,645 
4,661 5,445 5,532 5,946 6,835 


Die nach der Induction remanenten Momente der 4 Stahlstäbe 
fanden sich: 


Glashart Gelb Rot Blau 
0,211 M 0,239 0,248 0,279 
0,435 0,406 0,406 0,381 
0,657 0,564 0,051 0,500 


c) Nach Behandlung mittelst des Elektromagneten ergaben sich 
endlich die remanenten Momente: 


Glashart Gelb Rot Blau 
2,328 7 1,572 1,460 1,110 


V. 
Der Discussion meiner Versuchsresultate muss ich vorausschicken, 
dass — wie direct einleuchtend und auch durch Versuche leicht er- 
kennbar — einesteils die ursprüngliche moleculare Beschaffenheit, die 


a se reg ee ee a a 
I A a A ee Zu Be ; : : 
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wohl in der Regel für irgend zwei im Handel vorkommende Stahl- 
stäbe keine gleiche sein wird, andernteils aber, selbst wenn das 
letztere der Fall wäre, die nur angenäherte gleiche Molecularbeschaf- 
fenheit der Stäbe gleicher äusserlicher Härte oder gleicher Oxyd.- 
Farbe (s. II.) die Ergebnisse der Magnetisirung in solcher Weise 
beeinflussen, dass man durchaus nicht diejenige Präcision der Resul- 
tate wie zZ. B. bei der Magnetisirung weichen Eisens erwarten darf. 
Es werden daher — insbesondere bei geringeren magnetischen Schei- 
dungskräften sowie bei den remanenten Magnetismen, wo die Cohä- 
sionskräfte einen bedeutenderen Einfluss äussern müssen — hin und 
wieder die Stäbe Abweichungen von der mittelst vieler Versuche fest- 
gestellten Regel zeigen, und weiter auch nur annähernd eine exact 
mathematisch ausdrückbare Beziehung zu einander erkennen lassen. 
Dies berücksichtigend habe ich die in III. erörterte einfache Versuchs- 
Methode für hinreichend genau gehalten und ferner die folgenden 
Schlussfolgerungen von diesem Gesichtspunkte aus gezogen. 


Fassen wir nun zunächst die inducirten Magnetismen ins 
Auge, so lassen sich folgende Schlüsse ziehen: 


1) Zunächst zeigt die Betrachtung der Verticalreihen der Tab. I. 
u. III. den schon von Wiedemann *) ausgesprochenen Satz, dass sich 
die von aufsteigenden inducirenden Kräften in einem Stahlstabe zum 
ersten Male indueirten magnetischen Momente einem Grenzwerte — 
dem Maximum — nähern. Ferner zeigen die Horizontalreihen der 
Tab. IL, sowie die unter IV b. mitgeteilten Versuche, dass bei Stäben 
gleicher Dicke die gleiche inducirende-Kraft in einem weicheren Stahl- 
stabe ein stärkeres Moment inducirt, als in einem härteren Stabe, 
was auch aus den Angaben von Barlow **), Müller ***) und Wie- 
demannf), wenn auch nicht in so evidenter Weise, wie aus den 
mitgeteilten Versuchen hervorgeht. 


2) Tab. I. zeigt, dass die weichen Stäbe sich ihrem Maximum 
an inducirtem Magnetismus anfangs rascher nähern, als die harten 
Stäbe, dass aber umgekehrt bei vorgeschrittener Magnetisirung die 
harten Stäbe rascher wachsen, als die weicheren Stäbe. Beide scheinen 
für dünnere Stäbe ein und denselben Grenzwert zu erreichen, sodass 
also für diese das magnetische Maximum von der Härte unabhängig 
wäre. 


*, Pogg. Ann. Bd. C. S. 239. und Bd. CVI. S. 297. 
**) Gilb. Ann. Bd. LXXIU. S. 230. 
***) Pogg. Ann. Bd. LXXXV. S. 157. 

+) Pogg. Ann. Bd. CVI. S. 170, 
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3) Die Betrachtung der in ein und derselben Horizontalreihe 
stehenden Werte der Tab. III. zeigt für dünne Stäbe, die ihrem Maxi- 
mum bereits nahe gerückt sind (bei der magn. Scheidungskraft 1468), 
nahezu eine Constanz dieser Werte, während man bei Vergleichung 
verschiedener Dicken der gleichen Härte und bei der gleichen schon 
bedeutenderen Scheidungskraft eine Abnahme der verzeichneten Werte 
gewahrt. Es folgt hieraus, dass die magn. Momente der ihrem Maxi- 
mum nahe gerückten dünneren Stäbe bei gleicher inducirender Kraft 
den Querschnitten der Stäbe (die im Verhältniss der eingeführten 
Volumen stehen) annähernd proportional sind. Für dickere Stäbe 
sinkt indessen das Verhältniss der Momente unter dasjenige der Quer- 
schnitte herab; möglicherweise gilt jedoch der gezogene Schluss auch 
für das (hier nicht erreichte) Maximum der dickeren Stäbe. 


4) Ueber den Einfluss der Länge der Stahlstäbe auf deren in- 
ducirtes magn. Moment habe ich in IV. keine Resultate mitgeteilt, 
weil ich in dieser Beziehung aus Mangel einer genügend grossen An- 
zahl von Versuchen einen entscheidenden Schluss nicht ziehen kann. 
Es liegen mir jedoch über das Längen-Verhältniss 1:2 Versuche vor, 
wonach im Maximum der Erregung bei gleicher inducirender Kraft 
die magnetischen Momente sich bei dünneren Stäben wie deren Län- 
gen verhalten. — Die Gültigkeit dieses Schlusses auch für aluıdere 
Längenverhältnisse vorausgesetzt, würde demnach aus 3) u. 4) folgen, 
dass bei dünneren Stäben das Maximum der magn. Erregung annähernd 
dem Volumen proportional sei. 


5) Dividiren wir die in Tab. I. verzeichneten Momente der 
Stäbe I. und II., welche mittelst der stärksten magn. Scheidungskraft 
(1468 7) erhalten wurden (wo dieselben ihrem Maximum nahe waren), 
durch die in II. gegebenen Gewichte (= 1990 resp. 4310 megr.', so 
erhalten wir im Mittel den Wert 1010. Führen wir für die Hori- 
zontalcomponente HZ der erdmagn. Kraft deren (experimentell be- 
stimmten) absoluten Wert — 1,92 ein, so wäre hiernach das Maximum 
magnetischer Erregung der Masseneinheit des Stahles in absolutem 
Maasse ungefähr = 1010.1,92 = 1960, ein Wert, der hinter dem von 
v. Waltenhofen*) für Eisen gefundenen Maximalwert (2100) zurück- 
bleibt. Vergl. auch die Versuche mit den parallelepipedischen Stahl- 
stücken und dem weichen Eisenstück in IV b. 


Gehen wir nun zur Betrachtung der remanenten Magnetis- 
men über, so ergeben sich auf Grund der Tab. II. und IV. die 
folgenden Schlussfolgerungen : 


*) Pogg. Ann. Bd. CXXXVIL. S. 526. 


zwischen Magnetismus und Härte des Stahles. 127 


1) Tab. II. lehrt, dass die nach Aufhebung der ersten induciren- 
den Wirkungen in den einzelnen Stahlstäben zurückbleibenden Mo- 
mente sich einem Grenzwerte (Maximum) nähern, was bei weichen 
Stäben eher als bei harten Stäben geschieht. Ferner lässt sich aus 
der anfänglichen Zunahme der Werte der harten Stäbe IIL, V. und 
VI. in Tab. IV. folgern, dass die remanenten Momente anfangs rascher 
wachsen, als die bezüglichen inducirenden Kräfte. (Dieselben Schlüsse 
hat bereits Wiedemann*) gezogen). 


2) Was nun die Grösse der von den verschiedenen Stahlhärten 
zurückbehaltenen Magnetismen anbelangt, so werden bei schwächeren 
inducirenden Wirkungen (s. Tab. I.) die weichen Stäbe stärker rema- 
nent magnetisch als die harten; da aber, wie eben bemerkt, die 
ersteren ihrem Grenzwerte bereits nahe gerückt sind, während die 
letzteren noch stärker anwachsen, so tritt, jedoch nur bei dickeren 
Stäben, der Fall ein, dass mit wachsenden inducirenden Kräften der 
remanente Magnetismus der harten Stäbe denjenigen der weichen 
überholt. Ob dies geschieht, hängt nach meinen Versuchen von dem 
Axen-Verhältniss (Verhältniss von Länge zu Dicke) der betreffenden 
Stäbe ab, und tritt dann ein, wenn das letztere unter dem Wert 
30-40 liegt. Uebertrifit also die Länge der Stahlstäbe deren Durch- 
messer um das 30—40fache, so werden mit unseren Magnetisirungs- 
mitteln die weichen Stahlstäbe stärker remanent magnetisch als die 
harten, ist jenes Verhältniss geringer, dann ist die Sache umgekehrt. 
Mit Evidenz geht dies aus den in der letzten Horizontalreihe der 
Tab. II. mitgeteilten Resultaten des Anlassens der glasharten Stäbe 
I., III. und IV. hervor **). — Mit dieser Tatsache sind ferner die in 
I. erwähnten Widersprüche der Angaben verschiedener Experimen- 
tatoren aufgeklärt, indem sich aus den angegebenen Dimensionen der 
betreffenden Stäbe leicht berechnen lässt, dass die Resultate jener 
Beobachter mit dem Vorhergehenden in Einklang stehen. 


4) Fassen wir die Werte der letzten Horizontalreihen der Tab. IV. 
ins Auge, so bemerkt man mit zunehmender Dicke bei den glasharten 
Stäben anfangs annähernd eine Constanz, bei den angelassenen Stäben 
aber ein bedeutendes Sinken der verzeichneten Werte. Hieraus folgt, 
dass nur für dünne und harte Stäbe der gleichen Länge das rema- 
nente magn. Möment bei vorgeschrittener Magnetisirung den Volumen 
oder Querschnitten proportional sei, während aber für grössere Dicken 
und weiche Stäbe das Verhältniss der remanenten Momente weit unter 
dasjenige der Querschnitte herabsinkt. 


*) Pogg. Ann. Bd. CVI. u. C. 
*#) Eine Bildung von Folgepunkten, wie dieselbe Coulomb beobachtete (s. I.), 
konnte ich bei meinen Stäben nicht wahrnehmen, 
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v1. 


Anknüpfend an I. will ich die Hauptmomente meiner Versuchs- 
resultate nochmals kurz zusammenfassen: 


Da die Magnetisirungs-Curven *) für die inducirten Magne- 
tismen der weichen Stäbe stets über denjenigen der harten Stäbe 
verlaufen, und schliesslich bei dünnen Stäben nahezu den gleichen 
Wert erreichen, müssen wir schliessen, dass die Molecular-Kräfte, 
welehe die Härte eines Stahlstabes bedingen, die Grösse des durch 
eine magnetisirende Kraft inducirten magn. Momentes herabmindern. 
Diese Herabminderung ist relativ bedeutender bei geringeren magneti- 
sirenden Kräften, sowie, in Uebereinstimmung mit den Cohäsions- 
erscheinungen (Elasticität und Härte), bedeutender bei harten und 
dicken Stäben. — Bei dünnen Stäben, die ihrem Maximum nahe 
gerückt sind, treten diese Einflüsse jedoch mehr zurück, sodass ein 
Unterschied zwischen weichen und harten Stäben dann nicht mehr zu 
bestehen scheint; in diesem Falle können auch die inducirten Mo- 
mente annähernd dem Volumen proportional gesetzt werden. Ob dies 
Letztere auch für dicke Stäbe Gültigkeit hat, ist eine offene Frage, 
deren experimentelle Beantwortung wegen der Schwierigkeit das 
Maximum der magn. Erregung zu erreichen immerhin in Frage ge- 
stellt erscheint. 


Der nach geschehener Induction in den Stahlstäben zurück- 
bleibende (remanente) Magnetismus zeigt ein wesentlich auderes 
Verhalten als der inducirte Magnetismus: 


Hier verlaufen nämlich die Magnetisirungs-Curven der weichen 
Stäbe anfangs zwar auch über denjenigen der harten Stäbe, mit zu- 
nehmender inducirender Kraft überholen aber umgekehrt bei den 
Stäben, deren Länge ihre Dicke weniger als ungefähr 30 mal über- 
trifft (deren Axenverhältuiss unter 30), die harten Stäbe die weichen. 
Es folgt hieraus, dass die remanenten Magnetismen zum Teil von 
denselben Factoren, wie die inducirten Magnetismen, abhängen (wie 
denn ein remanenter Magnetismus Ja auch eine vorhergegangene: In- 
duction voraussetzt); eine demgemässe Uebereinstimmung zeigt sich 
jedoch nur bei dünneren Stäben, deren Axenverhältniss grösser als 
ungefähr 30, sowie bei schwächeren indueirenden Wirkungen, in 
welchen Fällen dann, wie bei den inducirten Magnetismen, die weichen 
Stäbe stärker bleiben, als die harten (hierher gehören die Versuche 
von Hansteen und Lamont, s. L). Bei dickeren Stäben und grösseren 


i *) Die magn. Scheidungskräfte. als Abscissen, die magn. Momente als 
Ordinaten aufgefasst. 
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inducirenden Kräften tritt aber der Einfluss der vorausgegangenen 
Induction, resp. gewisser Factoren, von welchen dieselbe abhängt, 
entschieden zurück, sodass nunmehr die harten Stäbe stärker bleiben, 
als die weichen (hierher sind die Versuchsresultate von Coulomb, 
Müller, Plücker und Wiedemann zu rechnen, vergl. I). Aus dem 
Vorangegangenen müssen wir den interessanten Schluss ziehen, dass der 
remanente Magnetismus des Stahles von bestimmten, mit den Härte- 
verhältnissen zusammenhängenden Factoren abhängig sei, welche, 
wenigstens für stärkere inducirende Wirkungen, zum Teil von dem 
vorher inducirten Magnetismus nicht beeinflusst würden, sondern in 
eigener Weise von den Dimensionen der Stahlstäbe abhängig wären. 


In weiterer Verfolgung dieses letzteren Schlusses habe ich noch 
umfassendere Versuche angestellt und hoffe, demnächst dieselben mit 
interessanten Schlüssen auf das Wesen der auch oben in Betracht 
kommenden sog. Coercitivkraft vorlegen zu können. 


Dortmund, im Mai 1875. 


Teil LIX. 9 


XII. 


Das allgemeine Zerlegungsproblem der Determinanten. 


Von 


Siegmund Günther. 


$.1. Kaum war die Determinante als selbstständiges combina- 
torisches Symbol in die Wissenschaft eingeführt, so begannen auch 
schon die Versuche, die praktische Berechnung solcher Formen durch 
Zerlegung derselben in andere von weniger Elementen zu erleichtern. 
So entstanden jene freilich durch inductives Tatonnement gewonnenen 
‚ Sätze von Laplace!), deren Gesammtheit die Nachwelt, wenn auch 
etwas uneigentlich, mit dem Namen des Laplace’schen Zerlegungs- 
theoremes belegt hat. Allgemeinere Untersuchungen über die Zer- 
fällung einer Determinante in Aggregate von Minoren-Producten hat 
später Cauchy?) angestellt, und selbstverständlich hat auch Jacobi 
in seiner fundamentalen Abhandlung den Gegenstand berührt SET 
begnügte sich sogar nicht mit der Behandlung des einfacheren durch 
Laplace’s Vorarbeiten bereits einigermassen aufgehellten Falles, 
welcher die gegebene Form in eine Reihe von Producten aus je zwei 
Determinantenfactoren entwickeln lehrt, sondern liess die Anzahl 
dieser Factoren ganz unbestimmt. Allein obwol Jacobi’s Beweise 
der hier in Frage kommenden Lehrsätze völlig einwurfsfrei genannt 
werden müssen, so kann von seiner Behandlungsweise doch mit Fug 
das behauptet werden, was man den Deductionen der alten griechi- 
schen Geometer nachzusagen pflegt: es wird die Ueberzeugung von 
der Wahrheit des Behaupteten erzwungen, ein Einblick in das eigent- 
liche Wesen der Sache aber nicht gewährt. Zum grossen Teile trägt 
daran Jacobi’s abgekürzte Schreibweise die Schuld; denn wenn bei 
irgend einer Gelegenheit das quadratische Arrangement der Elemente: 


u 
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gebieterisch gefordert wird, so ist diess sicherlich hier der Fall. Ge- 
wisse Specialfälle *) finden sich bei Jacobi allerdings eingehender 
discutirt vor; allein besonders für die praktische Ausführung solcher 
Zerlegungen giebt er so gut wie gar keine Anhaltspunkte. 


Man kann auch nicht sagen, dass seit seiner Zeit wesentliche 
Fortschritte gemacht worden seien. Für die Mehrzahl der vorhan- 
denen Lehrbücher bot die Materie, als nicht mehr den eigentlichen 
Elementen angehörig, keine Veranlassung zu Reformversuchen, und 
da man die sicheren Tatsachen besass, bekümmerte man sich auch 
sonst wenig um die Grundlagen. Nur das Baltzer’sche Werk) 
macht auch hier; wie in anderen Fragen, eine Ausnahme; indes war 
auch ihm noch eine zu grosse Kürze geboten, um Anfängern leicht 
verständlich zu sein. Der Zweck dieser Abhandlung ist nun zunächst 
der, die Laplace’sche Methode in umfassender Weise zu discutiren 
und mit möglichst einfachen Hülfsmitteln einen Beweis für dieselbe 
zu erbringen. Jedoch glauben wir so auch noch einen weiter über 
das unmittelbar gesteckte didaktische Ziel hinausgreifenden Zweck zu 
erreichen, indem wir auf Grund eines neuen Satzes ein einfaches und 
naturgemässes Verfahren zur wirklichen Bildung der einzelnen Aggre- 
gat-Glieder gewinnen. 


1) Laplace, Recherehes sur le calcul ‚integral et sur le systeme du 
monde, M&m. de l’acad. des sciences, annde 1792. II. S. 304. 

2) Cauchy, Memoire sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux 
valeurs €gales et de signes contraires par suite des transformations operedes 
entre les variables qu’clles renferment, Journ. de l’Ecole polyt., Tome X. 
S. 101 ff. 

3) Jacobi, De formatione et proprietatibus Determinantium, Journal f. 
d. reine u. angew. Mathem., 22. Band. S. 293. 

4) Ibid. S. 294 ff. 

5) Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, Leipzig 1857. 
8. 4, 1. (Entsprechend in den späteren Auflagen). 


$.2. Die Aufgabe, welche wir uns zunächst stellen, wird also 
folgendermassen zu formuliren sein: 


Gegeben ist eine Determinante „ten Grades 


dy 1 UNE Ye a, ın 


Ad 


I 


Ang ++ Ann 
dieselbe soll in ein Aggregat von zweigliedrigen Pro-- 
ducten umgewandelt werden, deren beide Factoren be- 
02 


Au a | 
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züglich Unterdeterminanten vom Grade p(<n) und (n—p) 
sind. 


Diese Aufgabe zerlegt sich folgerichtig in zwei Teile: Es soll 
nämlich erstens eine allgemeine Methode angegeben werden, nach 
welcher diese Zerlegung praktisch vorgenommen werden kann, ohne 
dass das Uebersehen irgend eines Gliedes möglich wäre; natürlich 
müssen wir zu diesem Zwecke die Anzahl der vorkommenden Ent- 
wickelungs-Glieder a priori anzugeben im Stande sein. Zweitens ist 
das Ergebniss der Zerlegung in Gestalt einer independenten Formel 
hinzustellen, in welcher als symbolische Ausdrücke lediglich die ge- 
wöhnlichen Summenzeichen auftreten dürfen. s 


Zur Erleichterung gehen wir von einer Voraussetzung aus, welche 
scheinbar allerdings den Charakter der Allgemeinheit alterirt. Als 
erstes Glied der zu bildenden Reihe soll nämlich das folgende gelten: 


iu ee | | Yp+hpHl -.. Apıın 


| 


WERE WIE 


Apı +... App | An, p+1 ... Ann 


v 


welchem offenbar das positive Vorzeichen zukommt. Dass jene Be- 
schränkung in Wirklichkeit nur eine scheinbare ist, kann leicht ein- 
gesehen werden, indes werden wir zum Schlusse unserer Unter- 
suchung noch einmal speciell darauf zurückkommen. 


x 


A A ” 
de nd mt Fl il nn un 


$. 3. Bezeichnen wir in jedem der einzelnen Producte, an deren 
Bildung wir nunmehr herantreten, den ersten Determinantenfactor mit 
I], den zweiten mit IZ, so können wir zunächst einmal die Festsetzung 
machen, dass Determinante 7 vom pten, Determinante IT vom (n—p)- 
ten Grade sein soll; ferner können wir bestimmen, dass die erste 
Verticalreihe von Determinante 7 stets den zweiten Index 1 besitzen 
soll, und zwar soll jede einzelne Determinante so beschaffen sein 
dass sowol die ersten als auch die zweiten Indices ohne jede Inversion 
von links nach rechts, beziehungsweise von oben nach unten, aufein- 
anderfolgen. 


ee 


Unter diesen Umständen wird in einer gewissen Anzahl der 
Determinanten 7 das Element @ı,, den oberen Eckplatz links ein- 
nehmen. Wir wollen demnach bestimmen, in wie vielen Gliedern die 
Determinante 7 stets das nämliche Element 4), an der bewussten 
Stelle aufweist; diese Anzahl sei M. 


Denken wir uns die Determinante 4 ganz ausgerechnet, so kommt 
das Element a,,, im Ganzen (r—1)! mal vor. Denken wir uns an-.: 


x 
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dererseits die von uns angestrebte Reihe bereits gebildet, So wird es 
an jenem Platze M mal erscheinen, jedesmal zunächst multiplicirt 
mit einer ersten Unterdeterminante von Z, also mit ( ?—1)! Gliedern 
und dann noch mit der Determinante I7, also mit (na—p)! Gliedern. 
Es besteht sonach die Identität 


IR, Bee 
 @-UV!m—p)!’ 


und es handelt sich weiterhin nunmehr darum, diese M Glieder wirk- 
lich zu finden. 


M 


Hiezu dient der Satz: 
Man bilde aus den Zahlen 
DR 


sämmtliche Combinationen ohne Wiederholungen zu je 
(p—1) Elementen und setze jeder einzelnen Complexion 
noch 1 vor; alsdann ist sie bezüglich die Reihe der 
zweiten Indices der ersten Horizontalreihe von Deter- 
minante 7, während die ersten Indices ausschliesslich 
Einheiten sind. Die Bildung der Determinanten // er- 
hellt dann unmittelbar. 


Um die Wahrheit dieses Satzes einzusehen, genügt es zu zeigen, 
dass M dem Numerus Oombinationum ohne Wiederholungen von 
(a—1) zu je (p—1) Elementen gleich ist. In der Tat ergiebt sich 
aus der Definitionsgleichung 


(r—1)!= [(n—1)(Rr— 2)... (an —p-+1)]. [nm —p) n—p—1) ..3.2.1] 
unmittelbar | 


Re (n—1)! X (n— 1) (n—2) .... RR VLLT, Rs; 


—@-U)!a—p)! (nah)! 


$. 4. Betrachten wir z. B. die Determinante 


| 4,1 442 443 Asa 155 | 
Aysı 22 Qgg Agıı A935 
Az Az,2 Agyg Qy4 Ays5 
Ag 842 Ay Ua 95 

| U 1 Ag Az Vz W595 


und setzen (n—p) = 2 (also p=5), so haben wir die Elemente 2 


’ 


4.3 
3, 4, 5 zu je zweien zu combiniren und erhalten 1958 Complexio- 
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nen. Wir formiren dieselben nach den bekannten Regeln der com- 
binatorischen Analysis der as nach und bekommen, indem wir 
die Einheiten vorsetzen, 


1529 19 2010225. 
12.471 30 
125 


Demgemäss sind die (M = 6) Aggregat-Glieder, welche das Ele- 


ment a,,, an den ihm angewiesenen Platze haben, die nachstehenden: 


11 Ara A| | Ay Ara Ara | 
| | Ay Gys | Fr I | dp Ay 
A951 Aaıg Az | - | |} Ag Agyg Ay | ’ 
Ay 9555 | 2 Az, Az 
| Ag Ayya Agız | | A351 Ayıg Aa 
yy dy,g Aysz A 43 Usa 
| | Ayz Ay | | | | 42 Us F 
Ay Asa Aa | | | 9 ı @2rı Ang Ama‘ I 
| Az33 Ay | | I 52 Us; | 
Oz, Ayı2 Agız | ı gıı Agıg @Oyn4 | 
Ayyı Ayız Ans Ars Ay A 
| Ay Ay | 14,2 Ayız | 
Ag Az Qyy5 | 3 Ay Ayyg Ayız | 
| | 5,9 Apyı | 5,2 Azıg | 
| 


Az, Az Agyyz | Az, Ag,ı Ay5 


Ehe wir die folgenden Aggregat-Glieder ermitteln, wollen wir uns ; 


zuvor überzeugen, welches Vorzeichen jedem der ersten M Glieder 
zuzuteilen ist. Hiezu verhilft uns der bereits früher aufgestellte 
Satz 6): 


Wird eine Determinante nach den Elementen einer 
bestimmten Reihe in erste Unterdeterminanten zerlegt 
und will man wissen, welches Vorzeichen das mit A ,k 
multiplicirte Glied ah Zerlegung erhält, so unter- 
suche man, ob 


ik 


eine gerade oder ungerade Zahl ist; im ersten Falle ist 
das positive, im zweiten das negative Zeichen zu neh- 
men. Natürlich wird vorausgesetzt, dass die Determi- 
nanteinihrer Normalform F-+a, ... Ann gegeben war. 


Denken wir uns nun aus den bereits entwickelten ein heliebiges 
Product herausgegriffen, dessen Determinante / von der Form 
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x SAUER, 45 Anh RE re 


day Agıs, (0352 Re 095,1 


ee aa A er A 


. . ’ . . . . « . . . . . ° 


I Ba per Aps,. 


sein wird. Die mit dieser multiplieirte Determinante ZZ enthält ein 
bereits an sich wolgeordnetes Diagonalglied und trägt deshalb von 
selbst das positive Zeichen, so dass es also lediglich auf das erste 
Diagonalglied 
Irre ft. ap 
der Determinante 7 ankommt. 
Das erste Element ist a,,, also tritt der Factor (—1)!H! vor. 


Dann erscheinen alle diejenigen Elemente, welche in der ursprüng- 
lichen Determinante / den ersten Index 2 besassen, in der neuen 


\ ESTER 
Determinante En mit dem zweiten Index 1, an Stelle des zweiten 
ä 151 . 


Index aber ist (s, —1) zu setzen. Ebenso tritt in der hieraus ab- 
027 
geleiteten Determinante nd an die Stelle der Indices 3 und 
dis: Ayss, ; 


s; bezüglich der Index 1 und (3 —2). | 
In dieser Weise fortschliessend erkennen wir: 


Das Diagonalglied 


Er BR Fi > Az 


erscheint multiplicirt mit folgenden Factoren: 


a 2 ee 5 Wr, De HF 


14 3 re au 
TE Ne a) ER 


d.h. wenn wir die hier auftretenden Summen wirklich 
bilden, so erhalten wir das Diagonalglied von Determi- 
nante Z/in folgender Form: 
IE 2 
2 i=1 
KL) x Ari: W978 4932 0. Opa, 7] «3 


*) Den in der eckigen Klammer befindlichen Bruch findet man, indem 
man von (I+1+1+ ...+16g+19) die Summe 1+2+ ...+?7—ı) = 


Ip - 
ara subtrahirt. Uebrigens scheint das hier inductorisch abgeleitete Theorem 
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In dem von uns oben angezogenen Falle ist ein für allemal 


2h3p zp 


—1. 


Dagegen hat man für die 6 Complexionen zweiter Indices der ersten 
Diagonalen, nämlich für 1, 2, 95.1, 2,4; 1, 2,5; 1,9, 40720055 
1, 4, 5 resp. die folgenden Summen 2: 


+3» = 243-5; 449 = 244-6; 4,2457; 
+8 =344=17; st =3d+5—=; 48 =4+5= 9; 


soweit sind die Factoren jeder sechs Determinanten beziehungsweise 
die folgenden: | 


5+1 6+1 7+1 
DD) =+1, DD =--1 -) =-47 


1 8+1 N 
Hu (Diebe 


Als rein empirische Controle mag noch die sonst übliche Vor- 


74 
a 


zeichenbestimmung einen Platz finden. Die sechs Glieder sind diese: 


Ay A2y2 Ay Aa Go; Ayyı 99 Ay Gy Az; Ay Aysa Az; Ay Azyay 


@jsı 923 Ay Ay Az; Ayıı Ay Ayız Ag Az; Aysı Ay Az; Agy2 Azız. 


Die ersten Indices sind hier wolgeordnet und es muss also die 
Zählung der Inversionen an den zweiten vorgenommen werden. Diese 
sechs Complexionen bieten deren nun bezüglich 0, 1,. 2,0278. ar 
also entsprechen ihnen die Vorzeichen +, —, +,4+,—,+, wie 
auch wir gefunden haben. ; 


6) Günther, Lehrbuch der Determinantentheorie, Erlangen 1875. 8.45. 


$. 9. Die M Glieder, welche bisher betrachtet wurden und nun 
sowol ihrer Zusammensetzung als auch ihrem Vorzeichen nach völlig 
bekannt sind, besassen in ihrer Determinante I als erste Colonne 
stets die nämliche 


Ay Ay Azyı..*» Apy- 


Nunmehr setzen wir fest, dass für jedes der noch übrigen Glieder 
die erste Colonne von Determinante 7 diese sein soll: 


41 pr Ytsı - >= Anyı- 
bei consequenter Anwendung zur independenten Bestimmung des Vorzeichens 


jedes willkürlichen Determinanten-Gliedes dienen zu können, ohne irgend eine 
Inversions- Abzählung. 


Se AH 


si RT El BEL m nun El ne 


a a a chin, 
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Damit ist zugleich ausgesprochen, dass Determinante 7 vom Grade 
(ra —p), Determinante // dagegen vom Grade p sein soll. 


Die Anzahl dieser noch nicht gebildeten Glieder ist leicht an- 
zugeben, bezeichnen wir sie durch N, so finden wir geradeso wie 
oben ($. 3.) 

3% (rn —1)! 
pa —p—1)! 


N 


Auch die Bildung der einzelnen Glieder ist jener früheren analog: 
Man bilde aus den Zahlen 
2 VAL IUEN 


sämmtliche GCombinationen ohne Wiederholungen zu je 
(a—p—1) Elementen und setze jeder einzelnen Comple- 
xion noch 1vor; alsdann istsie bezüglich die Reihe der 
zweiten Indices der ersten Zeile von Determinante Z, 
während die ersten Indices ausschliesslich Einheiten 
sind. 


Behalten wir unser bisheriges Beispiel bei, so haben wir, da 
ME 4 DIR 
(a„—p—1)=1 ist, im Ganzen 7 Combinationen zu bilden und er- 


1 
halten so die vier Complexionen 


' 12 
Re 
IT 
LH: 
4! 
Diess liefert uns N = Sr 4 Determinantenproducte: 
1,3 4,4 9195 : | Ag Ay 915 
la 17) | | a a 
| Agsı Usa ® 41 %43 . 
\ 123 Aa Ay | 3 Ay,2 Agrı Ray; | 
Ay Bye | | Aa Upg ı 
| Adg,3 Ay Azy5 Az,2 Az, A355 
Ay,2 Az 45 41,2 Az 4194 
j | | ! 
Ayyı 344 $ Ag U | 
| | 199.3 Ay Qg5 | 9 | ı 1 Agı2 Ay Ayyı |» 
Azıı 25r4 | Ass A555 | ı 
Ay, 3,3 Ayy5 A339 Agız Agya 


Auch die das Vorzeichen bestimmenden Betrachtungen reprodu- 
ciren sich im Wesentlichen, indem man sofort bemerkt, dass es nur 
wiederum auf den Charakter des ersten Diagonal-Gliedes von Deter- 
minante 7 ankommt. Da das linke obere Eck-Element diessmal nicht 
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Ay, Selbst ist, so tritt zunächst der Factor (IH, (1)pHH vor. 
Alle übrigen Bemerkungen bleiben dagegen erhalten, und nehmen wir 
also die Determinante 7 der zweiten Serie von N Gliedern in der Fom 


\ 

L 

pri Appl a er E 

5 ap+21 Apt2t, phil +». pr, _,—_ ; 

4 

aptBıl > ApEBnı Ep rBsta ee er E 

Any Anst, Ant, ee ansen pi 

b 

an, so erhält dieselbe die Factoren | 
p+1H1 11 144, —1 42 144, 1, E 
(1) 2.1) ED. 0 CH) 2.1) 


oder durch Zusammenfassung 


nn ge Fu 
zn 


tk 
(1) 


Für uns ist 


Sn—p+4i—(n—p)? _ 


2 6, 


Pr) 


somit berechnen sich für die zuletzt gefundenen (N = 4) Glieder die 
Factoren successive folgendermassen: 


+ 


2 6+3 644 5 
a) ee 


| 645 > 
=+1; Sy 7 ZT 


Stellen wir jetzt unsere Resultate zusammen, so finden wir speciell 
» 


ZT Q1y1 Qgng Ay Ay la = FA yı long Ay. SQ 455 — SH Q1 Ay Qy4- 
3 Hay 454 FE Ay App. SE 043454 ZA Aa Qu - SE 
049 45 — IT 0 aut LE Ayy1 49,4 Ayı5- I I Qyyg Az,5 
= EA A520 » 2+ 1.3 Ayya Azy5 7 + By %ang - S+ QAy,2 Qyy4 Ayy5 
+ EL a 0544 i E02 Ay SH: 2 G172 02,3 A3y4- 


$. 6. Suchen wir jetzt den Zerlegungsprocess durch eine all- 
gemeine Formel darzustellen. Indem wir zu jeder der bereits be- 
kannten Determinanten 7 die zugehörige Determinante I7 fügen, 
finden wir 
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aa WE a ET, 


EEE 


Any +.» . Ann 


A ss, 
(a—=1-H1, 142... —p-1) Ay Ay 
ED =9—l 
Be p 55 Azıı Azıs, 
na 2 i=1 
” (—]) 3. BE 
Apyı Apss, 


. .Ap+lys, —1 
Sehe Ap+3,s, —1 
. Ans, —1 


imsırleo - Omsml 


a IDEEN 


. Agss 


Ag, » p—1 


Ayys, oe... Agss Sp— SIT 


[7 [2 ” . . [I . 


» Qpys 


Apss, ea . p—1 


Ap+lss, +1 PRaNS Ap+1,s3—1 @p+1l.s,+1 ... Gp+lın 
Ap+2;5, +1 N Ap+2,52—1 Ap+2,8,+1 ... Ap+2yn 


Ap+3s5 N +1 | Ap+345,—] Ap+3ys, +1 ..e Ap+3;n 


Anssa+l ».». Ann 


159 


@p+1,1 Ap+1zt, Ap+1ptz .- Ap a 
(m = m-+1, m-+2...p--2) “p+271 @p42,tı Spt 2sle pt 2, 1 
| 
Bee. —(n— m\2k=n—p—1 ’ ! 
PerZenr, | arts “ptBst, Mptsrte- Aptart,,_,_ 
| E 
2 nr 
re (—1) x Be 
Anl Anıı Ang esse Enyt,, n-5—1 
a2 A +. Aphl Apsbıhl re. Aal Ayytahl ..: Am | 
Ag Ma + Anh -1l Ay Hl... Ay Aytahl +... Ayın | 
| 
X app Ayıy cr. Agtz-l Ay ee. Ayta—l Ayıtatl «. + Ayın 
SF apıg Apıy ... pt, 1 Apstitl ... Apia=l Aptzfl ... Apm | 
= Die den Summenzeichen oben beigesctzten Klammern besagen, 


welche Werte Jedes einzelne s und t anzunehmen vermag *). 


*) Eine kürzere Bezeichnung der einzelnen Glieder könnte man durch 
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Fragen wir schliesslich, wie gross die Anzahl der in diese Reihe 
eingegangenen Glieder sei, so müssen wir die für M und N gefun- 
denen Werte addiren. Es ist 


al, Wo ee 
Bla pt pin 


M+N= 


n! 


— p!(n—p)!’ 


wie dies denn auch aus Jacobi’s allgemeiner Formel (s. o. $. 1.) 
sich ergeben hätte. 


$. 7. Wie gleich anfangs bemerkt, galt die ganze bisher durch- 
geführte Untersuchung nur für den Fall, dass das erste Glied der. 
Reihe ein bestimmtes sei. Heben wir jetzt diese Beschränkung auf, 
indem wir die Annahme machen, irgend eine Unterdeterminante pten 
Grades sei als Determinante 7 des ersten Gliedes gegeben, etwa diese: 


Avıs w, Av, PL re / 7) f 0, 

Ayayı; Avawı » » . oazW,, 
[3 . . . . ® . * . 

Av sw VRERTIR Av sw 
W „Wa . PX“ 

p p pp 


Um nun gleichwohl das bisherige Verfahren auch hier anwenden 
zu können, verfahren wir folgendermassen: Wir machen diejenige 
Colonne, welche als zweiten Index die Zahl w, trägt, zur ersten, 
diejenige, welche den zweiten Index 1 hat, zur zweiten, die bisherige 
dritte zur zweiten ete., und endlich die bisherige (w, — 1)te zur w,ten; 
dadurch multiplieirt sich die ganze Determinante mit dem Factor 
(—1)"ı. Bringt man ebenso die bisherige wste Colonne unter den 
nämlichen Bedingungen an die zweite Stelle, so tritt der’ Factor 
(—1)”2=2 auf und so schreitet man foıt, bis endlich die früher pte 
Colonne nun durch die wyte ersetzt ist; der dadurch entstehende 
Factor ist 


Anwendung der Differentialquotienten gewinnen, indem man z. B. statt der 
ersten der vier obigen Determinanten den Ausdruck 


on—P4 
dann . Oan-1,n—1 SıKarte Oapıp . Cap_2,p—2 ... OQyyg 


setzte; allein die Uebersichtlichkeit würde aus dieser Substitution gerade keinen 
Vorteil ziehen, 
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i=p 
w—1+n—2-+..+up—p rn 
1) = (1) =! 


Ganz ebenso wie mit den Colonnen verfahre man nun mit den Zeilen; 
hiedurch erhält man den Factor 


y—1+%—2+..p—p Se 
1) - (y= 


und die Determinante 4 selbst hat folgende Gestalt angenommen: 


Avıyi, » E70, Arzt AU, 2. Avrzwı—l AvyywtL Av, yn 
I=» 
(ver) —p(p-H1) Av PLIFGREE Av w Ay „iA 2... Av 
RN p RE FE, 


a u Te Av ın 
GA) x O0, 2 Ay, 


Ay 2 Aayzw—1l Aw +1 + An 


Ans, + Anm, Ani An. Anwj—l Anywt1 +. Anın 


Diese Determinante besitzt allerdings nicht die von uns zu Grunde 
gelegte Normalform, kann aber leicht auf dieselbe redueirt werden 
wenn man sie mit einer Hülfsdeterminante 


% 


B) 


AlsI AlsII ... ARN-I QA]I,N | 
ı @lII GIIsII Ra QIRN—I @I,N | 
AN—LI QAN-III... AN-hN-I AN-ILN 
INT ON... ANN—I aN,N 


vergleicht. 


Soll z.B. in der oben betrachteten Determinante fünften Grades 
die Unterdeterminante 


Ay, Ay 94 


An 3 Ay 


Az Azız Azyy 


als Determinante Z des ersten Reihengliedes erscheinen, so setze man, 
da der Exponent von (—1) jetzt den Wert 8 annimmt, 


“ 


I Y [+ Ab: Fr - PX \\ En ar A 0 N u a Fe fi 
DENE RE 3 3 a a ansie SEr  5 t: 
in ne rer > 2 N 2 her u ANSET Bade Ir le a 
er N RE a ae a SE a ie Er ah 
Y ZU EN 2:7 ” > £ “x ar 0 
ER Pr ne E * 
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Ay Ang Ay Ay Aa aAnI AlıT ALIII ALıY AV 


a2 Ay A Ayı Ay | @InI AIRII AI,III AV AlsV 


I 


Re Ms al 


AII,I Q111,JI @IM,I1I AII,IV AI V 


A4,2 Ayız Ay Ay A am alv,II alvsIT aIvIV Am,V 
| 
| 


Ay Ayz Ay Ay Ay | 


|anı av,ıı ayvıı Gary Amy 


entwickle diese Hülfsform genau nach den in $. 5. und 6. gegebenen 
Regeln und setze zum Schluss | 


— 22, IU=23, ITIH 32% I’V=21,. IV -25, 


NI=-4, HIU-4, NMNO=-4 uow-M4 Dyzs 
ITI-52, MU=53, IM—54, UWVW—51, HIV—55, 


vI=2 vo=33 vm=-14 mV —-i, wo 
"Je V E=38,: 7 = Ba ov wear 


Jedenfalls wird: lediglich bei einer derartigen Behandlungsweise 
das wichtige Corollar der Laplace’schen Theoreme dem Anfänger 


vollständig klar werden, welchem zufolge, wenn p(n—p) ein Rechteck 


erfüllende Elemente sich annulliren, die Determinante selbst als Pro- 
duct zweier Determinanten vom pten und (a—p)ten Grade sich dar- 


stellen lässt. Ist nämlich in der Determinante 1 das Elementen- 
Rechteck *) 


Ay, yıo, Avyia RR Ave, VE 
Avz,w, Avgytöa 0. PR (0) AN. 
da; dy . . . Av Is . 
mp1" ’n—-p-1?"2 Yun p— 17% Ö 6) 
a w av nn, 1 Or De 
pr mp2 pp 


und bringt man durch eine Folge von Reihenver tauschungen, welchen 
die Factoren r 


w; mi Wa—2 w —p 2, —(n—p) 


ED eeNT Be. = p 


entsprechen, jenes Rechteck in die untere linke Ecke des Quadrates, 
so resultirt 


*) Die Doppelstriche der Einfassung sollen hier nicht etwa besagen, dass 
man es mit Matrizen, sondern lediglich, dass man es mit Ve ir ETIBEN Sche- 
maten zu tun habe, “4 


L \ 
fe L u A HNb* r IL 
Mae 3070 10 Kö un 2 Mg il 1 rl re an ir a dan Km ul Wahn © 
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Ayyw, Ayywy yo, Ay Al Aw, +1 An 
mar, Ada Ayzu,, Qay1  Aaw—l Aw, +1 dan 
Answ, Anyig ++. Enzo, Ansl Anl Any, +1 . Anın 

AP 0 19) BO) Av,;s1 „. Ayo, —1 Ay yo, +1 ... Ayıyn 
(6) 10) ... Ö Avaı1 .. Av,yw, SER I Avsyw, f 1 Ei Avsın 
Er... G 


%—p—ı?1 vos nn —ı tl Eee ,_n-1* 


0 0) RAN dv 


np pi —l MD, pmıtl .. Eu, _ pr 


Ay, Ay,w, A, 


Ay, AyıW, Se Aa, 


e=P =n-p nm? 3 
(Ere+ 2 m an 22 


o=1 o=1 
m (—1) | x . . . . ° . . . . | 
Anyw, Ant, » Anm, | 
Avız1 + Ava — yo, +1 .. Avın 


. “ . . . . ® . . [ . E2 . - . . * ® . CC} . 


| 
| 
Avasl cr A —l Ayo, +1 0. Avaın | 


dy ren ey Ye w—l %,_pPıtl Are lH iR 


Die hier gegebene Regel, das Vorzeichen des im gegebenen Falle 
allein übrig bleibenden Gliedes zu bestimmen, halten wir für neu; 
erst durch sie erhält der so sehr verwendbare Satz die rechte prak- 
tische Brauchbarkeit. 


$. 8. Man erkennt leicht, dass die hier gegebene vollständige 
Discussion der Zerlegung in zweigliedrige Summen auch die mehr- 
gliedrige involvirt: 


Soll eine Determinante ausgedrückt werdenaals eine 
algebraische Summe von Gliedern, deren jedes aus kDe- 
terminantenfactoren besteht, so führt man dies Problem 
direct auf das im Vorstehenden gelöste zurück. 


Der Grad der ursprünglichen Determinante sei n, die Grade der 
Unterdeterminanten, von denen immer Je kA mit einander multiplieirt 
in der Reihe erscheinen sollen, seien bezüglich g,, 93, 93... gr, wobei 
natürlich 


AtRt..-+m= 


N EZ NE ee IE a ww " 
- „ er u; 


er 
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sein muss. Dass die Anzahl der Reihenglieder dann 


n! 
GTSOsl ara 


ist, lässt sich durch Induction unmittelbar aus der von uns bereits 
bewiesenen Relation ableiten. Was dann die Zerlegung selbst angeht, 
so kann man dieselbe in folgender Weise bewerkstelligen: 


e 


Man betrachte zunächst den früheren Fall gegeben 
und zerlege die vorgelegte Determinante in ein Aggregat, 
dessen Glieder bezüglich durch Multiplication zweier 
Determinanten vom (ar —gı)ten und gnten Grade entstehen. 
Jedes einzelne dieser Glieder behandle man ebenso; die 
beiden Factoren jedes Aggregat-Gliedes werden nun- 
mehr Determinanten vom r»r—gn—gn-ı)ten und g-ıten 
Grade sein. Diesen Weg consequent fortsetzend gelangt 
man schliesslich dazu, die ursprüngliche Determinante 
in Form einer Summe darzustellen, deren einzelne Sum- 
manden Producte aus ADeterminanten vom resp. 9, 98--- 
guten Grade sind. 


Sollen wir etwa die siebenreihige Determinante 
Ay, 4192 Ay, Ay 5 . As Fu 


Azıı Ayı2 : @y3 Azıy Az0 | Ayıg Ayız 
Ay 842 : Agyg Ag Au; | Ay Ay 


Oz Ar : Ayız Apr Ayı5 : Ayıg Ası7 


Ag 2: Ang Mara Any : Anne Marz 
Ar Ga : Anz Ar U Us Uay 


' so zerlegen, dass h=3, ı =2, 9g = 3, 95 = 2 würde, so müssen 
wir zunächst wiederum eine arbiträre Bestimmung treffen, in welchem 
Cyklus die Zerfällung vor sich gehen soll. Am naturgemässesten 
werden wir handeln, weun wir nach den im Schema angegebenen 
Linien zerteilen und als erstes Glied der zu bildenden Reihe ‚das 
Product 
Ay, Az 9355 
24 %%2 Age 8637 
+ | Ay Ay Ay |» 
Ay, Ay Un Un 
A;,3 Az A535 
gelten lassen. Alsdann ist der Charakter des Zerlegungsprocesses 
völlig bestimmt; ist z. B. als Determinante ZZ die folgende = 


a, N Ce | 


eh a Dee 1 Am a u 


ar Jb0 ul a day an Du a El ann nd = 1. 00 


La 


A u en. ur Sin 


ee . Me Fer A Ri ; EI 


A ER a Fe a 
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Ay 866 
Ar, 6 


gegeben, so erkennt man sofort, dass dieselbe in der erst gebildeten 
Reihe in Verbindung mit der Determinante 


Qy32. Ay Ay, Ay Ay 


| 
| 
Ag, Ayyz Qg4 Qay5 Aaı7 
Ay Azy,z Ay Ay Qy7 
Qy2 Ay Ay Ay Ay 
Az Ag Az Ay: Ayı7 | 


auftritt. Handelt es sich dann darum, das Vorzeichen des Gliedes 


| 

Ayız Azyı Ay | 

| au, Ays | | 
Agsz Ayya Ay 


| Ag Qa5 


Oz Ay Apr | 

a priori zu bestimmen, so ist zweierlei zu tun. Man muss vorerst 
das Vorzeichen des Productes aufsuchen, so lange es nur aus zwei 
Gliedern besteht; hier ist 


BR Een BERLIN D kl 
er Sue — 8, u tk =-t—= IK 
1 


also haben wir den Factor (—1)8+? = —1. Der Fall, in welchem 
die erste Colonne nicht mehr als ersten Index 1, sondern eine andere 
Zahl aufwiese, lässt sich sofort auf diesen zurückführen, wie wir 
gleich zeigen wollen. | 


Denn wenn wir jetzt den zweiten Teil unserer Aufgabe in Angriff 
nehmen, müssen wir darauf achten, dass unsere Determinante fünften 
Grades nicht in der Normalform gegeben ist; denken wir uns aber 
wieder eine  Hülfsdeterminante & + ar aızır aııı,ıı aıv,Iv ay,y ein- 
geführt, so erhellt, dass die ersten Indices beider Determinanten die 
gleichen sind, und dass, um von der zweiten auf die erste zurück- 
zugehen, die zweiten Indices lediglich um eine Einheit vermindert 
werden müssen. Wir müssen demnach eigentlich das Zeichen des 
Productes 
| anni annıı aın,vI 


| anı anıV 
amv,II @am,IIT QaIyVI 


| an AILıv 
av avı awvI 


ermitteln; hier ist 
Teil LIX. 10 


RE e 
KH) WIN er 
U NS 


Eh 
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‚ Umz il X > F 
a op B REM ö 
‘=1 u 


also tritt (—1)2+4 vor. Im Ganzen wird folglich dem fraglichen aus 


drei Determinantenfactoren gebildeten Gliede das Zeichen 
1 (—1)8+7+2+4 ee 


beizugeben sein. 


Es unterliegt wohl-keinem Zweifel, dass auch in diesem allge- 
meinen Falle die Vorzeichenbestimmung aus einer independenten, 
aller Wahrscheinlichkeit nach freilich höchst complieirten Regel ent- 
nommen werden kann. Wir begnügen uns jedoch, dies für die prak- 
tisch wichtigste Specialität direct nachgewiesen, im Uebrigen aber 
einen Weg angedeutet zu haben, wie die Zerlegung sich factisch be- 
werkstelligen lässt. 


$ re, ee vi 2% . 
p BIP 4, 4 £ er . PN are 
& ch 2 2 ee a Te Re 
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XIV. 


Studien zu Fürstenau’s neuer Methode der Darstellung und 
Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen durch 
Determinanten der Coefficienten. 


Von 


Herın Hans Naegelsbach, 


Gymnasialprofessor in Zweibrücken. 


Die neue Methode Fürstenau’s, von ihm bekannt gemacht in zwei 
Abhandlungen, Marburg 1860 und Marburg 1867, iu weiteren Kreisen 
wohl bekannt geworden durch ihre Aufnahme in Dr. Günther’s Lehr- 
buch der Determinanten, beruht darauf, dass durch Elimination aus 
einer unendlichen Anzahl von Gleichungen die dem absoluten Wert 
nach kleinste, resp. grösste Wurzel einer algebraischen Gleichung 
gefnnden wird als Quotient zweier Determinanten von unendlichem 
Grad. Durch eben solche Determinanten lassen sich dann auch die 
Coefficienten derjenigen Gleichung kten Grades darstellen, welche die 
k kleinsten, resp. grössten Wurzeln der gegebenen Gleichung zu Wur- 
zeln hat. Von einem Paar absolut kleinster oder grösster complexer 
Wurzeln lässt sich also die Summe und das Product durch solche 
Determinanten darstellen. Indem man statt der unendlichen Deter- 
minanten solche von endlichem, allmählich wachsendem Grad nimmt, 
erhält man Näherungswerte für die Wurzeln. Die Annäherung beruht 
darauf, dass bei wachsenden Exponenten gegen eine Potenz der gröss- 
ten Wurzel die gleich hohen Potenzen der übrigen Wurzeln immer 
mehr verschwinden. Hier zeigt sich die Verwandtschaft der neuen 


10* 
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Methode mit einer schon von Daniel Bernoulli vorgeschlagenen, von 
Euler, Fourier, Stern weiter ausgebildeten Methode, nach welcher 
von den mittels der Newton’schen Formel zu bildenden Summe der 
gleichen Potenzen ausgegangen wird, und ebenfalls die Coeificienten 
der Gleichung bestimmt werden, welche die k grössten, resp. kleinsten 
Wurzeln der gegebenen Gleichung zu Wurzeln hat. Die Rechnung 
selbst gestaltet sich schliesslich bei beiden Methoden ganz gleich. 
Es soll durch diese Bemerkung keineswegs der Wert der neuen Me- 
thode herabgesetzt werden, sie hat ohne Zweifel ihren eignen theo- 
retischen Wert und in Bezug auf praktische Anwendbarkeit scheint 
sie einer weiteren Ausbildung fähig zu sein, die ihr den Vorzug vor 
jener älteren Methode verleihen dürfte. 


Für den Verfasser dieser Abhandlung hat die neue Methode 
besonders deshalb Interesse gehabt, weil sie in nahem Zusammenhang 
steht mit einer Classe von symmetrischen Functionen, die er in einem 
Programm des Zweibrücker Gymnasiums vom Jahr 1871 ausführlich 
behandelt, und dann wiederholt angewandt hat in Abhandlungen, die 
in der Zeitschrift für Math. u. Phys. niedergelegt sind. Ist x —=0 
die gegebene Gleichung, so sind diese Functionen nichts andres als 


; 5 1 v 
die Coefficienten der Entwicklung von Fa nach fallenden, resp. stei- 


genden Potenzen von x, und Fürstenau’s Determinanten sind die Dar- 
stellungen dieser Functionen durch die Coefficienten der Gleichung. 
Aus diesem Zusammenhang ergibt sich eine wesentlich vereinfachte 
Ableitung der Methode, eine bequemere Darstellung und der genaue 
Ausdruck des Fehlers, den ein beliebiger Näherungswert in sich 
schliesst. Durch den letzteren erhält man Aufschluss über die Art, 
in welcher die Annäherung vor sich geht, und die Möglichkeit, Cor- 
recturen anzubringen, welche die Genauigkeit wesentlich vergrössern. 
Der letzte Punkt soll in einer folgenden Abhandlung untersucht wer- 
den. Ueber den vorletzten Punkt ist zu bemerken, dass mein Freund, 
Dr. Günther, bewiesen hat, dass die aufeinanderfolgenden Näherungs- 
werte der Wurzeln sich als aufeinanderfolgende Näherungswerte eines 
unendlichen Kettenbruchs darstellen lassen. Der Schluss aber, den er 
daraus gezogen hat, dass nämlich die Näherungswerte abwechselnd 
grösser und kleiner als der wahre Wert sein müssen, ist nicht richtig. 
Der fragliche Kettenbruch kann auch negative Zähler enthalten, und 
dann verlieren seine Näherungsbrüche jene Eigenschaft. 


Die Kenntniss der Fürstenau’schen Abhandlungen ist bei dm 
Folgenden nicht vorausgesetzt. Was von des Verfassers eignen 
früheren Arbeiten zur Anwendung kommt, soll, soweit es das Ya 
ständniss erheischt, kurz wiederholt werden. ; 
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SH: 
Es sei 


fe = #084... +m= (0) @—0).. RR es 


die gegebene Gleichung, so ist, wie bei Baltzer, Theorie und Anwen- 
dung der Determinanten, 4. Aufl. $. 10, 9., zu finden: 


1 ee) 


8) =2 (a? ... &y) WINE, 
fe y=0 = 
wobei 
a,rtn—1 tr 
b & r ... [04 \ u ee ... a Tr Ve Tage: 
) ( 1 n) f'(e,) <br I) 
EN DE ar—2, art 
== DIE LEN $ 00°, sl, ... oN—2, orHr \ 
I(t, ... &n) ARE TE RNIT ME SEE TOR 


Dabei hat man auch noch 


c) (&4" ..04) = Sa 00.2 nr, 
a+b+..n=r s 

. d. h. kurz ausgedrückt: (&,"...«„) ist die Summe der Combinationen 
rter Olasse mit Wiederholungen der Elemente «,...«„ gerade 
wie die Coefficienten von fx selbst die Summe der Combinationen 
ohne Wiederholungen derselben Elemente sind. Aus der Defi- 
nitionsgleichung ergibt sich noch unmittelbar, dass (a,"...&) = 0 ist 
fürr =—1, —2, ... —(n—1) und:gleich 1 für r = 0. 


Ganz analog ist nun auch, wie ich in dem erwähnten Programm 
gezeigt habe, 
d) 


gr 
——— (0,77 Re &) ‚ontr, 
% 21 


Für die (@,="...«„) gilt als Definition noch immer die b), wenn man 
dort r negativ nimmt. Statt der c) aber hat man 


e) VIENNA a en RT EL ERR : Fender 
0,109...0n a+tb+..n=er—n 


Man könnte also sagen, (2... 0.) ist die Summe der Combinationen 
(—r)ter Classe mit Wiederholungen der Elemente «,...«„, doch ist 
der Ausdruck unverständlich ohne die beigegebene Gleichung e). 


Für die (@,"...«„), für die ich die Bezeichnung Divisionscoeffi- 
cienten Korgöschlagen habe, folgt nun aus a) und d), gültig für jedes 
ganze r, die identische Relation 


a 
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f) (&"..) + Ola I...) On -ıa TH...) + One...) = 0. 


Eine zweite wichtige Identität, auf welcher die Resultate dieser Ab- 
handlung wesentlich beruhen, ist die folgende: 


8) (01... m) — c (ar) C? (a?) .. ; 


(ir) (moi 1%) 


..t+D ce (ar...) (ar) 
(ni+1n) 


Dabei bedeutet c« die Summe der Gombinationen ater Classe 
ni4ln) 
ohne Wiederholungen der ö Elemente «1-41, @n-i42, ... @n. Diese 
Identität ist ein besonderer Fall einer allgemeineren, die ich in der 
Abhandlung über die independente Darstellung der Bernoulli’schen 
Zahlen, Jahrgang 19. der Zeitschrift für Math. u. Phys. p. 220, be- 
nützt habe. Für den besonderen Fall gibt wohl den einfachsten Be- 
weis die Identität der Entwicklungen von | 


Wurze An=i}l) (2 — &n-i+2) . (— an) ande 7 1? a 
(2 — 0.) (CE — 0) ... (2 — 0) (2 — 0,) (© — 09)... (2a — Un) 


Ein besonderer Fall der g) ist wieder die Relation 
h) (ar dee &n) = (c" 3443 ni) n— Op (ar so. On) 


welche sich auch leicht aus b), oder aus c) und e) ergibt, und daraus 
abgeleitet 


(a; ... 1? +1 .. . En) — (e .. . rl Rk+1 an &n) 
Oki 


i) = (a1: on). 
Einige weitere, in der Abhandlung nur zu Umformungen angewandte 
und zum Verständniss des Ganzen nicht wesentliche Identitäten sollen 
noch hier ohne Beweis zusammengestellt werden. Bezüglich des Be- 
weises. muss ich auf das Programm verweisen. Man hat allgemein 
bei Determinanten nten Grades 


m ” 
ER 


ee] 
Io... Cu) 
| An, AmP... An” 
(a... an), (o,P ... 0) DE 


| (u,m71 LER An), (PA ode &) ... (@, r—1 ... &n) 
(am-ntl TR &n), (a, Pt] FR en) ur (art ... On) 


und deshalb auch | “A 
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(0° ... 0%), (&,P ....&n) el rn) 
1) Den en) er) 


RE in), (PL. on) lat) 
(2,®t4...0,), (Pt? ... 0) .. (0177...) 
(ron),  (arptol..o) lartITr..0n) 


= (0,0... 0n)9 


(a mta—-ntl,, 0), (a,Ptae-n+l dds &,) ir (a,tg9-n+l elis &y) 


Um aber solche Determinanten durch die Coefficienten der gegebenen 
Gleichung auszudrücken, dient die Identität 


(0,17...0n); (d4° 2... &n), CO 0) 
m) ee re) 

re) rl)... 
En), (Tre), (0,%..:0,) 
TE TE 

Ra En), (a HU... 0), (0,0 Rt... on) | 
n.n—l 
7+5+...2»+0— 
= (— 1) 2 . CyI 


Co O5, Sir, Co—r—1; Co-r+1; ... Co-u—1; Co—-uHl; ... 

x Co RE Cy—i—2, Co—r, ch Co—-u—2, Co—u; 

... Cy-t-1, Co—t41, ... Cy-s-1; Co—-s+1, ... Co-g—1 

... Cy-t-2, Co—t; ... Cu—s—2, Cu Br Cy—g-2 

Die erste Determinante ist vom nten Grad und die 9, s,£... 

u, v, w sind steigend geordnet. Die zweite Determinante ist vom 

(»—qg—n--1)ten Grad. Die Indices der C nehmen in jeder Colonne 

von oben nach unten je um 1 ab, und für diejenigen C, deren Indices 

grösser als » oder negativ werden, ist Null zu setzen. Determinanten 

von der Form der ersten aber von niedrigerem Grad lassen sich, 

ohne die Form zu verlieren, durch Ränderung leicht auf den nten 
Grad bringen. 


Endlich lässt sich das Product zweier solcher Determinanten 
nten Grades in eine einzige solche Determinante, bei der aber auch 
die Indices in den verschiedenen Zeilen um andere Zahlen als 1 diffe- 
riren, verwandeln durch die Identität | 


(nn), GAST Su (0°..0n), (MO) 
n) (a,r1 ... u), (0,81 el An) 3% (a1 ee An), (a, v1 ... &y) 


(ar Ave &y), (a5 rH1 BR 7 BO (a mtl 2 &y), (a, =nHl a) 


(MV ER en), (8,77 In—1,, An)... (a An), Age u An)] 
x (Er an), la Aa). (ein? an), (972...) 


(a?...cn), (9.0) ... (1 °.. en), (a...) | 


KOT EN EEE TE (AV. 0n),. © (u 
kN HET (2° 8...0n), (0,9 %,..0,) 


(0,79. .. Ay), (0,09 ... &n) ... (0,79 . Rn), (0,079. ae &) 
F (ah, x en), (a EN, Cn) Ze (ar =h, YR en), (0,0, 14. Cy) 


Diese Formeln sind sämmtlich Identitäten und bleiben richtig, 
auch wenn unter den « gleiche Werte vorkommen. Im Folgenden 
denken wir uns durchaus die « ihrer absoluten Grösse nach geordnet, 
so dass a, die kleinste, «„ die grösste unter den Wurzeln der Glei- 


chung / = 0 bedeutet. Bei complexen Grössen vertritt der Modul 
die Stelle des absoluten Wertes. | 


Zu den Fürstenau’schen Resultaten führt nun einfach die Unter- 
suchung, für welche Werte von » die Entwicklungen a) und d) con- 
vergent bleiben. Man findet sofort, dass für wachsende r das Ver- 

TE ö : : 
hältniss a n sich dem «„ nähert, wenn «, ein einzelner ab- 
1 nl 


TIER 
solut grösster Wert ist, und ebenso, dass r 4 “ ) sich dem 
1 ... n 


Wert «, nähert unter der entsprechenden Bedingung. Sind aber 
%n-ı urd a„ absolut gleich, so findet man für jenes Verhältniss andere 
Ausdrücke, die durch Elimination die übrigen Resultate geben. Ehe 
wir darauf im nächsten Paragraphen eingehen, sei noch, um später 


Weitläufigkeiten zu vermeiden, bezüglich der Bezeichnung folgendes 
festgesetzt. Es ist immer 


9: = (2 — a) @— 05)... (c—an_ı) = a1 Gar... Gn-1; 
hr = (8 — 0,)(@— 09)... (Ce —ay_2) = ar 2 Han St IH 


iz = (© — 9) (E—R,)...(e —0y_3) = ar art m, An-3, 
Gx FI (e— e,)(2— ,) ... (x 7.78 Rn-4) > le us Q, ans A An-4, 
2 = (— 9) — 03)... (&—- 0) = al Kar 2, Kn-, 


la = (2,03) (m =0,).... (ea u) a2 —-L, a" 73-4... Im-2, 
My, = (2 — a,)(@— «,) ... (© — 0.) >= an=3-- Mar 4 A My-4.. 


En Zi 0. | Bla. 20 Ban a 1 KT na al nen a da ed a a a a ch 


Sc 2 Dar vn 


I 
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Die ersten Ableitungen dieser Ausdrücke mögen dann durch einen 
Accent bezeichnet werden, so dass man z. B. hat 


Ye er = (cy = a) (an — 09) at (fy Ton On-—1) = ga, 


$. 2. 


Ist «„ ein einzelner absolut grösster Wert, so nähert sich mit 

eu 

wachsendem r (&"”...«@„) dem Wert We 
[7 

N 


‚ denn man hat 


0 1 _ r+n—1 
“nn. Ra ir 


0 1 En . > 
09,5 O9 Ba Pi 2, ar tn ’ 


1 


Be en 
Ra “ I... &n) 


n—1), An-1T.>. a rt? 
| Ln— 
| on, Ay! ER An” en Ay’ +n 1 | 


a,\rtr-—1 
0 1 Fe TE 
G, a, 0" = (“) 


Up 
ado\rtn—1 
1 2 _2 
0), Ag ag” ’ (@ ) 
An’ } n—1l N 
Ia, re nn) [} * “ C} ” E . . . . . [} 
&, ı\rtR-1 
n—l, Rn—l1 +... An—l ’ | 
On 
an, Ay] we Ann—2, 1 


Hier werden in der letzten Colonne alle Glieder null für r — 
mit Ausnhame des untersten, die Determinante reducirt sich auf 
Aaı...au—ı), und man hat 

i rijn—l 
(ifo) N art Er 


ey 


. Ir . x = Hr On) ; 
Hieraus folgt, dass für wachserde r immer näher wird re) = Ay. 
1 ... 177 
In der Tat, man hat wegen («,"...&,) = ala "1... m) + (0"...&n-ı1) 
für jedes ganze r identisch 


(« on): IN.) 
3 en.) 


Wenn also der absolut zweitgrösste Wert «„-ı ein einzelner ist, hat 
man nach demselben Princip mit wachsendem r immer näher 
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Ist zweitens &,.-ı =— an, so hat man wieder 


r+n—1 
1 b) 4 ... en 
r+n—1 
29 2 > FR 
) art n 
EN Aare‘ . 
Be a ee ee 


&n-1°, Mm-ıl.. OR LTTE (0 = 
n 


au, nt er Ann=2, 1 


aber für r = © bleiben nun in der letzten Colonne die beiden letzten 
Glieder endlich. Entwickelt man dann die Determinante nach Partial- 
determinanten der beiden letzten Zeilen, so erhält man 


wenn r—+n gerade: 


artRn—2 
(ar. 2% &) = a Say? ‚En-2-+ On? ‚In-4-.. Je 
en 
wenn r+n ungerade: 
— at 


n— 
(But ) = —— a ‚An-3-+ An®. Hn-5+.. + | 
ha,.h- -a,, 


oder anders geordnet 


wenn r gerade: 


— 1)%.. a,r4n—-2 
(2,78 .,0n) RT EI Hg. 0&n"=2 + H,.onr 2... 
en 


(— 1)* .aurtR—2 
ha, 9 


wenn r ungerade: 


— 1)r-1. „,r+4n-2 
(0,”...0) = ee F [H,.0*3 4 H,.oyr-5-.,.} 
ad.» en 


(—1)*.a,t%-2 
I Ta 
ha, " h-a, 


wo also c, und c, von r unabhängig sind. 


Die Quotienten zweier aufeinanderfolgender Divisionscoeffieienten 
nähern sich also abwechselnd zwei verschiedenen Grenzen, dagegen 


\ 5 ? CAR) 
wird mit wachsendem r immer genauer — I _ &n2. In der 
(0,7 AR) 
Tat, aus der Gleichung g) folgt für = 2 und 1 = — a, die 
Identität 


(ar...) = an2(a72...m)+lat... &n-2), 
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demnach hat man identisch 


2) Aa...) _ nt (&” ... @n-2) 

(0,'72 Bee &n) „ 
Ist demnach «„-3 absolut < @„-2, so wird bei wachsendem r immer 
genauer 


r _9\r+n—3 Gn.Aa..h-a 
28) = nn 2 1)* ee oder 
1 .. 


. En) 2901 


ee: ee 


An—2 fe n—3 On. ha, . he, 
0202 


teen 


je nachdem r gerade oder ungerade. 


Seien nun drittens die beiden grössten Wurzeln conjugirt com- 
plex, und zwar m = R(cosp-+Hi.sinp), an-ı = R(c0sp —i.sinp), 
&n-2 aber absol. < 7, so dividiren wir wieder in der Determinante, 
welche («,* ... «„) darstellt, die letzte Colonne mit Artr-1, und multi- 
plieiren dafür aussen mit dieser Grösse. Es werden wieder für r—= » 
alle Glieder der letzten Colonne mit Ausnahme der beiden untersten 
verschwinden. Wird sie dann nach Partialdeterminanten der beiden 
letzten Zeilen entwickelt, so erhält man 


Rrtn—2 
ha, ‚ha,_ „‚sinp 
X Bn=2 sin(r en "3,sin+2)P... Hu-2.R'. sine tn —1)p} 


Hier ist ersichtlich das Verhältniss zweier Divisionscoefficienten von 
r abhängig. Nun ist aber, wenn zur Abkürzung 


Sees an) Fe 


H,. R"r—2sinrpg-+ H, Rr=3sin(r+1)p+ ...—= Ar und 
H,.Rr-2cosrp-+ H, Rn-3cos(r+1)9+ ...= Br 
gesetzt wird, 
11 Rrtn—1 
r4 u 
(, &n) BEER: u (Arcos2p-+-Brsin2y), 
Rr+n-—2 5 
RN) A re Br 
(a, &n) 2 ha sin p (Arcosp-+-Brsing), 
RB 
r—l SE DET IR . 
TE Ne) Fer ha, ha,_, sin p Ar, 
$ Rrt+n—4 
r— REN N 1% TE FI er 
(a, 3 On ha Ra, , sin (Ar cosp— Brsing). 
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Hieraus ergibt sich 


(a,rt1 ... Ay) 10x 2 Br Ri 
(url...) R cos 2p -1- He sin 29 ’ 


(0, ... u) Br. 
(arT.. En) 2Rcosp=R (cos 94 a, o) 2Rcosp 


(o,r+1 >05 u) 


B : 
= R?’+R? (cos 29 + 3 sin 26) —= R?’+ 
Andrerseits aber ist auch 


(a,r=2 on. &n) Br P 
Na —R (cos DE: re ’ 


also 
(a? A &y) y (a,'2 ... &%y) 
2R.cosp = (rl...) +R (ar—1 ER, 
und 
a6) BR TOSE _._(&” ... @n)? + R? (=? m) la*... N 


(ajr-1 ... Cn) (rn: an)? 


Diese Werte gleichgesetzt geben 


(art ee au) ran (0,7 che 7 


(ar 2 rn) lt 
a 


u) (rl... 0)? (ar-l... @)2 r 
und hieraus 
m _ (a...) — (art... n)(ar-T...0) 
(a,r-1 ... a)? — (&," ... &y) (0,72 ... u) ? 


und dann sofort auch 


(a7... m) l...)—(ayrtl... &n)(ar-2... 0) 
pe (ar1... m)? —lar ... m) (art? ... m) 
Man hat also gefunden, welche Ausdrücke für ein unendlich wach- 
sendes r sich immer mehr dem R? und 2R.cosp nähern. Um auch 
hier wieder die Näherung controliren zu können, gehe ich zurück 
auf die Identität, die für jedes r gilt. Man hat aber, in Determi- 
nantenform und mit Hülfe der g) die Identitäten 


(Te 


En 22 


BE ne 1. BE äctpe. Zum 008 Bde Zn Eee hen aa 1 a an nn, rn In 


BEREIT WERE 


ax. 
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(ar.by), (art 0) | 
(art... on), (&4" ... &n) | 
| (ayr- ln an) .. n) 
re en), (1... m) 


3) 


(4 .En); (@n—ı-+-0.) (Or .&n) um TE. Y)t(ortt. ‚&n—2) 
ACER 1,04), (&n—ıt&n) a1’ 1...) ann 1°... an)+ (0ı”.. .&n—2) | 
othe)i s0r BEN NA AR Fe RR TR 
(ayr- 2.0), (a," 3.0) 


(0n)s. (a1 152.048) 
(ar!...an),  (84r.0n—2) 
(rl..on), (a7...) 
(a,'=2...04), (178...) 


— On O&n—1 2 


und 


a 0), (art! .. ou) 

(0,72... &n), (” ... En) 
Kart... an), (a7... m) | 
(ey lat. &)) 


(a; ITEN an), (&n—ı--en) KOER .&) —Ay—10n(04’ ri, „&n)+(a rl. „&n—2) 
—_ I(a,"” 2, „&y), (an—ı1- -Lay)(a... Mn m) (a? in 2) 
Karmt..en), (d”...@n) | 
(&'2...an), (&"71...0n) 


K(ar1..an), (ai"t}...an-2)| 
(ar 2,..0&n), (4”...n-—2) 

(ei I. „&n), (070) | 

MB. ..&n), (ar1..en)| 


— (m—1 2 Ay) 2 re 


Ist also au absolut > «n-3, so wird bei wachsendem r immer 
genauer N 


(0,7...n), (artl...an) 
(arl..on), (&4”...Cn) 
(ar ...n), (&,%...0n) 
| (4"72...0.), (a,"1...en) 


3°) 


le xe (* =) tn ha, ha 4 R.A,+1— &n-2 Ar 
Wo sup‘ AttBR ’ 


Karl..on), (atl...on) 
1, ler. 2.0), (&11...&n) 
,, Rn), (04”...Cn) 
(a,2..0n), (ar1...en) 


sr 
A 


We, EIER ILL A ERNST 
b TE RT er I Bei 
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ha, ha,_ı R. Ar — in-2. . Ar—1 


— 2R, ER 
+ We sup RAAB) 


n 


Bei den Ergänzungsgliedern sind die Zähler von r TEN die 
Nenner aber sind constant. Man hat nämlich 
k=n—2 i=n—2 


Ar+B2= 83° 8 HER.Rn4-(k+4)cos(k—d)p — ce. 
k=0 i—=0 


Da ferner ha, ha,_, = Am-2+ Bu-2, hebt sich dann der Nenner 
ganz weg. 
Sind endlich u» und «„-ı rein imaginär, so hat in den vorher- 


TT 
gehenden Formeln p den Wert 5° Es wird dann mit wachsendem s 


immer mehr 


R2st+n—2 
(0,28 .. nee BE 1) {[H, Ien—2 _ H, In -H eh } 
=. R2stn—2 
A, ‚ha,.; £ı . A2s+1 
und 
R2s+n-1 
(0,28 Era us = ER —— (—1) s+1 [H, IR — H,.Rr5 E= BR 
Yy Mm 
R2stn—1 
re 
ha, he,_ı 
Hieraus folgt sofort 
Adsyı = — As = + Ag45 =... = Ba 
und 
A2ds+2 = — Ag = + Aysıs =... Bastı. 
Man hat demnach für unendliche r auch 
(a," &n) 
ne ie RR 
(@ r—= An) 
Für endliche r aber hat man wie in 2) 
(fr Are Ay) 2 (a? a% An—2) 
» a er wi (re). 


bei wachsendem r also immer näher 


5a) en m. — — R24+ ( 


. On 


dh are a bl Kl sd I > ih 


ar EEE ya ann 


FRE) 
ln , Ze a 1} 


a > El Me en an Dr u A on 
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Dass daneben auch die 3) und 4) ihre Gültigkeit behalten, ist selbst- 
verständlich. 


Es lässt sich nun auch. leicht angeben, welchem Werte in den 
vier Fällen sich der Rest nähert, wenn dieser nicht von einer ein- 
zelnen absolut grössten Wurzel abhängt, sondern von einem Paar 
gleicher entgegengesetzter reeller Wurzeln, oder einem Paar complexer 
Wurzeln. Ich will hier nur die «wichtigsten Fälle ausführen. 


Ist erstens «„ ein einzelner absolut grösster Wert, und dann 
&n—ı = R.(c0osp-i.sinp), m_-2 = R.(c0sp —i.sinp), 
und setze ich RE | 
Jh R"®sinrpg--J, Rrtsin(r-+1)p +... = Ar, 
JR”3c08p-+J,Rrtcos(r+1)p +... = Br, 
so wird für wachsende r immer näher 


=) RU fon Ar—ı 
2 


On DE ve, _o sin 127 R 


(&” ... &n) 


1b) amt 


&,) ey 
Ist im dritten Fall 


&% = KR(cosp-tisinp), m-ı= R(c0sp—isinp), 
&n-2 = R'.(cosp'+i.sinp'), «u-3 = R’.(cosp'—i.sing'), 
und setzen wir noch 


QR"-tsinrp’+ Q, Rrsin(r +1)p’+ ...— Ar, 
Fr tcosrp' + Q, Rröcos(+1)Pp' + ...= Br, 
so kommt | 


(,? BR On), CA ern 0%.) 
een), (o,r.a) 
(2... 0), (1...) 
zn __ 1 ___ RBArpıd'rpi—ArA'rjoR’ 


+ (® 


3b) 


y 


. . a N] 
de,_94e,_; SUP. sin@ rk 


(arl..on), (ei t1...0n) 
4b) Kar’7?... an), (Tl. an)! Pe 
(rl ... On), (a," ... 0.) 
(a2 en &n), (o,r=1 a &) 
R'\r+n-3 1 R.A,.A'rpı —R’.A,_1A’r+42 
2Rcosp +5) ee ee 


de, _,ga,_,sinp.sinp’ R.R' 
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Die Fälle, wo es 5 oder mehr absolut grösste Wurzeln gibt, sind 
hier übergangen. Der wichtige Fall, wo eine Gleichung lauter con- 
jJugirt complexe Wurzeln mit gleichen Moduln besitzt, wie es z. B. 
bei den aus binomischen Gleichungen hervorgehenden Gleichungen der 
Fall ist, wird von Fürstenau durch Veränderung der Variabeln auf 
die vorhergehenden Fälle zurückgeführt. 


Aus den gewonnen Resultaten lassen sich nun zunächst Schlüsse 
ziehen auf die Vorzeichen der Divisionscoefficienten. 


Ist «„ eine einzelne absolut grösste, und zwar positive Wurzel, 
so folgt aus 1%) und 1”), dass, wenn r einmal gross genug ist, dass 
überhaupt ‘die Näherung beginnt, was im Folgenden immer voraus- 
gesetzt sein soll, dass dann die («,”... @,) immer das gleiche Zeichen 
behalten. Dass es aber das -- Zeichen ist folgt dann daraus, dass 
RO | n—l 
für sehr grosse » (&,” ... m) = ——r— positiv ist. 


f ey 
Ist aber «,. negativ, so folgt aus denselben Gleichungen, dass die 
(&" ...@,) abwechselnd positive und negative Zeichen haben, und 


zwar ist für sehr grosse r 


a) weun n — 2m ist, ga, negativ, @y't®-l= {+ je nachdem 


ww 


g | R 
» demnäch (a,”r.. u) — + je nachdem | De 


ungerade ' 


| ungerade 
2. gerade 


b) wenn rn = 2m-+-1 ist, Je, positiv, at®R-1— {+ je nachdem 


‚ demnach (aj" ...n) = + je nachdem 7} gerade 


gerade 
2 
ungerade 


ungerade 


Also ist überhaupt, sobald die Näherung beginnt, («," ... &u) = [-+ je 
(| gerade 


fi * 
nachdem | ungerade 


Ist n-ı = — @. So folgt aus 2%), dass (a/’+?..@.) und (a1"...&,) 
gleiche Zeichen haben. Nun ist a) für gerade r (a...) = 
(—1)" Antr-2 ( 

s ha, h-a, \ 
positiv für n = 2m und » = 2m-+-1, das Zeichen hängt also nur vom 
zweiten Factor ab. Ebenso ist 


Hy," + Hu, rt... I; der erste Factor ist 


—1)r-1a,r+n—2 
b) für ungerade r (m...) = GTeet | Hay + 


er 
ha, 1 en 


Br 5-4... I; der erste Factor ist immer negativ, das Zeichen 
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hängt nur vom zweiten Factor ab. Man kann dann als Regel aus- 
; abwechselnde 

sprechen: die (@,”... «„) haben gleiche 

H, an? 2 Hs, (u Eau gleiche 


H, m"? HA, au%5-- ... verschiedene 


j Zeichen, je nachdem 
' Zeichen haben. 


Ist u = R.(cosp-+i.sinp) und 1 = R.(c0sp —i.sinY@), so 
folgt aus 3°), das (or... m) — (art...) (at...) und 
(a1...) — (0? ... m) (c” ... @,) immer gleiche Zeichen haben. 


S > R2r+2n-—-6 
Da aber für r — der letzte Ausdruck gleich Ar B,2) 
n n—l 
wird, sieht man, dass diese Ausdrücke immer positiv sind. Für die 
(04 ....&) selbst folgt daraus, dass (a1...) und (tl...) 
entweder verschiedene Zeichen haben müssen, oder dem absoluten 
(er ... &n) (tl... on, 


1% 
Wert nach u > 
ert nac Br) > (OS, 0) sein muss. 


Aus 4%) aber lässt sich Folgendes schliessen: Ist cosp positiv, 
so muss (al... an) (ar...) (72 2...) (at! ...@u) immer 
positiv sein. Wenn also drei aufeinanderfolgende Divisionscoefficienten 
zwei Zeichenwechsel enthalten, folgt darauf wieder ein Zeiehenwechsel, 
also kommen von da an nur Zeichenwechsel. Dann wird nach dem 
(Re) 

(Er: &n) 
der Null oder einer endlichen Grenze, was nicht sein kann. Dem- 
nach können hier nie zwei Zeichenwechsel aufeinander folgen. Zu 
demselben Resultat gelangt man auch so: Aus der obigen Bedingung 
folgt, dass, wenn einmal auf eine Zeichenfolge ein Wechsel folgt, 
dann notwendig wieder eine Folge kommt. Es bilden also in diesem 
Fall die Coefficienten im Allgemeinen Zeichenfolgen, unterbrochen von 
einzelnen Zeichenwechseln. Es können aber auch nicht von einem 


bestimmten Punkt an die Zeichen immer gleich bleiben, da man sonst 
er 

re te 

(0,7) 

einer bestimmten Grenze nähert. Diese Art des Zeichenwechsels mag 


eine reihenweise heissen. 


Vorhergehenden absolut immer kleiner, nähert sich also 


wieder zu dem Schluss käme, dass das Verhältniss 


Ist aber cos 9 negativ, so mus (ur!..on)(ar... an) 
(2,2...) (&j"+l...an) immer negativ sein. Daraus folgt: Wenn zwei 
Zeichenfolgen nacheinander kommen, muss dann wieder eine Folge 
kommen, also fortan nur Folgen kommen. Dies ist wieder nicht mög- 
lich, also können nie zwei Zeichenfolgen nacheinander kommen. Man 
kann aber auch so schliessen: Wenn nach einem Wechsel eine Zeichen- 
folge kommt, muss dann wieder ein Wechsel kommen. Im Allge- 


Teil LIX. 11 


Re, 
I hut 
, i 


Be ee. 


7 
N 
# 


162 Naegelsbach: Studien zu Fürstöndus Methode | 


meinen bilden also die Zeichen Wechsel, unterbrochen durch ein- 
zelne Zeichenfolgen. Es können jedoch nicht nur Zeichenwechsel 
(a,"Hl...o,) 
(&,”...&n) 
sich einer bestimmten Gränze nähern würde. Diese Art des Zeichen- 
wechsels mag auf- und abspringend heissen. 


von einem bestimmten Punkt an kommen, da sonst wieder 


Sind die beiden grössten Wurzeln rein imaginär, so folgt aus 5%), 
dass (@,".:.@n) und (a,’=?...«,) immer entgegengesetzte Zeichen 
haben müssen. Demnach wechseln bei den Zeichen der Divisions- 
coefficienten immer einzelne Zeichenfolgen und Zeichenwechsel ab. Es 
bildet dieser Fall den Uebergang zwischen den beiden vorhergehen- 
den Fällen. Dass auch hier wieder (a,"...0.)>— (a, "-1..en)(a,"+1...e,)>0, 
folgt schon aus dem Gesetz der Vorzeichen. Aus 4) folgt noch, dass 
| (nr og 


mit wachsendem r immer näher ——; = — 
(0,72 ... 4) (&’ ES Cm) 


- 


Aus diesem Allen geht hervor, dass sich schon allein aus dem 
Vorzeichen der aufeinanderfolgenden Divisionscoefficienten entscheiden 
lässt, wie die absolut grösste Wurzel beschaffen ist. Abgesehen von 
dem Fall nämlich, wo ein Paar entgegengesetzt gleicher grösster 
Wurzeln vorhanden sind, hat man 


eine grösste positive Wurzel, wenn die Divisionscocfticienten immer 
positiv sind, 


eine grösste negative Wurzel, wenn sie immer abwechselnde 
Zeichen haben, 


ein Paar grösster complexer Wurzeln, deren reeller Teil positiv, 
wenn 2 Zeichen reihenweise, 


ein Paar grösster complexer Wurzeln, wenn sie auf- und ab- 
springend wechseln, 


ein Paar grösster, rein imaginärer Wurzeln, wenn immer abwech- 
selnd zwei Zeicnen positiv und zwei Zeichen negativ sind. 


Dass dabei unter Umständen eine längere Reihe von Divisions- 
coefficienten entwickelt werden muss, um den Fall zu entscheiden, 
ist einleuchtend. Wenn z. B. ein Paar complexer Wurzeln mit posi- 
 tivem reellen Teil vorhanden ist, aber dieser schr klein ist gegen den 
imaginären Teil, so kann eine ganze Reihe von Coefficienten nur ab- 
wechselnd Zeichenwechsel und -Folgen zeigen bis einmal zwei Folgen 
nacheinander kommen. Die Betrachtung der Näherungswerte selbst 
aber zeigt bald, welcher Fall vorliegt. 


x 
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Ss. 4. 


Die Resultate des vorigen Paragraphen lassen nun auch erkennen, 
in welcher Art die Annäherung in den einzelnen Fällen vor sich geht. 
Allgemein ist soviel zu sagen, dass, wenn bei den für die Fehler ge- 
fundenen Ausdrücken r nur im Exponenten des echten Bruches vor- 
kommt, dessen allmähliches Verschwinden überhaupt die Ursache der 
Annäherung ist, dass dann, wenn überhaupt einmal die Näherung be- 
gonnen hat, auch jeder spätere Wert dem wahren Wert näher liegt 
als irgend ein vorhergehender. Wenn aber der Ausdruck des Fehlers 
auch ausserdem noch r enthält, so geschieht die Annäherung nur im 
Allgemeinen, und.es kann recht wol ein späterer Wert vom wahren 
mehr differiren als ein früherer. 


Ehe wir auf die einzelnen Fälle eingehen, sei noch festgesetzt, 
dass die durch die Formeln 1), 2), 3), 4), 5) gegebenen Näherungs- 
werte zur Abkürzung resp. mit &-ı, «42, R&-ı, (2Rcosp)-ı, 
— R?,-a bezeichnet werden. 


1. Ist «, ein einzelner absolut grösster positiver Wert und unter 
den übrigen Wurzeln 


a) &„_ı ebenfalls ein einzelner absolut grösster positiver Wert, 
so bleibt ©, immer grösser als @„.; der Fehler wird mit wachsendem 
r-immer kleiner. 


b) Ist @&„-ı ein einzelner absolut grösster negativer Wert, so ist 
x. zu gross, wenn r gerade, zu klein, wenn r ungerade ; der Fehler 
wird mit wachsendem r immer kleiner. 


c) Sind &.=ı und &»-2 ein Paar absolut grösster entgegengesetzt 
reeller Werte so kann «, immer grösser, oder immer kleiner, oder 
auch abwechselnd grösser und kleiner sein als «„. Der Fehler ist 
bei z,}2 kleiner als bei «r. 


d) Sind &.-ı und «„-2 ein Paar aksolut grösster conjugirt com- 
plexer Werte und ist der reelle Teil positiv, so geschieht die An- 
näherung reihenweise; die Fehler werden nur im Allgemeinen immer 
kleiner. | 


Ist der reelle Teil negativ, so nähern sich die x, auf- und ab- 
springend dem «„, aber auch hier BacluehN die Annäherung nur im 
Allgemeinen. 


e) Sind &_ı und @„-2 rein imaginär, so sind abwechselnd zwei 
Näherungswerte zu gross und zwei zu klein. Der Fehler wird für 
x.+2 kleiner als für &,. ö 

11% 
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2. Ist «„. ein einzelner absolut grösster negativer Wert, und unter 
den übrigen Werten | 


a) &„-ı ein einzelner absolut grösster positiver Wert, so ist a, 
abwechselnd zu gross und zu klein, und zwar algebraisch zu klein, 
wenn r ungerade, zu gross wenn r gerade; der Fehler wird mit wachsen- 
dem  r immer kleiner. | 


b) Ist «„-ı ein einzelner absolut grösster negativer Wert, so ist 
x, immer zu klein. Der Fehler nimmt ab wenn r wächst. | 


c) Sind &.-ı und «„-2 ein Paar absolut grösster entgegengesetzt 
reeller Werte, so können die x, immer zu gross, oder immer zu klein, 
oder abwechselnd zu gross und zu klein sein. Der Fehler von &,42 
ist kleiner als der von ®,. 


d) Sind &„-ı und @„-2 ein Paar absolut grösster conjugirt cem- 
plexer Werte, und ist der reelle Teil positiv, so nähern sich die x; 
auf- und abspringend dem «.. Ist der reelle Teil negativ, so nähern 
sie sich reihenweise dem «„. Der Fehler nimmt nur im Allgemeinen 
ab mit wachsendem r. 


e) Sind &-ı und &„-2 ein Paar conjugirter rein imaginärer 
Werte, so sind abwechselnd zwei Näherungswerte zu gross und zwei 
zu klein. Der Fehler ist für ©,+2 kleiner als für «,. 


3. Sind «„ und «„-ı ein Paar absolut grösster entgegengesetzt 
reeller Werte, so betrachten wir zuerst die Reihe der geraden Nähe- 
rungswerte, d. h. diejenigen, für welche r = 2s ist. Ist in diesem 
Falle (@,° ... @&„) positiv, so sind für positive wie. für negative 2 
die Näherungswerte immer grösser als &u?; für &u-3 = — n-2 sind 
sie entweder alle zu gross oder alle zu klein. Sind dagegen die 
(0° ... @n) negativ, so sind für positive wie für negative &„-2 die 
Näherungswerte immer zu klein; für &„-3 = — ;_2 sind sie ent- 
weder alle zu gross oder alle zu klein. Betrachten wir dann die 
Reihe der ungeraden Näherungswerte, für welche r = 2s41, so sihd, 
wenn (a,2tl... «„) positiv ist, die Näherungswerte bei positivem 
&n—2 Zu gross, bei negativem zu klein; für &u_3 = — &n_2 entweder 
alle zu gross oder alle zu klein. Ist aber (211... an) negativ, so 
sind die Näherungswerte bei positivem &„-2 zu klein, bei negativem 
zu gTOSS; wenn n-3 = — &„-.2, eines von beiden. 


In all diesen Fällen erhält man also bei der Reihe der sämmt- 
lichen Näherungswerte abwechselnd zu grosse und zu kleine nur dann 
immer, wenn entweder (a”...e,) und (a”}1...c„) gleiche Zeichen haben 
und a„_.2 negativ ist, oder wenn (&"... &) und (artl... &n) ver- 


schiedene Zeichen haben und «ne positiv ist. Sind „2 und au-3 
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ein Paar conjugirt complexer oder rein imaginärer Werte, so zeigen 
die Näherungswerte ein analoges Verhalten wie in den Helen ersten 
Fällen. ? 


4. Sind u und ı..ı ein Paar absolut grösster conjugirt com- 
plexer Werte, so ergibt sich aus Gleichung 3) sofort, dass, weil der 
Nenner des Fehlers immer positiv ist, 


a) wenn &-2 positiv ist, R,-. 2 zu gross ist, wenn (&”... «,) 
positiv und (a1...) negativ ist; dass dagegen R°,_ı zu klein 
ist, wenn (&4" ... &n) negativ und (a,"=1... «„) positiv ist. Im Falle 
also der reelle Teil der complexen Grösse negativ ist, sind auch die 
Fehler für R2,_ı im Allgemeinen abwechselnd positiv und negativ, es 
werden aber dazwischen auch zwei zu grosse oder zwei zu kleine 
Werte aufeinanderfolgen. Drei zu grosse Werte könnten möglicher- 
weise aufeinanderfolgen, wenn die aufeinanderfolgenden Divisions- 
coefficienten die Zeichen hätten (a1...) =—, ("... WW) =—; 
(tl...) =4+, (u"t?...@,)=—+. Dass es nicht der Fall sein 
kann, ist besonders zu beweisen. Nun hat man in diesem Fall nach 
$. 3. | 
ae oa El lernt?) 
folglich auch 

(rc) (at? ... an) 0%) 
(a) G2 ER PER 


Ist nun RP, ,ı zu gross, also 


(a,’t2 Ds De)y (0743 is : &n—2) | | 
(o,’+1 ass &n), (a,"t2 ge 9) > 0, 
d. h. | 


(at? ... u) 
(artli.. m) ei TRaEr: 


so ist um so mehr 


i = 


(04° 2... 
a 
also 
(ale. 0) lo U. Rn): @n-2, 
oder 


| Kr ... En), (art! ... An—2) | 
A art... on), (ei. n-2) | 


<o, 


d.h. R%,-ı zu klein. Ebenso ergibt sich umgekehrt, dass immer, 
wenn RR, ı zu gross ist, R2,+ı zu klein ist. R,? ist immer zu gross, 
also findet immer höchstens eine Zeichenfolge statt. Ebenso erledigt 
sich der Fall, wo (a1... )=-+, (yr...u)=-+, ("t}...)=—, 
("+2...@u)=—, in welchem nie R3,—ı, Rı? und R#,yrı zugleich zu 
klein sein können. 


a la A mt Sa zuge 
AS #2 BE en 
a A 


RE En BR SBSRLN BT u ia KEnE 
A, { ARE 3% a BEL ;‘ es‘ “ % a; SS \ Y 2 si NE Ar e 
ht Ne N : 5 a IE GL EEWART ER Deu 


e 
{ 
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Der Fall, wo der reelle Teil der complexen Wurzeln positiv ist, 
erfordert eine weitere Untersuchung. Es sei zunächst (@”-1... &,) 
negativ, (a,” ... &,) und alle folgenden Divisionscoefficienten bis 
(a7°=1...@,) inel. positiv, (a...) wieder negativ. Wie wir in 
$. 3. gesehen haben, ist dann 


(tl...) (rhe..ro) 5 (0, N 
(04°. 0) (a,t1,,, 0) le 
A Eee SER , ! 
Da aber ne] für jeden Wert von r sich dem «u_2 
(a, Wr &n—2) J 


nähert, so ergibt sich, dass, wenn irgend einer der Werte 
KT m) Er FaraET, 0425) 

ne RL En 

(6,11 2.20), (04772, ouca) 
PLN Or 


positiv ist, alle vorhergehenden bis 


positiv sind; und dass, wenn irgend 3 


(En By), (1.9) 
(&,°72....0n), (al 
negativ sind. Hat man umgekehrt eine Reihe negativer Divisions- 

coefficienten vor sich, so dass (@,"-1... «,) positiv, (er nd | 
alle folgenden bis (a,°°1... @,) incl. negativ sind, und (a8...) 
wieder positiv ist, so ist nach $. 3. wieder & | 


einer negativ ist, alle folgenden bis 


(o,’+1 Apr &n) (a,rt2 a &n) (a,5-1 < &y) 
(a," N &n) (a, Hl PR | &n) IR (0,94 ns en)” 


aber jetzt folgt aus 
(arta...on). 
(aa Iron, 


en) > An—2 


(dr te. 0) oa on) 
umgekehrt, dass BR N N, E ren 
nach sind, wenn eine er Determinanten negativ ist, auch alle vor- 
hergehenden, soweit sie dieser Reihe angehören, negativ; und wenn 
eine derselben positiv ist, sind alle folgenden, die dieser Reihe’an- 
gehören, positiv. Aus Beidem ergibt sich, dass, wenn der reelle Teil 
der complexen Wurzeln positiv ist, die Fehler bei der Berechnung 
von R,? reihenweise positiv und negativ sind. Doch könnte nach dem 
Bisherigen eine solche Reihe sich auf ein einziges Glied reduciren; 
dass dies nicht der Fall ist, zeigt die folgende Untersuchung. 


negativ ist. Dem- 


Nach 8. 3. ist in diesem Fall immer 
(71... @n)(&ı” ... 00) > (a2... an)(a' tl... en) 


demnach, wenn (e,"=2...@,) und (a"-!... &„) negativ, (a,” ... &,) 
und (a,’tl... «,) positiv sind, ist = 
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(ar! ... &n) rasch nee) 
EN PER) 


Ist also 
| (Gen) 
ER OUn— 
KO Re: ur) 
so ist um so mehr N 
(at! ... &n) 2 
RENTEN ge 
und wenn 
N | : (& +1 Na 0%) 
. „it = On—2, 


ist um so mehr 


r | (al ..0 
mit andern Worten: wenn y ans n), ( de n—2) 
CH Burner An); (& ... &n—2) 


negativ 


Spar En‘, ke RAN) 
ei (a a2) 
das letztere negativ ist, ist immer das erstere positiv, es sind also 
‘immer wenigstens zwei aufeinanderfolgende Fehler positiv. Ist aber 
(0,”2.., @n) und (a1...) positiv, (&}” ... @n) und (a,"tl... on) 
negativ, so ist immer noch 


positiv, und wenn 


ist, ist Immer 


a ET), 
FRE = cr 
(0,772 ... &n) (47° 2.2, 0m). 
‚also auch noch, wenn 
fer ... An) S 
(0,772... 0%) 7m 
um so mehr 
(art! ... &n) 


ERTTNEEG Ün—2 
(&4" 22. @n) an, 
und wenn 
re) 
202) < en 
um so mehr 
> | url... | 
(ar! 2. @m) Eh: 


(Dur we &n) 


WER .. B En), (a, ... n_2) 


t ositiv 
(ayr-2 u. On)ı (047 ©. On-2) P 


Dies heisst aber jetzt: wenn 
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Kalt, ,rt2 ... nl 
| > e), ( a | negativ, und wenn das 
Ca. an) (4 ... @n-2)) 

letztere positiv ist, ist das erstere negativ. Essind also immer wenig- 


stens zwei aufeinanderfolgende Fehler negativ. 


ist, so ist 


Im Ganzen hat sich ergeben, dass, wenn «„-2 positiv ist, die 
Fehler der R,? bezüglich der Zeichen ganz dieselben Gesetze be- 
folgen, wie die («," ... @„) selbst. Für die Fehler der (2Rcosp); 
gilt das Nämliche, nur spielen hier die (@,’”1...«,) und («,"”2... c,) 
die Rolle, welche vorher die («," ... @„) und (a,"-1 ... «„) spielten. 


b) Ist @„-2 negativ, so sieht man aus 3) sofort, dass der Wert 
R?,_ı zu gross ist, wenn r gerade und (&,” ... &,) und (a1... «,) 
positiv sind, oder wenn r ungerade und («,” ... &,) und («a'-1,,. &,) 
negativ sind; ebenso dass R?,-ı zu klein ist, wenn r gerade und 
(ar... 0) und (a1... @„) negativ sind, oder wenn r ungerade, 
und (oa, ... &„) und (a,"=1 .... @,) positiv sind. 


Daraus ergibt sich nun, dass, wenn der reelle Teil der complexen 
Wurzeln positiv ist, die Zeichen der Fehler im Allgemeinen Wechsel 
enthalten aber unterbrochen durch einzelne Folgen. Die letzteren 
ergeben sich dort, wo die (a," ... &,) das Zeichen wechseln. Haben 
nämlich (a,’—1 ... @„) verschiedene Zeichen, so ist leicht zu sehen, 
dass die Fehler von R°,_2 und R,? verschiedene Zeichen haben, also 
eine Zeichenfolge entsteht, das Zeichen des Fehlers von R%,_ı mag 
ausfallen wie es will. Auch hier ist erst nachzuweisen, dass im Falle 
rn), (ar...) =, (et...) —=—4, (rt2.)=—, 
(33 ... )=—, nicht R2,-ı und R?,4ı beide zugleich mit R,? 
zu klein oder zu gross sein können. Der Beweis ist analog wie oben. 
Ebenso wenn (a,’—!...)=—+, (eur. a)=—, HN.) — 
(32...) =-+. 


Der Fall, wo der reelle Teil negativ ist, erfordert nähere-Unter- 
suchung. In $. 3. wurde gefunden, dass, wenn -(a,'’1 ... @,) und 
(a,"+l ... @&„) gleiche Zeichen haben, dagegen (a,’ ... «„) das ent- 
gegengesetzte, dass dann immer 


s) 


(WE) NE) 
(Bir 
Sei nun 
(der... Un) BarrT +8, (eh...) 
(al...) =—, (0,2% en), 
oder 


2 (0,22 ... en) al +, (a4 l er4» &n) _ +, 


Ba a a BEN 
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eine Reihe von Divisionscoefficienten, bei welchen die ausgelassenen 
Glieder nur Zeichenwechsel enthalten, so hat man R%es-ı zu gross, 
und A%s-ı resp. R?st-2 zu klein. Für dazwischen liegende Näherungs- 
werte aber hat man, wenn | 


immer auch 


d. h. wenn 
| (0,25 +01 ER ar), (v 2st@+2 VAR 1-2) 
| aa) ea na 


ist immer auch 


(a,2sta oe On)s (a,2stet1 ... @n—2) > 0 
ai ode ... on), (047° ba... 0n-2) | 


oder: wenn Rasa zu gross ist, sind auch alle vorhergehenden Nähc- 
rungswerte, die dieser Reihe angehören, zu gross. Umgekehrt aber 
ist, wenn 


immer auch 
(o,2sta+1 BON: a) 
3 Er AN— 
(a,25+ 0,05) en 


d. h. wenn 
(a 28 +4 RER (a, Fat! 2, .an-9) | 
(„jr 1 aa On)s. (ae t® Es n—2) 


ist immer auch 


| (a,28 ra+ll On), (a,2s ta Bat, 2) | 0 
(ta... an), (azetatl...on-2) | a 


oder: wenn AR2ssja-ı zu klein ist, sind auch alle folgenden dieser 
‘Reihe angehörigen Näherungswerte zu klein. Das analoge Verhalten 
ergibt sich auf demselben Wege auch in den drei noch möglichen 
Fällen, nämlich bei Perioden von Divisionscoefficienten, welche ent- 
weder die Zeichen haben: 


(a7! RE &n) ee es («25 DR en) = Ey (a,25+1 ... an) = +, ... 
rn) Mt.) 


- oder 


wa 


OR 


Ä 


(er...) =—, (a1 
wo R’ss-ı zu klein, R®et-ı, resp. Rt zu gross ist oder 


m), (e72st1...0)= ar 


(a2? ie» 04) erg (air ... en) en 


oder 


(o,+1 .e% on) = +, (o,2+2 ... &n) = -, 
wo R°, zu klein, R2y resp. Riyıyı zu gross ist, oder endlich 
(u 9 u ne 


(0,25 ... en) SER SR (o,2sHl ... an) 7 et) 


(7 .. =, (atl..)=-, 


oder 


(Hl...) —, (aj2t+2 
wo R?s, zu gross, und AR? resp. R?gt}ı zu klein ist. 


Es ist somit bewiesen, dass, wenn «„—2 negativ ist, und der reelle 
Teil der complexen Wurzeln ebenfalls negativ, die Näherungswerte 
von R,? reihenweise zu gross oder zu klein sind. Dass aber eine 
solche Reihe mindestens aus zwei Gliedern besteht, wird auf demselben. 


Wege wie im vorigen Fall gefunden. 


Man hat jetzt 
(a" 7... an) (&7" ... an) < (ay” 


Ist nun 


nen) = —, (41.0) =, (07 


also R?s-ı zu gross, so hat man 


“ 


se &y) = 
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(2,2542 ... An) era 


... &n) — Bert} 


Si 5 on) (aftl. SE en). 


- (In) aan 
(a,2°—2,,.0,) («28 BL) 
Ist demnach j 
(a,zst1 ... en) > 
781 I > 0n-2, 
; (0,28 Rs 2) 
so ist notwendig auch 
(0,2821 3.0) EI 
25-2 > an-2, 
(a; ... &) - 
d. h. wenn 
(ojst1 Wr an), (a,28+2 .ia’e &n--2) er 0 
(o,28 Fa en) (a,2sHl 048 442) 2 


so ist notwendig auch 


2s,,,y) = +, (a,25H1,..0,) Teens, 
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| (2 =t...an), (4° ..,an-2) | EN, 
| ..\0n), (Bl...) 03 
wenn also R?2; zu klein, so ist A’g,—2 zu gross. 
Ist aber umgekehrt, 


(ment ... ey 
(u, 2 ... On 


) a @n—2, 


so ist auch 
(a,2s +1 PR &n) 


(0,25 DA «,,) &, 0n—2, . 


d. h. wenn 
(a2! sr en), (0,2 ... an-2) 2, 0 
ie (0,752 Rs an), (og ze ... &n-2) ? 
ı1st ımmer 
| (o,2sH1 Pe &n); (a,2s+2 0n2) 0 
(0,28... an), (a,2s+1 A AR, ; 


oder wenn R’es-2 zu klein, ist notwendig R2g, zu gross. Das Entspre- 
chende ergibt sich auf dem nämlichen Wege in den drei übrigen Fällen, 
nämlich wenn 


(047° 2,..0,) = +. er i0n) Banree) (0,25...) a TR (0,25t]...an) ee , 
wo R%s-ı zu klein, oder wenn k 
(n75 71...) a) (0,28...) = +, (a,25t1,.«n) = 4, (a,2542,..«n) aaa TER 


wo Rs zu klein, oder endlich wenn 
(21.0) = +, (u...) =, er), (e,2512..0,)= +, 
wo Rs zu gross ist. 


Es nähern sich also die R,2, wenn «„-2 negativ und der reelle 
Teil der complexen Wurzeln positiv ist, dem wahren Werte auf- und 
abspringend, dagegen, wenn der reelle Teil negativ ist, reihenweise. 
Was die Näherungswerte von 2Rcos@ betrifft, so befolgen sie das 
nämliche Gesetz. Man hat insbesondere (27? cos p),—ı Zu gross, wenn 
r gerade und (a,’"-1...e,) und («,”?...«„) positiv, oder wenn r un- 
gerade, und (#,"—1...e,) und (a,'=2...o„) negativ, dagegen (2Rcosp),—ı 
zu klein, wenn r gerade und (o,"1...o„) und (a,"=?...a„) negativ, 
oder r ungerade, und (a"=!...an) und (e,’”?...an) positiv sind. 


c) Ist u .3 =— on-2, so ist nach $. 2. 


Mana) __, , Get lan ah... 
(a, 09) 1-2. Q, en a5 Qs An _an—? + Er 
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und x 
(= ...n—2) ni A a . -+- Qz an ar! Bi .. 
ee Duo 
(a, ...n—2) “ Rp Kn— n=#—- Ag an 26 + ... 


Je nach dem Zeichen des Bruches werden sich also die Näherungs- 
werte im Allgemeinen verhalten wie im Falle a) oder b). Doch ist 
ein Unterschied dabei. Wenn nämlich die Annäherung reihenweise 
geschieht und man weiss, dass Res ı zu gross, R%y-ı zu klein ist, 
so kann man daraus, dass R?es424-ı zu gross ist, nicht schliessen, 
dass alle vorhergehenden Näherungswerte bis R%s_ı zu gross sind, 
sondern nur, dass die mit ungeraden Indices zu gross sind. Ebenso 
lässt sich, wenn R%sı24-ı zu klein ist, nur schliessen, dass alle fol- 
genden Näherungswerte mit ungeraden Indices bis R2y+_ı zu klein 
sind, und analog für R%s42.. Es können also dann zwischen R%ss_1 
und R’g-ı statt eines Zeichenwechsels mehrere, oder auch nur 
Zeichenwechsel eintreten. Doch soll hierauf nicht weiter eingegangen 
werden, und ich wende mich zum Fall 


d) wenn «na und &u-3 ebenfalls ein Paar absolut grösster com- 
plexer Wurzeln sind. Es sei daun wieder &,_2 — R’(e 0sp’'-Hisingp’), 
und &„-3 = R’(cosp’—isinp’). Hier lässt sich ein festes Gesetz’ 
nicht aufstellen. Man erkennt wohl, dass, wenn cos —=-- und 
c08P’ = — ist, die Annäherung im Einen abwechslungsweise ge- 
schieht, und einzelne Zeichenfolgen eintreten. wenn bei den (&"...0n) 
ein Zeichenwechsel, oder bei den («,"...«„_2) eine Zeichenfolge ein- 
tritt. Wenn aber ein Zeichenwechsel der (a,"...«,) mit einer Zeichen- 
folge der (a,"...«„-2) zusammentrifft, folgen zwei Zeichenfolgen auf- 
einander, und der Fall kann sich so complieiren, dass eine ganze 
Reihe von Fehlern gleiche Zeichen haben und mithin der Charakter 
der Annäherung ganz verwischt ist. Dasselbe Verhältniss findet statt, 
wenn coSsp = — und cosp'—=-- ist. Haben cosp und cos p’ gleiche 
Zeichen, so findet im Ganzen die Annäherung reihenweise statt, es 
können aber auch ganze Reihen von Zeichenwechseln eintreten. 


e) Wenn &„-2 und @„_3 ein Paar rein imaginäre Werte sind, 
so findet sich, dass im Ganzen Zeichenwechsel und Zeichenfolgen ab-_ 
wechseln. Wenn jedoch für die Zeichen der (a,"...a,) ein Ueber- 
gang statt findet, kann eine Reihe von Folgen oder eine Reihe von 
Wechseln entstehen. 


5) Der letzte mögliche Fall ist der, dass «, und &„_ı ein Paar 
conjugirte rein imaginäre Werte sind. Ich untersuche hier nur die 
Art der Annäherung, die bei ‚Anwondung der Formel 5) statt- findet. 


a) Ist &n-2 positiv, so sind abwechselnd zwei Näherungswerte 
zu gross und zwei zu klein. 


nF 
HN 
7 
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b) Ist @„-2 negativ, so ist dasselbe der Fall. Der Unterschied 
ist der, dass wenn (@,’”?... @&n) und (a,"1...@n) gleiche Zeichen haben, 
ihnen in a) zwei zu grosse Werte entsprechen, in b) dagegen ein zu 
grosser und ein zu kleiner. In beiden Fällen ist der Fehler für 
R?,+2 kleiner als für R2.. 


c) Ist u-3 = — @„-2, so verhalten sich die Näherungswerte wie 
in a) oder b). 


d) Ist &a-2=R’(eosp'+isinp') und &n-3= R’(cosp'—isingp'), 
so bilden im Allgemeinen die Vorzeichen der Fehler abwechselnd 
Folgen und Wechsel, bei den Uebergangsstellen der (a,”...«n-.2) aber 
können drei oder mehr Folgen oder Wechsel aufeinander folgen. 
Die Annäherung findet nur im Ganzen statt. 


e) Sind endlich &-2 und &„—-3 ebenfalls ein Paar rein imaginäre 
Werte, so können die Näherungswerte entweder alle zu gross, oder 
alle zu klein sein, oder sie können auch abwechselnd zu gross oder 
zu klein sein. Der Fehler bei 722,42 ist kleiner als bei R2,. 


8..D. 
Das Resultat des vorigen Paragraphen ist nun das Folgende: 


Die Näherungswerte sind immer zu gross im Falle 1)a; und 
unter Umständen auch in den Fällen 1)c, 2)c, 5) und 5)e. 


Die Näherungswerte sind immer zu klein im Falle 2)b, und 
unter Umständen auch in den Fällen 1)c, 2)e, 3) und 5)e. 


Die Näherungswerte sind abwechselnd zu gross und zu klein in 
den Fällen 1)b und 2)a, und unter Umständen auch in den Fällen 
3)6,. 2)6, 3) und 5)e. 


Yon den Näherungswerten sind abwechselnd zwei zu gross und 
zwei zu klein in den Fällen 1)e, 2)e, 5)a, 5)b, 5)e, unter Umständen 
auch in 3). - | 


In all diesen Fällen kann ‚man also, wenn einmal genug Nähe- 
rungswerte berechnet sind, um auch auf die Natur der zweitgrössten 
Wurzeln schliessen zu können, für jeden späteren Näherungswert 
a priori mit Sicherheit wissen, ob er zu gross oder zu klein ausfällt. 


Wenn sich die Näherungswerte den wahren ‚Werten reihenweise 
oder auf und abspringend nähern, so kommt es darauf an, ob dies 
Verhalten von den grössten oder von den zweitgrössten Wurzeln her- 
rührt. Im ersten Fall, also bei 4)a, 4)b, 4)c und 4)e lässt sich für 
einen Teil der Werte auch a priori bestimmen, ob sie zu gross oder 


ke Ka en Kae RESTE a ZT 
u N c habe 


a 
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zu klein ausfallen. -Im zweiten Fall dagegen, also bei 1)d, 24,4, 
5)d, und u. A. bei 3) kann man nur a posteriori schliessen, ob die 

einzelnen Werte zu gross oder zu klein sind. 


Die Annäherung kann rasch, kann aber auch sehr langsam er- 
folgen, wenn die absolut grössten Wurzeln nicht viel ditferiren. Eine 
raschere Annäherung lässt sich erzielen, wenn man Correcturen an- 
bringt, die sich aus der in jedem Fall bekannten Form der Fehler 
ergeben. Dies soll, wie schon gesagt, Gegenstand einer weiteren Ab- 
handlung sein, und sei hier einstweilen nur soviel bemerkt, dass sich 
dabei auch in den Fällen, wo die erste Annäherung nur einseitig ge- 
schieht, abwechselnd zu grosse und zu kleine Näherungswerte ergeben. 


$. 6. 


— 


Um die kleinste, resp. die zwei kleinsten Wurzeln zu finden, 
erhält man die Formeln auf dem nämlichen Wege aus der Entwicklung 
1 
von — nach steigenden Potenzen von x. Ich stelle sie hier kurz zu- 


Sx 


sammen und immer gleich neben den genauen Wert den Wert, welchiem 
sich der Ausdruck für grosse » nähert. Man hat also: 4 


2a .. 0) ar ; Cr or . &n) Br a TR, 
1%) nn EB, BERN & a (a, ——1 Ks ara Guade (2 7 
2) we 
ae ne = 4,°+(—1)* (a la,l-aı 


403 a, Tal 
» ae 2 1 RE EL N NA 
oder = an (GE nee 


je nachdem r gerade oder ungerade. 


Ka 1200), (0 (et..cn), (ag-"tl...0n) 
(u—"-1..0), (4...) (1,0), kes e 


3°) KT), (| =4ßTt 


‚(a al (TR) 


(ao); (&,"...Cn) 
(a "72.:04), (en), > (17772...) Ka a 
- 24) lad A 
U a, sin p AR 


(ni=tE..0), (et. (a 1.00), (377 Hl..0n)) 
ET (39...) | 
(at (a, ln) 


(=, „&n), (a l..an) 


4° 
) RE RTEN (0, 7"...Cn) 
2.0), (a t—l,.,0)| 


(0,7772,2.06), KT) Re RN 


Er 


—14n—3 YR le, RAL Ar 
= 2Rcosa+(z a V,sinp" R(42,-+B2L,)' 
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56) | 
(4? ...@) Rt, (&,=T...&n) AR? 3 Os la, la, 
TR u (0,2. ;) Tar Hs R An Ar 


wert) 
Aus diesen Formeln nun kann man auf die Vorzeichen der 
(&,?...c.) und auf die Art der Annäherung schliessen wie im vorigen 
Fall. Man erhält die nämlichen Resultate mit einer einzigen Aus- 
a, tm-1 

nahme. Es ist nämlich wieder (j=”...n) = AsRz - firr=o. 
1 
Diesmal ist aber das Vorzeichen von /’«, abhängig nicht nur von «,, 
sondern auch von den übrigen Wurzeln, und kann sowohl positiv als 
negativ sein. Deswegen sind, wenn «, positiv ist, die (@j"...c) 
entweder alle posisiv, oder auch alle negativ. Ebenso sind, wenn «, 
negativ ist, die (@,-"...@„) abwechselnd positiv und negativ, man 
kann aber nicht behaupten, dass sie für gerade r positiv und für 
ungerade negativ sind, es kann auch umgekehrt der Fall sein. In- 
wiefern sich hierdurch die Gesetze der Annäherung modificiren, ist - 
leicht zu übersehen. 


ST. 


Auf dem nämlichen Wege erhält man nun auch sehr einfach die 
Coeffiecienten der Gleichung, deren Wurzeln die Ö grössten oder die 
n—i kleinsten Wurzeln der gegebenen Gleichung sind, vorausgesetzt, 
dass die darauf folgenden Wurzeln kleiner, resp. grösser sind. Aus 


der Gleichung g) nämlich folgt ar ” 
(ayte-1 “k Kar ci (a,rti=2,,. ey) — 02 | bahn, &) +... 
ni} Di AbL, ui rd, 


„CHE a.) tft... 
1 


nit" in 


Mittels dieser Gleichung erhält man wie oben, indem man in der 
letzten Colonne für jedes Glied den ihm entsprechenden Wert einsetzt, 


NN &n), (a,"t1 .. a) ri (nee ... 0) 
) (a? nt ... Rn), (a, .. Cu) ... (a,' +2 ... %)) 
| 
| 


(rn), Kan) (arten), kt rn ui) 
| 


. 


(u ... &n); (a,” ... &n) .. (a,rti=2 ... &) 


RE 


n-i+1"" "n 


! 
| 
| 
el . . « . . . . . . . . . . . . . D . . . D . | 


en Ar EL er Fk—1 iR &%), en 1 KA N Pr „La, R 


en 


Ba, = 6 (or RT Kos FRE m “ ; 
GE N | ee 
ni} Da? E Fe E 
y I # > 3 rt 

(d4rT1,.en) ... (art A,cn), (at) Mi (a, r ti-2, .An), un-ı) | FR 
Bien); (67? 0) NE (ur I =g , | an : 


zuletzt für k = i—2 


(e1..an), (Et. n)... (ton), (tl) 


6b) 


Kapıı ... En), (0° ... Cm) on (a7 ee 0%) 


06,5 ar 


(ar ... &yn), (0,7 ... en) ... (a, ieh An), (tl. 


ae 


ee | Be) 


(2, (1.0) 2. (a, PEBEER .&) S 


Ebenso erhält man mit Hülfe der Gleichung g) 


rer c1 (te) — 02 («, —r Fn—i-3, 


0 f ld 
Di a; 


ÜUyr, % 
1, 


a. RAN (am) (nr x ex 


(0, ... Gn), («, a ... &y) ... (TARA ne Cu) 


7 en Ne Eee Pe 
) (Tr Ta R A 


(a, T .. Gn), (@, =r+1 . 04} ... CARL On), (en, 17 7+R 1 in) 


(ea, .. An); (ae &n) er . 3 (0 SE | &) : | : 
. a 


. . . . . . . . . . * 
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(er1..an).. (a ttRo1,.0,), ba) lo FIR 


7.3 . . [3 . ® * . “ . ® . . * . . . [3 . . e: s . ’®. . [} AE 
) IRA (a, tn-i-2,0,) | 
—r—1 —r+k—1l —r+iHl —r+n—-ti—2 2 —r+n-i—1 
(2...) .. (Er... &n), (&1 0)». (&r... 00), (An-itl...&n) 
n—i—k—1 . . . . K} . . [3 [7 [5 * . . . . . . [} . . . . “ . 
Bi: RER A we ti —r+4n—i—2 
R—t Z (a, Ir On), (c&, ae 0%) un (&, vre Cu) | 


zuletzt für k—=n—i— 2 


(iTtTt...0n) ... (eTrtri8,, 0), (mttnmi-l,, en) 


[) . . . . . . . . . . . . . e . . « . . . . 


on) li en) en (a,tn=i=2,,.0 Na 


13 


[} . . . . . . . . D . . . . . . . . . . . ” 


een ER late, 0) 


e! En N NR Ju EN a TE LER D 
a" any 


. . . . . . . . . ® . . . . . . . . . . 


rl). (tr) | 


Bei all diesen Formeln wird der Fehler im Allgemeinen kleiner 
mit wachsendem r, und verschwindet ganz für unendlich grosse T, 
wenn dem absoluten Wert nach an-"<@n-ir1. Dies lässt sich 
allerdings aus der Form, in welcher die Fehler hier erscheinen, nicht 
ohne Weiteres erkennen, allein es lassen sich die Ausdrücke so um- 
formen, dass das Gesetz zu Tage tritt. Ein ähnliches Verfahren als 
das, welches zur Gleichung k) führt, gibt nämlich identisch für den 
Fehler in der Gleichung 6°) 


(a,"—1..0n)...(a,"tR-1,,0n), (atrtl,o.)..(erH=2.0,), (rt) 
(&" 72.0). tr2..0.), (attR..0n) ..(0rti3..0,), (&r$—200_,) 


(o’1..0n), (,"..n) oo. (a, rt-2.0,) ie 
a at on) ie. (o,rti=3,.0,) 


. ” . . . . . % “ ® . . . ‘ . . . . . . . . . . . . . . 


\ 
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(ml; &n—i+1) As (u, tk On—i} ‚DA (0? i da 2 Wr, Z &n-i+1) ... 
Ir an ER &n—i+2) ... (art unZ, &n-i+2), (a,rtk 1 1 URS n-742) 5% 


(ran en) lat lnan-ren), (arten on) 
(a? REN, &n-i41), (&,77.,064 --1 m +1) 
NT a EDEN nee n-i+2) 


. . . . . . . . . ” . ’ . . . . . . . . . . 


(rl... mi en), ro &) 


wobei die Ausdrücke in der letzten Colonne des Zählers dieselbe Be- 
deutung haben wie in der Abhandlung über die Bernoulli’schen Zahlen, 
Jahrgang 19. der Zeitschrift für Math. u. Phys. p. 220, nämlich 


(a,"t REN rz (ar tHiT1,.0n:) — Q: (a +20) 


"n—ir2 "m 


02 (#8...) +... + (—1)1 | (ta 


—ir2" &n—ir2" 
U2iS..W; 


Hieraus erhält man dann z. B., wenn unter den Werten a, ...@n-: 
der letzte ein einzelner absolut grösster ist, und sie alle absolut kleiner 
als die Werte «y-;}1...e„ sind, wenn ferner r so gross ist, dass man 
statt der Divisionscoefficienten die Ausdrücke setzen kann, denen sie 
sich nähern, und wenn endlich zur Abkürzung (2 —e,) ...(@— ey) = tz 
und (<— 0-41)... (@&— &n) = sz gesetzt wird, für den Ausdruck des 
Fehlers 


ni I( an-i I 0, 31 1 Ba 
N NT a n-i+2" a 
ne at 
An—i+2 8 %n-i42 ey—i — n—i+2 ni +1 nit" m 
evt Erh, © w Qi—k-2 
... n .. 2 N 
0 8 Ami — On AR 
n a, mi Ri date ea 


Für <=1, k=—1 giebt dies wieder die 18); fürri= 2, k=—1 
und «n = R(cosp—+isinp), &n—ı = R(cosp —-ising) gibt es die 3%). 
Es reducirt sich nämlich der Fehler auf 


An—a\? Ir—3 1 h 5 eg 
( = ) ne [R sın (r-+n—1)9 — dy—2S10 (rn —2)p] 


— An. [R cos (rn —1)P — an-a 608 (r+n—2)p]}. 


FE EEE 


Y h 
ren 


de "rn erh ae: 
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ante 1), (tt Non: en- 42.0.0) 
5% (a,"1 i—2 + An—i An—i4 2), (a,"t°-1 .. On—i: Rn—i+1 Rn—i+3 ee &y) 


el TR nie), (tr. anni}... 1) 
(a@," ti—2 Ani @n—i41) | 
(0,7472... 0, 42-142) | 


(7422 ... Ani dy) 


In analoger Weise lassen sich die übrigen Ausdrücke der Fehler 
umformen, welche in diesem Paragraphen enthalten sind. 


Noch sei bemerkt, dass es nicht nötig ist, besonders zu unter- 
suchen, ob a < en-i+1. Es ergibt sich dies von selbst daraus, 
dass die Verhältnisse sich bestimmten Grenzen nähern oder nicht. 
Ferner, dass die Identitäten ungestört bleiben, wenn auch unter den 
übrigen Wurzeln gleiche vorhanden sind. Endlich, dass sich, wie 
Fürstenau bemerkt hat, die Determinanten “ten Grades zurückführen 
lassen auf Determinanten 2ten Grades, deren Elemente selbst Deter- 
minanten vom ©—1ten Grad sind, indem man die Sätze von Deter- 
minanten adjungirter Systeme anwendet. | 


$. 8. 


Es ist nicht notwendig, dass man beide Reihen der Divisions- 
ceoefficienten entwickelt, denn jede der obigen Determinanten, welche 
die eine Art der Coefficienten enthält, lässt sich auch darstellen als 
eine Determinante, welche die andere Art enthält. Es lässt sich 
nämlich jede durch Rändern so auf den nten Grad bringen, dass sie 
den gemeinsamen Charakter nicht verliert und nur aussen durch eine 
Potenz von (o,°...e„) oder («,*...a„) multiplicirt ist. Die Gleichung 
l) liefert dann die gesuchte Transformation. 


Es sollen hier nur die wichtigen Fälle, wo n—i = 2, und wo 
i= 2 ist, durchgeführt werden. Da sich im Folgenden die Divisions- 
coefficienten immer auf die sämmtlichen «@ beziehen, mag zur Ab- 
kürzung statt (@,”...«,) (r) geschrieben werden. Es ist 


Ga; (+1) 

(ar Dar r) 
mr}; (DB), (—n+2), (—r+3) ... —1)| 
Ferch); (r), (Hl), (—n-+2) re 

erden m, (a1) .... (3) 
nl), -r—nt2), (—2n+3), (244) ... (on) 


12* 


> 
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(0), (1), (r—n+2), (r—n13)7 2.62 
et (mal) (0), (Mr), (rn 
Er gan (—2), (—1), (r—n), (r—n-+1) ... (r—3) 


ed u a, Mm tr we he elle or... Le Le 


(—n-Hl), (—n+2), (r—2n-+3), (r—2n-44) ... (r—n) 
(r—n), (r—n+1) ... (r—8) 


ine re. to Ne ie WR ae ner a See Te 


(r—2n-43), (r—2n-44) ... (r—n) 


Ganz ebenso ergibt sich auch 


er (a; ... an)? 
2 


(r—n-+1), (r—n+2) ...(r—2) 


TINTE 
un —r—1)|) (nm)? 

ID Eon I 
und 

Baer rd) 

raT) 


(1), (r—n+2), r—n+3) ... (r—D) 
a (a4... @n) Eu (0), (—n-1), (r—n-+2) ... (r—2) 
(—n)®: N ee A ee ee he Re Kata ST UREN: +07 De 


(—n-+3), (r—2n-+A4), (r—2n+5) ... (r—n+1) 


Sonach ist 


8) (r—n), (r—n-+1) (r—3) 
az (rt NE ARE Re 
ae ee _ po r— 2743), Earl 
(—r--1), (—r) "Ir—n+1), (r—n-+2) ... (r—2) 
Er 2), rl) st nn NE ee le Se 
(r—2n-H4), (r -2n+5) ... (r—n+1) 
und 
(—n-+1) ... (r—3), (r—1) 
(r—n) ... (r—4), (r—2) 
(—r—1), (Hl) 12.2.2020. ER Du. 
88) Kr—2), —) |. ya (r— +4) ... (r—n), (r—n--2) 
Ge OR Kent) ae 
ra) (rl) 2 ne 
(r—2n-H4) ... (r—n), (r—n--1) 


Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass die Näherungswerte für 
aaa, welche die 7) ergibt, der Reihe nach die nämlichen sind als 
die, welche ich erhalte, wenn ich das Product der Wurzeln durch 
die Reihe der Näherungswerte für @,...«a, dividire, welche die 6) er- 
gibt; und dass die Näherungswerte für «es, welche die 7») ergibt, 
der Reihe nach die nämlichen sind als die, welche ich erhalte, wenn 


N u u Dad nn 


NE EEE u Te EL Fra I A re N 77 
u re 2 ER RIES, IR BEN 2 RA “ Se 5 % 
> FR Er a A RAT en i { Dar 
he rd ni > kr > 
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ich von der Summe der Wurzeln die Reihe der Näherungswerte für 
ao)... a, abziehe, welche die 6°) ergibt. Zusammengehörend 
aber sind nicht zwei Werte, die demselben r entsprechen, sondern 
zwei Werte, die zwei aufeinanderfolgenden r entsprechen. 


Ganz ähnlich ist nun weiter für ©= 2 


(0), (1) ln); (r+n—2), (r-Hn—1) 
m, .@-H)| Il), (0 .. (n—4), (rn—3), (r+n—2)| 


(r—1), (r) I en RE ER 2 RE REN RR RL DR ERS LO 
(—n-+2), (—n-+3) ... (—2), (r—1), (r) 
(—r—n), (r—n-1) .. (—r—3) 
u UP Vera bu 2) 6 a LE EL 
(—r—2n#+3), (—r—2n-4) ... (—r—n) 
Ebenso 
(ei (r) 
@=2, Ir —1) 
(—r—n-+H1), (—-r—n-2) (—r—2) 
— lan trn)?| ».... 0. BERN a 
. \—r—2n+4), (—r—2n-H5) ... (—r—n-+1) 


und bei Versetzung der letzten Colonne an den Anfang 


et (r+1) | Bar ae 
(r—2), (r) nn ar an)"tr=2 (on) X 


(1), (—r—n}2), (—r--n+3) ... (—r—1l) 
(0), ee eerene2), 2 (2) 


+3), (2044), (245) ... (rt) 


Demnach ist 


OD em al). (3) 
9) else | RAR Se Pe RENNER RIELSLIN. | 
EI), €) "Hl, -r$3) .. 3) 
ER RS EN RS & 
und 
MEN (r-H1) Erd er), N 
; el en 
”) (r—1), (r) zen] (—r—n-+1) .. —r-3), (—r—2)| 
N DR a REN 


Aus diesen Gleichungen lassen sich analoge Schlüsse ziehen wie aus 
8) und 8°). Ände 
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+ 


SB 


Die Resultate des $. 7. erlauben nun auch, wie Fürstenau in 
seiner -ersten Abhandlung gezeigt hat, Ausdrücke aufzustellen, die 
gegen einen der mittleren Wurzelwerte convergiren, oder gegen Summe 
und Product von einem Paar solcher Wurzelwerte, vorausgesetzt, dass 
alle übrigen absolut grösser oder kleiner sind. Von praktischem Wert 


dürfte nur der erste Fall sein, und für diesen will ich nur die For- 
meln hier aufstellen. 


- 


Es sei also absolut genommen «„_-1 < en; < @n-i+1, SO gibt 
die 6P) | 


(ar-1...0n), (0 ..04) 2. (mt ti-2...0n), (arti.an) 


” . . . . . [3 . . * . “ “ [2 . . * . ®. * [} . [2 
EEE — 
2) Ss .. ey), (a4? ER 6 (arte ... an) | 


on (ti, an), (arti-1..0,) 
(a,—1 ... &y), (a,” .. &n) . (a,r+3=2 ... Ay) | er.) 5 Res ’ 


- . . . . . . . ” . 


wo der Rest mit wachsendem r immer kleiner wird. Ebenso gibt 
aber die 6) 


(0”...&n), (a +4 25,) ss (ajrtt,.0%) | 


108) 


(«,r-1 nd @y), (a7? 2 en) ER (art? a eu) 


. . . . . . + . . . . . . . . 


(u, 1,:0), (a,’ ...0n) a8, (a2 ,..0n) 
0 nn ne Be 
a er 


. “ . . . . . * . . « ” 


Die linke Seite der 10°) lässt sich mittels der Gleichungen n) und ]) 
auch noch verwandeln in das Verhältniss zweier Determinanten vom - 
»ten Grad mit Divisionscoefficienten als Elementen. Eine Erleich- 
terung der Rechnung gewährt dies nicht, ist aber immerhin interessant 
genug, um auch diese Formel noch anzugeben. Man findet A 


42 
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er): (0) ln-3), (n—i—2) ..(rtn—2) | 
(—2), € . (n—i—4), (rn—i—3) .. (r-+n—3) 
a, NEtl:.. 9-2), (rm —&—1)..(r ri) 
- (ri), (rl)... —r+n—23—2), (na—2:—1) ..(n—:—1) | 


ee nei RE en TE WE TEL ER, Une, a a ea 


Beer) (—r—n4+2) ..(—r—i—1), (9 ..(0) 
(0), (1) . (Rn —2), (r a); (rn —2) 
(—1), I „ (n—i—B), (rn—i—3) ..(r+n—3) 


Bar 00, Wr), (In -%—1)..(r tn —i—1) 
| (—r—), (r—iH1) .. (r+n—2%3—2), (na—%—2) .. (n—i—2) 


Ele de ne A ee a re a ee aa EN RER 


(r—n-H1), r—n-R2) .. eh (el) U 
—= %-i + Rest. 


Man hat also z.B. für die dritte Wurzel einer Gleichung 5ten Grades 


(0); (+1), +2), (+3) 
(—2), 61); (r), Geh), (r+2) 
Gr—2), er—1),.0), (1), (2) 
+3), 2), (Dd), W, DD | 
r—4), 78), I (0) | 


(0), ll),  .@+Dd, @+2), +3) 

er); (0), (r), Gt), (r+2) 

(—r—2), (r—1), 1,0), DW  |=es+-Rest, 
(1-8); ern), (2) (2), (0) | 

A), (2.8), al, (2), a 

wobei noch die Gleichung 1) erlaubt, alle Exponenten der Divisions- 
coefficienten um gleich viel zu erhöhen oder zu erniedrigen, oder 
auch im Zähler und Nenner um verschiedene Grössen, wenn mit der 
entsprechenden Potenz von C„ multiplicirt wird. 


$. 10. 

Um die gefundenen Ausdrücke auf die Form zu bringen, von 
welcher Fürstenau ausgegangen ist, wende ich die Gleichung m) an. 
Ich erhalte aus ihr für a=0, s=1, t=2,... v=n—2, v=r+n—1 
105... Cr | 

BONO 
(&," ... 0) —— (—1)r 0, C ur 0,—2 


0,20. 


a Er a ee 
ha ARE De > PR MR BES 1 R 
N re Fra ;; { Sn 


BEN RER KIT a RT ER SRRRERTTNT TIL re vr Rufe DR a 
3 HER ae BR > FR BrB ER m 
{ ‘ f. f N 
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fürg= 0, s=-1,t=2%.. wven—, v-er+n—2, wertn—1 


(3, G3 .. . Cr 41 
(&,”... 4), (a,t+1.. .cn) _ Fr 6 
(a1 .,.0,), (&,”...&,) oa 

00ER 


frg=0,s=1l,t=2,.. wv=n—3, v=r+n—3, v=er+n—1 


CC 0... Cr+1 
(er l...0n), (tl... on) & % % 3:40, 


(a,"2...0), (&”...0n) 


0.0 


für ee s=—n-H1, t=—n-2,... u=—3, v—=—2, vw—=—1 
—_n NEE 
wegen (a, ...an) c 
Cn—; CH ... 5 
1 (—C, PT ar Ken .. 073 


Ger a . . . 

0, 0 ... CH 
für e—r, se—r+1l, t=—n+2,.. u=—3, v=-—2, v=—1 
Cn-—2, CH C,_3 


(a, "71...on), (&17" ..&n) 


0, o ... Cn—2 
für =—r—1, s=—r+l, t=—n-4+2,.. v=—3, 1 =—2, v-—1 


CH-2, Hm. . 0-3, C,—ı 


(a, "—1...0,), (a, -"+1,..0,) On-3, On-2.. C,_4, Cr-2 


3 — — (,-r+n-3 
(a,7772...04), (a1 ”7...0n) ® 


0, 10) ... RA, 0 
0, 0) ... Cn—3, CH 
Diese die C enthaltenden Determinanten geben, abgesehen von 


Vertauschungen in den Zeilen und Reihen, in die Gleichungen 1) bis 
5) eingesetzt, die von Fürstenau zuerst gegebenen Formeln. 


As 


Es mögen nun noch an wenigen Beispielen die Resultate des 8. 4. 
gezeigt werden, und zwar sollen solche gewählt werden, bei welchen 
sich das Gesetz der Annäherung bald erkennen lässt. Wie man bei 
langsamer Annäherung durch Vertauschung der Variabeln eine raschere 
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Convergenz erzielen kann, ist von Fürstenau selbst gezeigt worden. 
Die Berechnung der Divisionscoefficienten geschieht entweder durch 
einfache Division, oder bequemer mittels der Gleichung f). 


1tes Beispiel: &# — 747 =0. 


(Ol 
ed 
@,27.0-=7.1 


8) =7.(1)—-0)-—7.1 


BR NDU)—7%1 


B =7.()—-@)—=—7?.2 


(6) = 72.8 

(7), =—73.3 
(8) = 73.10 

(9) =— 73.29 
(10) 74.13 
11)=— 74.39 
(12) = 74.120 
(13) = — 75.52 
(14) 175.159 
(15) — 75.484 
(16) = 76.211 
(17) =— 70.643 
. 18) = 76.1961 
(19) =— %.854 
(20) = 77.2604 


(3) =— 71 

(—4) =7.(A).T = — 7-1 

(5) =T.(-4.71=— 7-1 

(—6) =(7.(-5)—(—3)) .71=—6.7-2 
(—7) = (7.(-6)—(—4)).7-1=—5.7-2 
(8) = (7.(-D)—(- 5)).7-1=—4.72 
(—9) = — 22.773 

ie 17.73 

(-11)=—13.7-3 

(—12) = — 69 .7- 

(—13) = —52.7-% 

(—14) = — 39.774 

(—15) = — 204.75 

(—16) = — 152.75 
(—1N)=—113.7>5 

(—18) = — 587 .7-6 

(—19) = — 435.78 

(—20) = — 322.76 ° 

(—21) = — 1667.77 

(—22) =— 1232.77 

(—23) = — 910.77 


_ Aus der ersten Reihe sieht man, dass «, negativ ist, aus der 
zweiten dass «, positiv ist. Man bildet nun die Reihe der Näherungs- 


werte für «,; und erhält: 


OR 
(a, I 
EEE 
re 
DR, > 
Bi e 
Re?) 


(5) 


Ch) 


a - 4-20 ar) 
= - 57-3383 (—) 
a --0- 2% (H 
ee re (—) 
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a1) _ 
(10) 
(12) 
(11) 
(13) 


(TO) a 


SEIEN 
(13) 
(15) 
aa) 


Naegelsbach: 


ae a 
13 

ne — 3,076 ... 
- EN HAIR 
We 
= — — 3,044 ... 
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.& 


ri 
GR 
ka; 


H 


(16) 
15) 
ERTL 
(16) 
(18) 


FREE 


(19) 
(18) 
(20) 
(19) 


1477 
484 


643 
211 


1961 


5978 


= — __- — — 304844 . 


1961 
2604 


= — 7 =—3,0448.. 


854 


Bas). BR 


(CH) 
(er) 


Die Werte nähern sich dem wahren Wert abwechselnd von oben 
und unten, wie die daneben geschriebenen Vorzeichen der Fehler er- 


kennen lassen. 
ten. Zugleich erkennt man, das «, positiv sein muss. 


Der wahre Wert liegt also zwischen den beiden letz- 


Es wäre frei- 


lich noch immer möglich, dass es auch einen imaginären Teil besässe, 
der aber jedenfals so klein ist, dass er bei dieser Annäherung noch 
keinen Einfluss übt. 


Bilden wir nun ebenso die Näherungswerte für «,.' Es ergibt sich 


Vi! 
6) 
I) 
(5) 
Ge 
= 
BD) 
(=) 


(—12) 


(—13) 7 


Hier erkennt man sofort, 


—=1 

—1 

—ı = 1,166 

=, -12 

—. — 1,29 

a 
22 

-=7-129. 
17 

=. 
91 

=o—-131. 
69 
51832. 


(—13) 2 
(—14) "39 
(—14) I 
(15) 02 204 
(—15) 204 
(216) 774192 
(16) 35% 
G17y de 
(—17) '. 791 
(—18) 587 
(—18) 587 
(—19) 435 
(—19) . 485 
(- 20) ” 322 
(—20) 2254 
6217 5.241667 
(—21) _ 1667 
(—22) ” 1233 
(—22) 1232 
(—23) — 910 


a 
x 1,338 .. 
— 1,342 ... 
= 1,346 ... 
b 
— 1,347 ... 
. 
— 1,3509 ... 
— 1,9591 .. 


— 1,3530 ... 


— 1,3538 ... 


dass sich die Werte einseitig nähern, 
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dass also auch der letzte Wert zu klein ist. Daraus ergibt sich wie- 
der, dass «, positiv ist. Was diesen Wert selbst betrifft, so hat man 
nach $. 7 und $. 8 | ' 


a (19) 

Bel). 166 % 
lan, as] — —7, ee Br 5,177 ... = 09035, 
(16), (17) 

(19), (20) | 

(18), (19) | _ (—22) __1282.7 _ a Bi 
a8), (19) =.—Hf. (31) 1.041667 — 5,173 .. == Oolly. 
(17), (18) | | 


Beide Werte sind algebraisch zu klein. Man würde daraus finden 


(18), (19) | 
a2), a8)| AD 1667.643 _ a 
Im), as) ae) 322.1001 00. — 
(16), (17) | 

und 
(19), (20) 


(18), (19) | (18) __1232.7.1961 
(18), (19) (19) 1667.5978 
(17), (18) 


— 1,89705 .. — 0, 


Von diesen Werten ist der zweite, also auch der erste zu gross. 
Man findet auch keinen zu kleinen Wert, wenn man von dem Pro- 
duct «,a, ausgeht. Man hat zwar 


(—20), (—19) 
221.020) 
(—21), (—20) >, 
(—22), (—21) 


BET = an — 2,2952 .. ='a,a, zu klein, 


und 


(—21), (—20) 
22), -2a)| _ .,,48 __1961 
(—22), = ie 10) /EDA 


— 2,2964 ..: = a,ag ZU gTOSs, 


aber die Werte von a, werden die nämlichen wie oben. 
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2tes Beispiel: = 202432 —1 (0. 

(0) —=1 (—3)—=1 

W)-—20)-— A)—=3 8) 


2)—=—%1)—3(0) —1 
8)=—2(2)—31)+-1(0)=5 
()=—28)-3@)H11)=—15 
(5) = —2(4)—3@8)41(2) =16 
()= 18 


(—5)=3(—4)+2(-3)=11 
(—6)=3(—5)+2(—4)+1(-3) — 40 
(7) = 3(—6)+2(—5)+1(-4)=145 
(—8) =“ 3(—T)+2(—6)-H1(—5) = 526 
(—9)—1908 | 


Hier zeigt sich sofort, dass «, und a, ein Paar complexe Wurzeln 


sind, deren reeller Teil negativ ist, desgleichen dass «, positiv ist. 
Berechne ich das letzte zuerst, so kommt 


\ 
: 
j 
. 
E 
} 
R 
. 


(rg (—10) = 6921 

(8)= 160 (—11) = 25105 

)=—5 (—12)—=91065 | 
(10) = —569 (—13) = 330326 | 
(11)= 1313 (—14) = 1198213 
(12) —924 


en 22 > — 0,33 ... (+) 
= pi: () 
er = r — 0,275 .. «=. 
= > nn — 0,27586 .. H 
=. in = — 0,275665 ... (—) 
a BR 1 ONE. 
= a — 0568. 
en B — 0,27568213 ..  () 
=) ee — 0,275682205 .. (H) 
= = = 0,2756822049 .. 

(—13) 330326 


(14) — 1198813 — 0,2756822034 ... (—) 
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Die Vorzeichen der Fehler lassen wieder erkennen, dass die 
beiden andern Wurzeln complex mit negativem reellen Teil sind. Der 
letzte Näherungswert ist gewiss zu klein, der vorletzte könnte zu klein 
oder zu gross sein. Für die beiden Wurzeln «, und «, lässt sich 
nach $. 8 mit Hülfe der gefundnen Werte von «, sofort ein zu grosser 


und ein zu kleiner Wert. von R? und 2Rcosp angeben. 


Da es mir. 


aber hier wesentlich um den Wechsel in den Vorzeichen der Fehler 
zu tun ist, will ich die ganze Reihe hersetzen, und nur vorher noch 


bemerken, dass wegen C„ = —1 hier einfach nach $. 8 


@)(r-+1) 


eye 
und 
wr@l), (r+1) 1) 
Beh ie) N SR 
ed I Ta" 
(v2 gp) 
Man hat für R? und für 2Rcosp 
11 £ 7 | 
3 3,666 .... (+) — 3, = — 2,333... 
40 25 
a — 3,636 ... HH -5 7-27. 
145 ar 
3,6% J-n =-29 
526 330. N 
145 — 3,6275 ... (4) — 145 — — 2,27586 ... 
1908 1197 © 
6921 48342 | 
08 3627358... (—) — Ing. = — 22756813 ... 
25105 15750 € 
91065 57131 
55105 — 382736506 ..(—) — 55105 — — 327568213 „. 
330326 207235 
Goes — 362736506 .. (—) — Srong = — 2275682208 .. 
1198213 751717 
sa0396 — 362736508 ..(4) — 350556 — — 22756822049 .. 


3tes Beispiel: 2° — 602-4 323° — 80? — 5 —2—=(0. 
(0-1 
1)=6 


(=) 
re 


£ . 7 = x y 5 
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(2)=6(1)—3(0)—33 | 
(3)—6(2)—3(1)-+8(0)—188 Bar} 
(4)=6(8)—3(2)-+8(1)-+5(0)=1082 

(5)—6(4) —-3(8)++8(2)++5(1)+2(0)—6224 
(6)—=6(5)--3(4)-H8(3)-+5(2)42(1)=35779 

(7)=205664 Ä 

(8)—1182225 

(9)—6795874 

(10)—39065224 

(11)—224561400 

(—5)=1.2-1 

(-6)=2-1,(—5(—5))=—5.272 
(-)=21.(—5(—6)—8(—5))=9.2-3 
(—8)—2-1.(—5(—7)—8(—6)+3(-5))=47.2* 
—9)=271..—5—8)—8(-N4+3—-6)—6(—-5))=— 487.273 
(—10)=2-1.(—5(—9—8-8)43(—-7)—6(—6)-+(—5))=2047. 9-6 | 
(—11)=271.(-5—10)-8-N+3(—8)— AT mer 2 TEN 
(—12)—=—28753.2-8 Vogt 
(—13)—230713.2-9 | 

(—14)=—828257.2-10 
(—15)=252361.2-11 
(—16)=16100751.2-12 


Es ist sonach «a, positiv, @, und «, sind complex mit negativem 
reellen Teil. Als Näherungswerte der «a, erhalte ich nacheinander 


: —6 as 
= 5,5 © 
N as ; 
I — 5,755 (+ ; ; 
ee Bir 
SH? Bere (4) ER h 


der Darstellung der Wurzeln algebrätsuher Gleichungen. 191 


205664 


a brdal er 
inrasss.. 
er — 5.748876... (4) 
— — 5,7483737 .. (H) 
224561400 _ „7493709 . 


39065224 


Aus den Vorzeichen ersieht man, dass «„ und «, ein Paar complexer 


Wurzeln sind mit positivem reellen Teil. Vom letzten Wert ist nicht 


sicher, dass er zu klein ist. 


Um «, und «a, zu berechnen habe ich 


(—6), (—5) Be, 

(—7), (—6) Zr 23 

EL Se PR a 

ent) En2 .: 

(8), (—7) | 6592 824 

ee) PR 

(9), (8) - 140960 8810 

a ee) er 

(—10), 9) ' _ 3025792 94556 

(11), 10) 2% a 

(—11), (—10)| 64574272 1008973 
(12), 11) 2% N 
IEiene (—11)| __ 1378369792 ___ 10768514 
(13), (12) 0 26 ana. 
(—13), (—12)| 29413614848 114896933 
(19), (13) 238 a 
(14), a __ 627786694656 __ 1226145888 
N re 


—-15), (—14)| 13399245795328 13085200972 


—__ 


ec = m 
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Man hat demnach als Näherungswerte für R2 


2.8 


er & Dot 
ea. ch 
Fr ee en 
ne — 01863. () 
Be ler (3 


114896933 


1226145888. 


2.1008973 
10768514 


2.10768514 


— 0,18739 ... 


} 
) 


— 0,18744 ... 


2.114896083. 710 1er 


2.1226145888 
13085200973. — 0,187409 ... 


Hier lässt sich aus den Vorzeichen der Fehler auf die vorher- 
gehenden Wurzeln mit Sicherheit nicht schliessen. Es könnte '&g 
positiv sein, es könnten aber auch «, und a4, ein Paar complexer 
Wurzeln sein. Dass in diesem Fall der reelle Teil positiv ist, ist 


nur wahrscheinlich, nicht gewiss. 


Ebenso ist von den beiden letzten 


Werten nicht mit Sicherheit zu sagen, ob sie zu sross oder zu klein 


sind. 


Für 2Rcosgp werden die beiden letzten Näherungswerte 


(—14), (—12) 
410), 38) 
(—14), (—13)| 
19); (—14) 


— 0,5856559 .. 


(—15), (—13) 
46), (14) 7: 
5) a) — 93856556 .. 


(—16), (—15) 


Für @; und a, endlich findet man aus den letzten Werten 


R’? — 1,85649 ... , 2R’cos@'— 0,83727 ... 


veref BEE} ee Ey UP Er 2 Pe a Be En a 
n ERS ie vi 
F r; E 


u 
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XV. 


Beitrag zur Kenntniss von der Bewegung eines schweren 
Punktes auf Rotationsflächen mit verticaler Axe, 
Von 


Theodor Bertram, 
Gymnasiallehrer in Bielefeld. 


Die folgenden Entwicklungen sollen einen Beitrag liefern zur 
Kenntniss von der Bewegung eines materiellen Punktes, 
der gezwungenist, sich unter dem Einfluss der Schwer- 
kraft auf einer Rotationsfläche zu bewegen, deren Axe 
vertical steht. Zunächst werden die Bewegungsgleichungen, soweit 
es möglich ist, allgemein für Rotationsflächen mit verticaler Axe inte- 
grirt werden, um dann an der Hand der so gewonnenen Resultate die 
Bewegung er dem Rotations-Paraboloid und -Kegel einer 
eingehenderen Untersuchung zu unterwerfen. 


.1. Bewegung auf der allgemeinen Rotationsfläche 
> ; 


© --y?—/ (2)? — 0. ’ 


Die Gleichung «@+y?—/(2)? = 0, oder kürzer F(a,y,2) = 0, 
stellt eine auf rechtwinklige Coordinaten bezogene Rotationsfläche dar, 
deren Rotationsaxe zugleich Axe der z ist. Die Meridiancurve hat 
die Gleichung r = /(z), wenn r die Abscisse in dem Coordinaten- 
systeme eines Meridianschnittes bezeichnet. Die Allgemeinheit der 
Entwicklung wird nicht beeinträchtigt, wenn wir die Masse des be- 
weglichen Punktes gleich der Einheit setzen; nehmen wir ausserdem 
die Richtung der Schwerkraft derjenigen der positiven z entgegen- 
gesetzt, so sind die allgemeinen Bewegungsgleichungen unseres Punktes 
bekanntlich gegeben durch folgende Gleichungen: 


OF d?z OF 


ay „0X, BAR a a 
Te N.V.25 2) —= N.V.- 3 aa N Van; 


di2 .oy 
Teil LIX. 13 


Ba N A RE ze 
EEE RR ix 
Ei Kar 2: Au kY 
re 2 
U R 


#% 
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worin N den noch unbekannten Normalwiderstand der Fläche be- 


1 . 
deutet und der Kürze halber I = Te 


VE)+@)+E@) 


setzt ist. 


% 


Da die resultirende beschleunigende Kraft sich in jedem Mom:nt 
aus der parallel der Axe der z gerichteten Schwerkraft und dem Nor- 
malwiderstande der Fläche zusammensetzt, welche für den Fall un- 
serer Rotationsflächen in ihrer Richtung immer diese Axe schneidet, 
so wird die Resultirende mit der Axe der z immer in einer Ebene 
liegen. Für die Projection der Bewegung auf die Ebene der «y 
können wir somit von dem Flächenprincip Gebrauch machen. Das- 
selbe ergiebt 


II. xdy —yde= C.dt, oder r?.do = (.dt, 


wenn C' eine noch zu bestimmende Constante, und [r, ®] die Polar- 


coordinaten für die Projection der Bahn auf die Ebene der xy be- 
zeichnet. 


Da ferner die von dem Normalwiderstande der Fläche geleistete 
Arbeit in jedem Momente gleich Null ist (sie steht ja senkrecht auf 
der Bahn des Punktes), so liefert uns das Princip der lebendi- 
gen Kraft ein anderes erstes Integral unserer Gleichungen I, 


3 ren & aneeRe are: 
wenn vo die Geschwindigkeit des Punktes und C’ eine zweite willkür- | 


liche Constante bezeichnet. 


Zur Bestimmung der Constanten C und CO’ genügt die 
Kenutniss des Bewegungszustandes an einem- bestimmten Punkte. Der 
Punkt Al, Y0,29] auf der Fläche F= 0 habe die Coordinaten 


„mh vd; n=flh); 


und dort möge der bewegliche Punkt [M möge kurz ihn bezeichnen], 
eine Geschwindigkeit v,, in der Richtung der Tangente an den durch 


4A laufenden Parallelkreis, besitzen, so dass, wenn auch die Zeit 


von dem Momente an gerechnet wird, wo M sich in A befindet, 
dy : dy dx 

ER — », ist. Dann folgt aus III. al) — % (Fir a 

=f(h).vo; und aus IV. 9 — — 292, +0’ oder C’ = 2gh-+ vg”. 


Wir erhalten somit folgende zwei Differentialgleichungen erster 
Ordnung: 2: 
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1 zdy — yde[= r?do] = vy..f(h). &t; 


m (GH) Bri=fa-ntu: 
Diese verbinden wir mit der Gleichung der Fläche 
42-508, 
und ihrem ersten Differential 
V. - zde + ydy = f(2).f'(2) .dz. 
[VP-H[II2] giebt 
7 (+) [ar + ap] = O8. dr. m). de; 
0 


(2) +) ]-ror.re:.(&) + m.nns; 


woraus, mit Rücksicht auf IV, leicht abgeleitet wird: 


I+7'@% e 
FR TO 
Durch Einsetzen dieses Wertes in III®. findet man dann 

a IE EET 09. f(h) 

do — N EETELTEN EB a Be ee 
BET zT 
Für das Bogendifferential der Bahn folgt aus IV“, und VI. mit Rück- 


VI. dt = 


.dz. 


ds 
sicht auf vo = —, 
dt 


[3 


- 2] Rn 
f(@)? [29 (h—2)+ 2]— 2,2 .f(n)?' (2 


Auch der Winkel, den die Tangente an einem Punkte der Bahn 
mit der Tangente des zugehörigen Parallelkreises bildet, lässt sich 
leicht bestimmen. In dem Elementardreieck RPQ, sei PR ein Ele- 
ment der Bahncurve ds; PQ sei der durch P laufende Parallelkreis, 
und QR der durch R bestimmte Meridian irgend einer Rotations- 
fläche. Da in Q die Parallelkreise und Meridiane sich senkrecht 
. schneiden, so ist 


Wide 


do 

RR do dt 

cosQPR = PR dam er Ta ide 
dt 


wenn do das Bogendifferential des Parallelkreises bezeichnet. Nun ist 
13% 


ri EEE . 
a 3 BE NE A Et 
a a a A 

Ay 7 


nommen wird, ist 


-- 
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do do ds BIER di. 
BEINEN TR und . Wr: 9 (h— 9) Fo? ; 


er. 


H do v9. (h) DM v9. f(h) 4 


Arte 9 


a, f() ‚ 


also 
Bu f(h) FR 
IV 29 (h—2)-+vo? 


- Durch die bisher gefundenen Ausdrücke ist es möglich, alle 
wesentlichen Elemente der Bahn durch einfache Quadraturen zu finden, 
sobald die Function /(z) specialisirt ist. Ist /(z) aber eine transcen- 
dente Function, so bieten sich der Integration zu grosse Hindernisse; 
ja schon bei algebraischer Form von /(z) werden die Integrale als 
Argument eine Quadratwurzel aus einem Polynom 5ten und höheren 
Grades der Variabelen enthalten, wenn /(z)? ein Binom nur vom 
2ten Grade mit zwei verschiedenen Parametern ist. 


IX. COST = 


Die einzige Fläche, welche ein algebraisches Integral ergiebt, ist 
die Cylinderfläche | 
ar; 


man findet aus VI. und VII. leicht durch Einführung der Werte 
I) = a; F@) =: 
ua w (h—:), 


woraus ersichtlich, dass die durchlaufene Bahn bei der Abwicklung 
des Cylinders auf einer Ebene eine Parabel darstellt. 


Die Kugel 
ty — a?—2} 
hat wegen ihrer praktischen Bedeutung für das Pendel schon aus- 
reichende Untersuchungen gefunden. Aber schon für diese Fläche 
werden jene Quadraturen elliptische Integrale. Letzteres gilt auch 
von dem Rotations- Paraboloide und -Kugel, wie wir im folgenden 
sehen werden. Die übrigen Rotationsflächen 2ten Grades führen schon 
zu höheren Transcendenten. 


$. 2. Bewegung auf dem Rotations-Paraboloid. 


Die Gleichung eines Rotations-Paraboloides dessen Rotationsaxe 
zur Axe der z, und dessen ‚Scheitel zum Coordinaten- Anfang ge- 


in 
2 ee . “ 
x 13 = 2a; 
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so dass die Function /(z) in den Formeln des 8. 1. zu ersetzen ist 
durch Y 2az; also fd) = 12 Es ergiebt sich daraus für die 


Componente der Geschwindigkeit des beweglichen Punktes genommen 
nach der Axe der z der Ausdruck: 


RRaR N 
h—:) (— 3) 
lz en ( 
dt BIK 
2-4 5 


® Das doppelte Vorzeichen weist schon darauf hin, dass die Bewegung 
eine auf- und absteigende sein wird, und veranlasst die Bestimmung 
der Höhe und Tiefe, zwischen denen das Steigen und Fallen statt- 
findet. / 


dz 
Die Geschwindigkeitscomponente — wird Null für die beiden 


elt 
Werte 
vo”, 
a=h, und ag 


- sehen wir also zu, welche Richtung die Beschleunigungseomponente 


ae, . R , 
5% für diese beiden Werte erhält. Es ist aber 


dt? 
2 B 
j [47 
d’z —_.jT es 
di? ; V29 v7 v 2 
(h— z) (3%) 
a U: 22, N 
(+3)la+2 ) 09 (=). 
5E 41, 
(+3) di 
DD 
v2 
+, 
29 el KERZE AR 
rer: 
+5 | (+5) 
woraus unmittelbar folgt, dass 
A, 
d’z 29 an a 
(Ei). =g. BEntgn RS 0, je nachdem m V2gh, 
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ar ei 3) 


=, 
FEINE 5 N je nachdem — V 29h. 


12 ; 
Da die Geschwindigkeiteomponente 2 aber für keinen anderen Wert 


von z zu Null wird, so ersieht man aus diesen Resultaten, dass der 


bewegliche Punkt, wenn- ©, > Y2gh, von dem tiefsten Punkte z— h 
2 


. .. ® ” [ U i 
bis zum höchsten z— .- steigen, dann eine fallende Bewegung an- 
29 oO 2 oO 


nehmen wird, bis er wieder zum tiefsten Punkte gelangt ist, um von ® 
da die Bewegung in derselben Weise zu wiederholen. Ist dagegen 


v8 <V2gh, so beginnt die Bewegung in z— h aus dem höchsten 


2 


, und steigt dann wieder 


Punkte, fällt bis zum tiefsten Punkte z= dg 


bis 2=h. 
Der bewegliche Punkt oscillirt bei seiner Bewegung 
zwischen den beiden horizontalen Ebenen 2=h und 


%g2 


TR Da die Geschwindigkeit 


v2 = 249 (h—2)-+Vo 


für keinen Wert von = zwischen den Grenzen 


; 
Un 


25 zu Null wird, so 


h 
wird die Bewegung nie aufhören können. 


Der Fall », — Y2gh erledigt sich nach dem Vorhergehenden 
von selbst; denn er sagt aus, dass die beiden Grenzebenen [- “| 
zusammenfallen; d.h. der bewegliche Punkt muss sich immer in der- 
selben Horizontalebene bewegen, er beschreibt den durch z=h= ne 
bestimmten Parallelkreis. Die Geschwindigkeit v2 = 29 (h—2) + 
bleibt in diesem Falle constant »,. Die Dauer eines Umlaufes findet 


sich also zu 
Im. YV2ah V: 
— — Ir _. 
© g 


Es verschwindet die Höhe (R) ganz aus diesem Ausdruck, und wir 
haben das merkwürdige Resultat, dass die Umlaufszeit (7) auf dem 
Rotations-Paraboloide für alle Höhen (A) dieselbe bleibt. Es ist diese 
Fläche aber auch die einzige, welche diese Eigenschaft besitzt; wie 
man leicht durch folgende Betrachtung einsieht. Es ist 


SF a DE a 
r Rr? £ 


N» Kg nn Pa Ta a De 


a a Ada VD 
x w - 
} 
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a RA RE 
. V29.2 


es ist aber dieser Ausdruck constant nur für 22 = z Const., d.h. die 
Meridiancurve muss eine Parabel sein. 3 


Noch eine Bemerkung über das Vorzeichen der Constanten a in 
der Gleichung &°-+-y? = 2az möge hier Platz greifen. Dasselbe ist 
stillschweigend als positiv angenommen, d. h. das Paraboloid mit seiner 
concaven Seite nach oben gerichtet, also ganz auf der positiven Seite 
der z vorausgesetzt. Sollte « <{ O0 sein, so würden nicht alle bis jetzt 
gemachten Schlüsse stichhaltig sein; es würde % auch negativ sein 
müssen. Eine einfache Zerlegung der wirkenden Kräfte (die Be- 
schleunigung und Oentrifugalkraft) in ihre Componenten längs Flächen- 
normale und in der Tangentialebene zeigt aber schon für für diesen 
Fall, dass der bewegliche Punkt beständig fallen muss. Die Bahn 
würde somit sich nach unten in’s Unendliche ersrecken; da besondere 
Eigentümlichkeiten ihr fehlen würden, so mag dieser Fall von der 
weiteren Untersuchung ausgeschlossen bleiben. 


Zur Vereinfachung wollen wir !die beiden die Grenzebenen be- 
stimmenden Werte von z so bezeichnen, dass z = y immer die obere, 
z= ß die untere Ebene bestimmt; so dass also 

v0? [? wenn v, > V2gh ; __{ß wenn 9, > YVägh, 

g = = Fr TR | ec ( BT 
9 \B „0 <Yäg ang V3gh 


Setzen wir ausserdem 5 — a, so erscheint die Formel I. in folgen- 
der Gestalt: | 

a N 
= Vı9 V-@-)E@-M@—y)' 


Die Zeit tist hierdurch als ein elliptisches Integral 


Id [e <ß<y] 


: EI 
der Variabelen z gegeben, deren Grenzen z2| sind. 


ß 
Führen wir folgende Substitution ein: 
B— «a.k2sin?p rd. 
Ian? mr 


so erhalten wir, wenn 1—%?sin?p — 4?p. gesetzt wird: 


| I NEE RR, 
III. Ara ee nn 
r V2g Yy—a A°p 


ET TRT 2 
EL 
are rl 


\ 
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Hierin entsprechen sihh die Grenzen der verschiedenen Variabelen in _ 
folgender Weise: 


7T 
2 o 


BC Den, sin?p .9 
| 
ß 0 0 


Führt man die bekannte Bezeichnungsweise ein: 


2 y 
dp 
u Ip’ op = amu, E(u) = Sf 39.49, Lars 1—i2, 
0 


so gilt folgende Relation *): 


d 1 sin amu.Cosan 
NER | Bl — en. 


Integriren wir also Ill. von z= ß bis z=z,, so erhalten wir die 
Zeit t,, welche vom Beginn der aufsteigenden Bewegung 
von der unteren Grenzebene aus, bis dahin verflossen ist, wo 
der bewegliche Punkt bis zur Höhe 2—=z, gestiegen ist, 

in der Formel: 


sin amu, COS amay | "8 


2% TER 278 
IV. 42 g | wen JISamu; j 


Es ist hierbei nur das positive Vorzeichen zu berücksichtigen, weil 
dz 
dt 
Variabelen entsprechen sich in folgender Weise > 


für die aufsteigende Bewegung positiv. ist. Die Grenzen der 


£ı 


Yı K 
79 


ß ER RL 


Eine zweite Substitution: 


= y— (y— P)sin’v, 


für welche ebenfalls 22 — A sein möge, transformirt II. in ; 
Rena en \ i 

V. U ——m 9 —u.dv.dv.>; 3 
( Toy. Yy a. Jw Ban 4 


die entsprechenden Grenzen sind a 


*) Durege: Theorie der elliptischen Functionen $. 22. 
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B x | | zz 

Zr SIND. vi? 

y 0 0 


es wächst also ı» bei abnehmenden 2. Integriren wir nun von 2 — 
bis z=z,, so erhalten wir die Zeit %, von Beginn der fallen- 
den Bewegung von der oberen Grenzebene aus, bis zudem Mo- 
ment, wo der bewegliche Punkt bis zur Tiefe = ge- 
fallen ist, in der Formel: 


vi." | ng N 


. . s., .. « . . dz .. 8 
Hier war das negative Vorzeichen zu berücksichtigen, weil 7, für die 
fallende Bewegung negativ ist. Die entsprechenden Grenzen sind 


2 EZ It 


‚Aus den beiden Gleichungen IV. und VI. lassen sich für die Be- 
wegung des Punktes wichtige Resultate herleiten. 


‚Zunächst geben beide für die Zeit, welche der bewegliche 
Punkt gebraucht, einmal um von ie er unteren zur oberen 
Grenzebene zu steigen, das andere mal umvonder oberen 
zur unteren zu fallen-denselben Wert. Denn es entsprechen 
diesen Fällen folgende Integrationsgrenzen 
2 für V. ai vee (BD 
} 0 0 y ar 0 


rı 


für IV. 


U 


IT 
wo KR f® ; und weil cosamX = cos, —=0, so folgt aus IV., 


3 


wie aus VI. unmittelbar (wenn Z(X) kurz durch E bezeichnet wird) 


VII 79 er 


Wenn ferner der bewegliche Punkt von irgend einer Höhe aus- 
gehend, nachdem er einmal die obere und einmal die untere Grenz- 
ebene passirt, wieder zu derselben Höhe gelangt ist, d. h. wenn z 
alle Werte von 8 bis y einmal aufsteigend und einmal fallend durch- 
laufen, so wird das Argument « um 2X wachsen. Führen wir dies 
ein, und berücksichtigen die Relationen: 
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sinam(u--2K) = — sinamu; cosam (u-12K) = — c0Samu; 
Adam(u-+-2K) = Jamu, E(u+2K) = E(u)+2E; 


so erhalten wir für die Zeit t', welche der bewegliche Punkt ge- 
braucht, um von der zur Zeit t inne gehabten Höhe z, aus, nach 
einem vollständigen Auf- und Absteigen wieder zur selben Höhe », 
zu gelangen, aus beiden Eormeln IV. und VI: 


—= 4-27; 


d.h. das Steigen und Fallen des beweglichen Punktes 
geht periodisch vor sich; die Dauer einer solchen Pe- 
riode ist 27. 


Untersuchen wir noch die Zeiten, welche der bewegliche Punkt 
gebraucht, einmal um von der unteren Grenzebene bis zur Höhe 
2= 2, zu steigen, das andere mal um von der oberen bis zur gleichen 
Tiefe z=z, zu fallen. 


Für das nämliche z geben die beiden angewandten Substitutions- 
formeln: | | 
B— ak? sin?p Se | 
— ne > Fe 


hieraus folgt nach einigen Reductionen 


cos y 
cos?®y —= sin®p[1—k?sin®y], oder sing = > n > Er 
durch Differentiation folgt 
sin 
co8pdp = — k'? ray, 
und da 
ee sin y er 
cosp = V1— sin?p — K’ a nd 4 An 
so folgt: 
dp __ db 
Ip Av 
pr. V , : 
Da die entsprechenden Grenzen 9 od sind, so ist 
0 7T 
2 


FR 


Yı 
dp ne fa ia 
Aa j 
20 


4 


t 


ade he a ring RE 
& we PR AN IERE \ ee Ds N NE 


ae. 


u. 


” 


a a in nr BT > übel u era Ar re 


4 


EEE TR SR 
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dh, =K-w für2=2,—=2. Setzen wir daher in VI. für u 


das Argument K—u, ein, so erhalten wir den Wert von t,, welcher 
der Höhe == z, Esch "Nun ist. aber 


sin amu .C0S am, 


E(K—u) = E—-E(w)HR2. 


’ 


Jamu 
folglich 
re ee ER 
d.h. der bewegliche Punkt braucht dieselbe Zeit, ob er 
( oberen |} ( fällt Rare 
nun von der \ unteren | KTenzebene Fsteikt bis zur 


Höhe 2=.,, oder ob er von der Höhe zz, bis zur 
( oberen | steigt 

\ unteren| fällt 
Fallen geht symmetrisch in BEAUR auf jede Grenzebene 
vor sich. 


Grenzebene | Das Steigen und 


Gehen wir nun zur Untersuchung des Winkels ® über. 


Aus r?do = vyY2ah.dt und r? = 2az, folgt unmittelbar mit Rück- 
sicht auf den Wert von dt in II.: 


a0 + Ve ER ARER de. 
Tag 2 Y-@-o)@—-P)@-7) 


so ergeben sich uns durch Anwendung der beiden oben schon ein- 
geführten Substitutionen: 


| — 1 
VII. een Er Be eB, 
BYy—a N a | sin?p 2 
| ß.y — Yr— Ay.d 
X. v0 ap. 


TR ee ee 


Integriren wir die Gleichung VII. von g=0bis = g,, so ent- 
spricht dies einer steigenden Bewegung des Punktes von z—=ß bis 
z2=z;, Wir haben somit das positive Zeichen zu nehmen. Bei der 
Gleichung IX. würde dagegen das negative Zeichen zu wählen sein, 


BT, | 3 Yı 
wenn wir integriren wollten zwischen den Grenzen v| ,„ da diesen 
0 
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die fallende Bewegung des Punktes von 2 = y bis z = z, entsprechen 


würde. Der Winkel w wird selbstverständlich immer vom Ausgangs- 
punkt der Bewegung an gerechnet. 


Bezeichnen wird kurz — ze und — a beziehungsweise mit 


m und n, so ist die nächste Aufgabe, die beiden Integrale 


Yı 
, dp und "m. day 
1--msin?p 49’ 1-+n sind 
N 


auf die Normalform zu reduciren. 


\ : } 1 
Das erste verwandelt sich durch die Identität —— 3. = 
1--msin 


i p 
msin®p 
1-+m sin?p 
Yı 
1 DEE fi m sin?p dp 
.1+msin?p Ip = 1-+msin?p Ap' 
0 
Setzen wir m= — k?sinamA, so wird durch Einführung von 9, = am, 
Yı 


1 "12. sintamA. Se 
2 55 Se 2sin2 ‚du; » 
14m sin? p E 1 — k?sin?amA.sintamu; 
0 


en tangamA 2. sinamA.cosamA . JamA.sintamu, 
ee . 
: damA , 1 — k2 sin2amA.sinamu; 


‚du; 


oder nach Jacobi’s Bezeichnung 


Yı 
1 tangamA 
“ nn 
0 


Das zweite Integral wird durch folgende Identitäten reducirt: 


Av. av 1 i+n sin?» — (n--k2)sin®w dy 
1+nsiny 1-+nsin?y "Ay 
dd antik  nsintp dıy 


. Dun "Itnsinp Av: 


Setzen wir n = — ksin’amB, und führen yw; = amu, ein, SO wird 


23 
Iy dy n—-k? tang amB 
f: 4nsiny = EEE FEN Tag I (us, B)- 


w 
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Nun ist ı und ebenso 
m—= — Be — — ksindamA n= — rn —= — k2sintamB 
also also 
tang’amA = et tang’amB ar 
Bun RRURCRIR: 
Lama =b.E % AamB ="; nk ® 
y—ıa N Ye% 
Es lassen sich also die Integrale von VII. und IX. folgender- 
]; 
massen ausdrücken (da : — 2): 
’ ß.y Ba Fa 
aaak a ae BE z 2 ti. Il(u,, 4); 
IX’, | W, Bo VE . Kim . Ug — L. Il (us, DB). 


Noch sind die Parameter A und 2 zu discutiren. Aus den 
Substitutionen 


_ ‚Audi — — k#sindamB, — ee — k2sin?amA 
2 Re 
geht hervor, dass A und B nicht reell sein können, weil weder 
ee & z L R 
Sa noch — g%” zwischen den Grenzen O und —%? liegt. Es 
TER N y—Bß u 
Ist — z%* stets positiv, und — zwar negativ aber dem absoluten 


ß 


Werte nach grösser als 2. Wir müssen demnach setzen 
A4A=:4, und B=K-iB. 
Es ist aber leicht zu zeigen, dass B = — A sein muss. Denn 
a, Fr . . . . . 
— Be und IE sind die negativen reciproken Werte von sin?p 


und sin®y» die demselben Werte von z, nämlich 2= 0, ent- 
sprechen; wie unmittelbar an den Substitutionsformeln ersichtlich. 
Für solche Werte haben wir aber oben nachgewiesen, dass die Argu- 
mente die Relation 


U = K—u, 
erfüllen müssen. Das ist für zA und K-+-iB nur dann möglich, wenn 


B=— A. Bezeichnen wir die 'constanten Coeffieienten kurz, wie 
folgt: 


N 
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i& Pr B—u e—=V-#r ven, 
Or a 


so haben wir 

X. 0 = Cun-+ilI(u,, iA) 

XI. 0 = C'üw— iu, K—iA) 
Zur weiteren Untersuchung führen wir die beiden Functionen Z(w) 


und ®(u) ein, welche mit dem Integrale IT durch folgende Relation 
verbunden sind: 


ß 


worin sintamiA — 


0) a 
Il(w, 0) = nz 43 als re 


und ausserdem noch die Eigenschaften besitzen, dass 
lu) = 9(—u); 9lu-+K) = OW—K); 
O9(u—2K) = O(u) = O(u+2K); 
Zu) =—Zlu); ZO)=Z(K)=0; Zu) = Z(u+2K); 
Z(K+u) = — Z(K—u). 
Die Gleichungen X. und XI. werden dadurch zu 
9 (u) — iA) 
—_ ae u+3$:.lg Sn Lid)’ 


lu iA 
ne fer iZ(K— iA) us — $ilg ar 


Für die Ooefficienten von u, und u, erhält man Umformungen durch 
die Relationen 


u A 
iZ (iA) hau tangam (A, kA) ‚Jam (A, ya + Z(A, k') ; 


sinam(A, k').cosam (A, k') nA 


a BED in 2 EN ESTER 1 a y 
A Ham (A, P’) Te > 


Es ist nämlich 


tangam (A, #).dam(4,) = 7 a 
und 
22 sinam (4A, k'). cosam(A, k') a ve ad 
Aam (A, k') NV yy—a)’ 
wie leicht aus sindam (K—iA) = rn gefunden wird. 


Mit Rücksicht hierauf wird 


# vi h A 
a ET; =r nn 


a 3 a a a a a Re EN ur, 


ES san Zar A nie aa 
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er 1 A 
CH2Zi)=V = at” FZ(A RM) = C'—iZ(K-iA) 


Bezeichnen wir diesen Wert kurz durch PO werden unsere Glei- 
chungen X. und XI. folgende Gestalt annehmen: 
| ... 9a — iA), 
2 oa, = P.u+3$ilg ni 
9 (u — K-iA) 
© (ug-+ K—iA) 


x. 0 = P.w—Filg 


In dieser Form lassen sie unmittelbar mehrere Eigentümlichkeiten 
der Bahn unseres beweglichen Punktes erkennen. 


Erstens nämlich ist der vom Radiusvector beschriebene 
Winkel 2, wenn der bewegliche Punkt von der unteren 
zur oberen Grenzebene steigt, derselbe als wenn er von 
der oberen zur unteren fällt. Denn beide Gleichungen geben 
für das Argument u —= K den Wert | 


X. a 2 


Lassen wir ferner das Argument um 2X wachsen, so erhalten wir 
mit Rücksicht auf die oben angeführten Relationen der ©-Functionen: 


0’ — +28; 


d.h der Winkel »© wächst in Perioden, und zwar eit- 


spricht der früher schon gefundenen Periode 27 der Win- 
kel 22. 


Um den Winkel zu finden, den der Radiusvector beschreibt, ein- 
$ oberen | 


Grenzebene 
l unteren J 


mal wenn der bewegliche Punkt von der 


' “ | bis zur Höhe z — z,, das andere mal wenn er von dieser 
| oberen | 
| unteren | 
uns der oben gefundenen Relation u=K-—u,. Dieselbe in X’. ein- 
gesetzt ergiebt | 


steigt | 


Höhe =», zur Grenzebene | fällt )> bedienen wir 


0 = I— 05; 


dies Resultat sagt aus, dass das Wachsen des Winkels w sym- 
metrisch zu jeder Grenzebene vor sich geht; der Radius- 
vector beschreibt in beiden eben gesuchten Fällen den- 
selben Winkel. 


Eine zur Beurteilung der Abhängigkeit des Winkels « von der 


LE ai a TERN LEN 
t 2 4 r DE: 22 Sf 4 
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Zeit t sehr vorteilhafte Umformung von X’. und XI’. lässt sich leicht 
mit Hülfe der Relation 


K = 
er; [E (u) — Z (w)] 


vornehmen; es wird dadurch 


TE: sin amu,..coSam u 
Kae N IT A es 1 1 
nd E | vehlne, Jamu, | 


9 (u, — iA) sin am u, .Cosamu, 


He 


a (u K--r:A TR 
0 = E(u,) — B elg a Zt) | 


oder mit Rücksicht auf IV., VL, VIL, XI. . 
2 ...O9(u, —iA) PK ,„ Sinam u,.cosamuy 
ST. Ei a Is (u, +4) uw) je Aamı — Zu) . 


2. — + iA) 2 


K9) 
In beiden Gleichungen haben wir dasselbe Glied -;t, welches der 


Fuge 
Zeit t proportional ist; dazu kommt noch ein periodisch wachsendes 
und abnehmendes Glied. Für «= 0, K, 2K,... verschwindet das 


periodische Glied. Denken wir uns nun die Meridianebene des z.B. 
in der unteren Grenzebene liegenden Ausgangspunktes der Bewegung 
gleichzeitig mit dem beweglichen Punkte, nach derselben Richtung hin, 


. 


mit der constanten Geschwindigkeit in Bewegung gesetzt, so wird 


9) 
m? 
‚der bewegliche Punkt anfangs der Ebene vorauseilen, seine Geschwin- 
digkeit wird sich aber immer mehr verringern, so dass er bei seiner 
Ankunft in der oberen Grenzebene von der Meridianebene wieder 
eingeholt wird. Von da aus wiederholt sich symmetrisch das Um- 
gekehrte, der Punkt bleibt anfangs zurück, mit wachsender Geschwin- 
digkeit jedoch eilt er der Ebene nach, um sie in der unteren Grenz- 
ebene wieder zu erreichen. Das periodische Glied giebt immer den 
Winkel Jo an, um welchen der Radiusvector von der beweglichen 
Meridianebene absteht. Auch von diesem Winkel lässt sich unmittel- 
bar durch Vergrösserung des Argumentes um 2X und durch Anwen- 
dung der Relation «, = K—u, nachweisen, dass diese Differenzen 
Ao periodisch nach 27 sich wiederholen, und ihrer Grösse nach 
symmetrisch gegen die beiden Grönsakenen verteilt sind. Letzteres 
wird sofort ersichtlich durch Anwendung der Gleichung 
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AR are 
Z(K—ıu) = % PR ZU). 
Der Winkel r zwischen der Bahn- und Parallelkreistangente 


ergiebt sich aus IX. $. 1. unmittelbar durch Einsetzen der Werte 
f() = V2az und f(h) = V?ah, nämlich 


— N 
ra: A: Var 


Es wird z — 0 für »— ß und z= 7, d. h. die Bahn berührt die 
beiden den Grenzebenen entsprechenden Parallelkreise. Weiter er- 
giebt sich leicht durch Differentiation, dass 

DPF B 

= für2 > 5) das Maximum seiner absoluten Grösse erreicht. 
Der Winkel z ändert sich also in folgender Weise: in der unteren 
Grenzebene ist er Null, beim Steigen des Punktes wächst er bis zu 
ß a 

2—= 9. wo er den Wert sinr = vB annimmt; von da bis zur 
oberen Grenzebene nimmt er wieder bis Null ab. Während r bis 
jetzt oberhalb des Parallelkreises lag, befindet er sich beim Fallen 
des Punktes immer unterhalb desselben, erreicht wieder in der Mittel- 


Br 
2 


in der unteren Grenzebene wieder zu Null wird, Immer aber hat r 
in demselben Parallelkreise denselben Wert, nur liegt er abwechselnd 
ober- und unterhalb des Parallelkreises. 


ebene — ; sein Maximum und nimmt von da wieder ab, bis er 


Aus dem Maximalwert sinr = I ersieht man, dass für y= ß 


r=(0 ist; wie auch natürlich, da der Punkt in diesem Falle einen 
Parallelkreis beschreibt. Den Wert 7 kann r nur annehmen, wenn 
B=0 ist; dies ist aber nur möglich, wenn =0 oder h=0; 
ersteres würde die Bewegung ohne Anfangsgeschwindigkeit sein, wo 
der Punkt auf einem Meridian sich bewegen müsste; das zweite würde 
ebenfalls eine Bewegung auf einem Meridian bedingen, da im Scheitel- 
punkt des Paraboloids eine jede Richtung der Anfangsgeschwindigkeit 
mit der Tangente eines Meridians zusammenfällt, der Punkt also auch 
immer in der verticalen Ebene desselben verbleiben muss. In beiden 


Fällen ist aber offenbar der Winkel r = 5: 


Teil LIX. 14 
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f 


Da auch die Geschwindigkeit des beweglichen Punktes für 
jedes z den gleichen Wert hat, wie Gleichung 
ve — 29(h— 2) 4%” 7 
zeigt, so können wir die sämmtlichen bis hierher erhaltenen Resul- 
tate kurz in die folgende Tabelle zusammenfassen, aus welcher die 
Eigentümlichkeiten der Bahn und der Bewegung des Punktes klar 
ersichtlich werden. 


RR 1 7 “1 ß gl Y ei ß 
BD u |K |2K—u,|2K-|2K--u |3K | 4K— u, |4K 
| N tı  |7 1 27—t |27 | 27-4, |37 | 47T —4, JAT 
a or 121220, 128% 2240,32 | 42 —o; 1 482 
st 1o— |0 440,0 —40,|0 +40, 0 —40, | 0 
| N, u 10| —yu'|0| 47101. 9.702 
vo 108 Y Un % 1%8 FR EC vR 


Man liest aus dieser Tabelle sofort ab, dass die Bahn, welche 
der bewegliche Punkt beschreibt, periodisch aus congruenten 
Stücken besteht, die sich in der Weise zu einem Ganzen ver- 
binden, dass eine in einer Grenzebene beginnende Periode durch den 
Berührungspunkt mit der anderen Grenzebene in zwei symmetrische 
Hälften geteilt wird. ; 

Der Winkel 8 lässt eine einfache Grenzbestimmung desselben 
zu mit Hülfe des sogenannten Maximum - Minimum-Theorems. Zu 
dem Ende gehen wir zurück auf Formel IX., welche zwischen 0 und 


” integrirt 2 giebt. 


2 
IT 
Ra IS 2 
Bayer We Ayay 
Ks r en 
‘ Y 
0 
Nun ist 
7 7T 
3 2 
Av dy H dv 
1— ER snäny 1— PER sin? 
‘ Y \ Y 


wenn R ein Wert von Aw ist, der zwischen dem grössten und klein- 


sten Werte von Sy liegt, welche diese Function innerhalb des Inter- 


*“ 


7T 
valls | 2 annimmt; dies sind aber 
0 


1>R>Y1—, 


& 
re Bi Ef IE TOFERENPED 
Bea sr are Fre. 2 = 2» ae and | a a ie FF 
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n 


7 
2 
dy TEEN, 
Das Integral TEE. geht durch die Substitution sinp — 
era sin? 
y 
N TOneh: 
# — über in 
vi+? 
an d ; ey — Pr 
en = 5 |arctang m v?\ = Ki 5 . 
IE 5 n” . 


so dass wir für 3 folgende Grenzbestimmung erhalten: 
a Rh V ud 
2 = >=; er 92 ur Den 


Da « eine negative Grösse ist, so folgt hieraus, dass der Winkel 
einer Periode (252) immer grösser ist als 180%. Es werden demnach 
die höchsten und tiefsten Punkte der Bahn auf den zuge- 
hörigen Parallelkreisen (nach Art des Foucault’schen Pendelversuches) 
ein Vorrücken im Sinne der Bewegung erleiden. Der beweg- 
liche Punkt kann nur dann wieder zu seinem Ausgangspunkte zurück- 
kehren, wenn 52 in einem rationalen Verhältnisse zu ® steht. 


$. B. Bewegung auf dem Rotationskegel. 


Legen wir das Coordinatensystem so, dass die Rotationsaxe zur 
Axe der z und die Spitze des Kegels zum Anfangspunkt der Coor- 
dinaten wird, so ist 


2? y? —= 2?.tang?d 
die Gleichung des Kegels; ö ist der Winkel zwischen Generatrix und 
Axe. 


Zunächst sei wieder die Einschränkung auf die obere nach oben 
offene Hälfte des Kegels gemacht; da für die untere dieselben Be- 
merkungen gelten, wie für das Paraboloid auf der Seite der nega- 
tiven 2. 


Setzen wir in die betreffenden Gleichungen des 8. 1. 
f() = 2.tangd, F’(2) = tangd, f(h) = h.tangd 


ein, so erhalten wir 
14* 


DE a Ve U TE BE De EEE > DE Nr Ve SF 
FEN EN ERSTEN BETEN URL KERNE? En TED 

RR erh oe ER Fe „ ; 

ET wr: 
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12 i 
vg vg2 

r a a 

1. Se Be cosd. V29: ; 9 I, 
. 9 008 vo > % 

Das Trinom 2ten Grades ee bye); ist gleich @— 2.) @— 2) 
wenn 


7) Ba = — V®, RG TER YUSTTE 
2 Em Ay [Ver + Yo tn, 2 = ig [Vo — Yoo’+84g]; 


und zwar ist =, 2 h, jenachdem », z Yhg. 


Bezeichnen wir also wieder 
zı mit y, A mit ß, wenn ©, > Vhg, dr 
A» ß, Ion Y» » © 4 Vhg, 


in beiden Fällen aber 2, mit «, [z, ist negativ, da A > 0 sein muss], 
so haben wir nun 


2 a er 
nl. T-T00s8V%.-V-C=o)@-)@y; le <0O<P<y] 


Da = nicht negativ werden kann (mit Rücksicht auf die gemachte 
Ä N Iz ! 
Einschränkung), so wird En —=0( nur für z=Pß und -=Y. -Bildet 

i° ; 122 \ : 
man die Beschleunigungscomponente > und setzt diese Werte ein, 


so findet man: 


d’z d?z 
Be: 0 0; (5 a x 0, 


d.h. z=y ist ein Maximum, z2= ß ein Minimum für z. Der be- 
en Punkt oscillirt auch hier wieder zwischen zwei Grenzebenen, 


— ß der unteren, z—=y der oberen. Für den Fall v, = Vhg fallen 
DR Ebenen zusammen, d. h. der Punkt beschreibt einen 


kreis; die Umlaufszeit wird in diesem Falle 7= 


ist also von der Höhe abhängig. 
Zur Bestimmung der Zeit i bilden wir aus II 
1 2.d2 
0088. Vdg V-(@—e)@—P) ey) 


und transformiren dies durch dieselben: Substitutionsformeln wie in 
8.09) 


III. d=- 


Ex 


ı . ‘ 4 
a BR" ud BA U aa Zi, 


Bl ala ae Be ae LE a 
PR RS a en 
4 h ur ls ei 
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B— ok2sin?p Far —Bß 


DE 1-Rsindp’ oe — y— a giebt 
ennlcin® 
IV. ee 
cosd.Y2yy— a) PP 
a | gs 2 zB . 
z=y—(y—P)sindy, % 2, giebt 
2 1-0 —Asindy 
V: dt EEE EFT a rn ee DI TER TEE ET Di 
| c080.V29 (y— ®) Ay Rn 


Hierin ist wieder das Vorzeichen entsprechend einer steigenden oder 
fallenden Bewegung gewählt; es sind nämlich die entsprechenden 


Ir m = 
Grenzen der. Variabeln 2) Dia al... 
ß 0 7 0 


Nach einigen Umformungen, analog denen in $. 2., ergiebt sich: 


/ EBENE dp we 
Er > RR. V29(y— e) 13 19 P- a 


2 ya \ 
v, a . re ——tk fI d . 
2 c0sd.V29y y— a) 7 IE ” 
Integriren wir nun IV’. für eine steigende Bewegung, V’. für 
eine fallende, und erinnern uns des in $. 2. benutzten Ausdruckes 
y 2 10) 


für f m so wird 
0 
VI. x 
nn @ _ 7a Sinamıy 008amu, 
ar cosd. V2(%- (y— — je “+ Y ® Eu) 1 Iamu, | | 
2 
vi. = {a .Ug +(y—0) E (us) } 


cosd.V2y(y— a) 


Aus beiden Gleichungen folgt zunächst der gleiche Wert von 7, 
welchen der Punkt braucht, einmal um von der unteren Grenzebene 
zur oberen zu steigen, das andremal um von der oberen zur unteren 
zu fallen, nämlich 

2 


6080. V2g(y - (y— 


Ferner ergiebt das Wachsen des SESTnanee vum 2K folgende 
Relation: 


VII. De te .K+Yy—o)E}. 
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! =t-2T, 
d. h. das Steigen und Fallen ist periodisch nach 27. 


Ebenso folgt die Symmetrie in Bezug auf die Grenzebenen 
ganz analog $. 2. durch Anwendung der Relation v, = K—u,. Die 
Entwicklungen dieser Resultate mögen hier übergangen werden, da 
sie genau so wie in $. 2. erfolgen. | 


Der Winkel » bestimmt sich aus den Gleichungen r =z.tang6, 
r?do — vy.tangd.h.dt, mit Rücksicht auf III, 


RE 
sind. V2g9 aVy— (2 — e) (e—PB) (@—7) 


Dieser Ausdruck formt sich durch die beiden Substitutionen 


IX. neh 


_ B—ek?sin?p Rap 2.0.h Re Apdp : 
 I1—rsinp sind. Y2gy—a) P—er?sin:p 
: 2.v0.h dı 
—=y— (y-B)siny-zu do, =, ee 
ee: : sind.V2g(y—a) Y—y—B)sindy] Ay 


Der constante Coefficient transformirt sich leicht, mit Rücksicht auf 
2 } 
1:28 Sach; es wird 


u 
DZ 


2.0.h 
sind. V2y(y— a) ” sind, N 


V—apy. 
Nach einigen Umformungen erhalten wir somit 


2Y—ay | : 
Re: en ING Feune)ael 


2 vo aß dv 


da = ———  — u 
nd. Y9—e)r 17=# sin2y| Ay 
£ 


Integriren wir die erste Gleichung für eine steigende, die zweite für 
eine fallende Bewegung, so erhalten wir mit Rücksicht auf die in 8. 2. 


dp 
gegebene Relation für das Integral f Almsinio)jg’ wenn. 
msin°p) A 
SeltarE p)Ap 
e— 702 = —k?sindamA und — I =. sintamB gesetzt wird: 
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(B— eo) tangamA 
N n ga lu + —a " AJamA ea 27 A 


at tang amB | 
er yg—a)l" bie RE AamB Il(us, B)\- 


Nun ist, wie in $. 2. schon gefunden, 


tangamA _ V* ro! 
damA y S P—« un 
tangamB 11/10) __ 312 —e). 
ZamB > —oß Ede 


somit erhalten wir: 


2 —& | 

0, => a B(y an utilI(u,, N) ’ 
2 —aß. 

ng | on — iII(us, B)\. 


Die Parameter A und B haben wieder dieselben Werte wie in $. 2., 
es ist also: A= iA, B= K—i4; demnach 


f RR Mu 4) 
ill(u,, A) = mi ZUA th gr)’ 


us — K-HiA 
iII(ug, B) = %.iZ(K— iA) + i.lg en 


Hiermit die Ausdrücke für «Z(iA) und @Z(K—i4) aus $. 2. ver- 
bunden und das Ganze in die Gleichungen für ® eingeführt ergiebt: 


92 lu, —- iA) 
3 etz si +3: "Bo, ia 


2 us — K+iA) 
XI. W9 — sind \ sur +26 [A | Uy —43. lg TE 


Beide Gleichungen ergeben sofort für den Winkel 2, welchen der 
Radiusvector bei der Bewegung des Punktes einmal von der unteren 
Grenzebene zur oberen, das andremal von der oberen zur unteren, 
beschreibt, denselben Wert 
2 nA ? 

XH. nt Ir - sg + za 8) 

Ganz analog den Entwicklungen in $. 2. folgt dann durch Vermehrung 
des Argumentes « um 2X die Periodieität des Winkels o, 

« 
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indem der Periode 27 eine ebensolche des Winkels 22 entspricht. 


Auch das Gesetz der Symmetrie für den Winkel ® in Bezug 


auf die beiden Grenzebenen folgt auf die frühere Weise. 


Der Winkel r zwischen Bahn- und Parallelkreistangente bestimmt 
sich leicht zu 


en ee 
TerEnT, z a+-ß-+y—z 


Die Bewegung wird nach den bis jetzt erhaltenen Resultaten, 
in ihrer allgemeinen Gestalt hinlänglich bestimmt sein; es gelten für 
dieselbe ebenfalls die am Ende des $. 2. entworfene Tabelle und 
daraus gezogenen Resultate. 


Zum Schluss möge noch auf die Abhängigkeit der Zeit £ und 


des Winkels ® von dem Winkel ö hingewiesen werden. Die Zeit ist 
unter sonst gleichen Umständen umgekehrt proportional dem cosd 
d. h. sie wächst mit d; der Winkel » dagegen umgekehrt proportional 


dem sind d.h. nimmt ab bei wachsendem d. Für dasselbe ß und y 
ergiebt sich, dass die Bahn des beweglichen Punktes auf dem Kegel 


für ein grösseres ö ein immer breiteres Ringstück mit immer grösse- 
rem Radius ausfüllt; woraus jene Abhängigkeit leicht erklärlich wird. 


a Be A EZ he Be ad 
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XVl 


Miscellen. 


1% 
Ueber kubische Gleichungen. 


Bekanntlich hat eine kubische Gleichung eine oder drei reelle 
Wurzeln, je nachdem die Cardanische Formel in reeller oder imagi- 
närer Gestalt erscheint. Folgender Beweis dieses Satzes, der gewöhn- 
lich auf geometrischem Wege BRIBELRN, wird, dürfte sich durch Ein- 
fachheit empfehlen. 


Die Gleichung ©? +ac +5 = 0 hat an eine reelle Wurzel 
p und ist daher mit («—p)(x?-+px=--g) äquivalent. 


Setzen wir die Grösse, welche in der Card. Formel erscheint, 
27b?-+-4a®—= N und den Ausdruck 4y—p?, welcher bei Auflösung 
der Gleichung @+px—+g —= 0 sich ergiebt, =n, so handelt es sich 
hier nur um den Beweis, dass N und » gleiche Zeichen haben. Je 
nachdem N und n gleichzeitig positiv oder negativ sind, werden dann 
die beiden noch übrigen Wurzeln imaginär oder reell sein. Aus 


+ ax+b = («—p)(@?+pr 4-9) 
= g-p, b=—pg 
N = 27p??+4(g—p?)? 
oder wegen n = 4g —p? | 
N = 279?(49 —n) +4(n— 39)? = 10893 -— 27g2n + An? — 36n2g 
+ 108g?n — 1089? = 4n° — 36n?g + 81ng? = n (An? — 36ng-+ 81g?) 


oder N = n(2n— 99)? = n(2p?-+g)?, woraus die behauptete Zeichen- 
gleichheit von N und » sich ergiebt. 


folgt 


Dr. Eduard Liebrecht. 
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2. 


Ueber einige bestimmte Integrale. BE 
® .% / | =. f i ae: = 
Im Folgenden wenden wir die bekannten Relationen an: 


N=@ 1 7 e® le a e-an 


= na u7. I car — e-an 2 
aa _am 5 
n=® 1 EHI I a ar 3 
= r (2n—1)2-ta? Zu er 1 
ea re 
n=& (—1)rt1 1 7 1 , 
BE ee 
eat u ear 
ea a 
eier sa (2n=- 124-0022 we er u 
e?—te 2 : RR N ; 
2n+1 \ 
5 nt 
; P> — —1 AR ne 
5 ; cosnd 3+3 sinds 
* cosaxd. 
- co8sax ax 
6. as 222 -; eb (a >0; b >0) | h2 
0 


Die Relationen von 1—4 Lahn man unter Anderem dadurch & 
finden, dass man in den unendlichen ‚Aroducten für sinus, cosinus, DS 


differentürt u. s. w. Nr. 6. rührt von Laplace Ar 


Setzt man nun in 6. successive b=1,2,3... in infin. und ad- es 
dirt alle Resultate, so kommt ER 


2 1 1 1 | 
Sf eosanae (statt) 
ö | 
ı [fe e24 e-3a 
| 3 +5 +5 3 Be, SE 
oder Hl En 


je.) 


76 et® 4 e= 7% L 1 
fr vos au.de | — ats EZ) en. 


0 
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| | | | 2 
Durch Vertauschung von x und a mit resp. — und er erhält man 


3 - j 1 Nx — NL | an 
f cosax dx (+ 2 2) —= nlog (1-07 .) 
0: 

N: 0.20 


und durch Differentiation nach a- 


» 
B ji eier e=#% Bir 
. sinax dx \ — SH n. ma _ gun rag B 


x | er —1 
inaxde T, 
oder mit Rücksicht . =: 
2) am : 
: er% EN Te" 1 
sın ax Se, en Eh 
2 ent — NE In am 
er —]1 


"Genau nach derselben Methode ergeben sich bei Anwendung der 
Formeln 2—4 noch folgende bestimmte Integrale: 


[6 ) 
ENT — eg NE a ar v 
So UX » nz ge da = In 7 Jog nu 


0 er us Er 
[e) ; £ 4 
1 1 2>n ' GE 
cos ax det aa ne Dee —.R 08 1—e 173 
9) 
(eo) Bee 
f cosuwdx N em 
en= —- ENTE Fe nn an 
0 e u 1 


. und durch Differentiation noch 3 andere. 


B. 


Wir setzen in Formel 6. a =1, 2, .... » und addiren alle Re- 
sultate, so kommt 


oo 


dz TC 
Sr (eos 00822} .. COSNE) = Den ea er) 
Ö 


oder mit Berücksichtigung von 5.: 
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si 2n-1 “ 
dx IN : 2 vr nm 1—e-nb 
U IE; . & 2 RA 
0 he) 


und nach einigen leichten Reductionen, wenn man noch 2 statt 5 
und 2x statt = setzt: 


jk de sun -1)ze 7 eu: Yo—2nb 


m DPD 0070 


5-42? sinz 2b —1 


Lässt man n ins Unendliche wachsen, so ist auch 


= de sin(nt+1)e _ m ed+1 


um) fe ne 


NnZ@ 


Diese Formel lässt sich direct auf folgende Weise verifieiren. 


Nach Dirichlet (vgl. auch Schloemilch’s Compend. d. höh. zunye, 
II 133) ist für n—=» 


sınz 


im (REDE gar Het 
0 vB 


unter der Voraussetzung, dass für k= »lim/(hr) = 0. Diese Vor- 


1 
aussetzung trifft für unsern Fall /(«) = AESR, zu, und es ist daher 


1 1 Re 
sin 22-2? 2 (trete 
. 1 
tagt Sn 


ihr Jh; sin(2r+1)z de 
ö 


oder mit Rücksicht auf 1. 
lim 1 (2n+1)z ds nz ed --1 


sin« BI BR 1 wie oben. 


0 


Schon bei Abel, später bei Lionville findet sich als specieller 
Fall eines sehr allgemeinen Integrals der Wert von 


TT 


i cos“-1psinap IL 
a Ale 

sing 2 
0 


ri Far un a 7 Te a DEN ODE 


Miscellen. 221 


Wir geben hier 2 direete Entwickelungen dieses Integrals, die 
erste nur unter de eines ganzzahligen a, und setzen 


cos“-1psinapdp 
) Y(a) ferniga an 


mithin 


vwıy 


Ber e f er sinla-- pn 


0 


IN. 


cOS“p 
ER fa Ange —_ (sinap cosp-- cosap sin p) 


mwN 
“N 


cos“Hlpsinap dp 
a 
— ee rn % g08 PCoSapdep. 


Letzteres Integral lässt sich mittels partieller Integration ersetzen 


7T 
& 
durch cos“-Ipsinapsinpdp und es ist daher 
ö 
P2 4 
2 : RR 
cos!—1p sinapd a 
ar RP (ost + sing) = 1a) 
0 


also (für ein ganzes a) /(a) — Const und es bedarf zur Ermittelung 
von Const nur eines speciellen Wertes von a z.B. =1. Da nun 


= [ @=5 
0 


f cos—Ipsinapdp m 
sin @ Br 


N 


so ist überhaupt 


N 


0 
2. Ein anderer Weg zur Auswertung dieses Integrals, ist fol- 
gender: 


Für positive (auch gebrochene) a gilt die Definitionsgleichung 


Miscellen. 


> 
= Ri aa—le-® dx 
‘ E 


‚und wenn = = yet tang p)y gesetzt wird, 
[= ea Dip na—1le-(Ititangg)z eiy de 
Ta— EN RS EN en er 


cos? p ; 
.oder ns 
a (co8 ap +-isinap) ap) Ei 

Ia— f» a-ldz cos" e=*(cos (wtg p) —isin(ztgp)), 
und durch Trennung der Reellen und Imaginären . 
1) f za—le-2ce0s(ztgp) dx = C0s%p cos ap Ta 

je +) 
2) fi: za-le-2sin(ztgp) de = cos"psinap I’a 
ö 

Multiplieirt man (2) mit — er sn komme 

ultiplieirt man (2) mi Sin g.cosg? so komm 


7t 


oo 
sin(xtan 1 dp cos«-1p sina 
9) Ve (@ (etangp)ap _ rn far pcost!psinap 
| sin@Cosp sinp 
0 0 


Setzt man links ztangp = z, so erhält man durch Umkehrung der 


Integrationsordnung 
7T 
2 & & 
dpasipsinan  L-f,, Se 7 ’sinz.ade (Ya?te2)? 
sin p Ta, ER “ (©?-+22)a2 
oder 
a 


dpcos“- Ipsinap Nr I Sinzdz ER TE 
ie. ae 

re sinp Zr a a er Ta some 
0: r 


wie oben aber mit en der Giltigkeit auch auf gebrochene = = 


positive Werte von a. 
D. 
Raabe En in Orelle’s Journal XXVII S. 112 folgende Bau % 


Si I Bsp = klogk — ar 
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Dieselbe Gleichheit beweist Stern in seiner Schrift: Zur Theorie 
der Euler’schen Integrale, und reproducirend G. f. Meyer in seinem 
Werke über bestimmte Integrale S. 157 und 158. Ich habe nun ver- 
sucht, den Beweis auf folgende Weise zu führen. 


Nach dem bekannten Gauss’schen Fundamentalgesetze über die 
Gammafunctionen besteht die Gleichung: 


k=n—1 k n—l 
II r(c+ .) —= Ina.n"ati(2n) 2; 
k=0 
die ausserdem auch durch Dirichlet, Schloemilch u. A. bewiesen ist. 
Nehmen wir beiderseits die Logarithmen, so kommt 
ken—l n—1 


k 
= log I («+ .) — log I'na — (na —$)logn 4 7% log (2r). 
|} k 


. k . [} 
Setzen wir nun me und lassen n unendlich wachsen, so ist, nach- 


dem mit 28 dx multiplicirt worden, gemäss dem Begriffe bestimmter 


Integrale: 
a+1 
Pe n—1 
logI'xdx = lim = (logI'na— (na— 3)logn + 5 log (2r)) 
En NZRn | 
{ 
— lim („108 Ina — alog .) + 4log (2); 


T 1 ; 
die übrigen Glieder 5, 108n —5,, log(2r) verschwinden für „=. 


NZR 


: j' 
Es kommt nunmehr darauf an lim © log Tna— alogn) zu finden. 
Zu diesem Zwecke substituiren wir : statt », z2=@, und erhalten 
T' 
lim (oe _ alogz)-+-aloga, so dass jenes Integral 


B=R 
: loeI2— 1] 
— 4log(2r)+aloga-+«a.lim (ee) 
28 


Setzen wir | 
logI2— zlogz 
ar a a FE ENTE ER 
2(2 = @) 


’ 


RR ee) 
so erscheint » unter der Form 5, darf also nach der bekannten 


a, ı 
Cauchy’schen Regel so behandelt werden wie ö' Hiernach ergiebt 


AT: 
sich durch Differentüren «a = —1—logz-+ a Unter den viel- 


LEER N HD BE A a I NET BE ee A ALsRe gen 
. r EIRYT ” 1} 
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Fa 
nn (vergl. G. f. Meyer best. Integrale) 


fachen Darstellungen für 


giebt es eine die hier am kürzesten zum Ziele führt nämlich 


1 
I (2) 1 g:—1 
ae a da 4-5 (Gauss.), 
0 


log 5 


subtrahirt man hiervon 


0 log - 

» g—l s—l 
u=—1-+ dx (= ei Ba a 
Be rn; 

0 0 > 287 0g 

1 
xc# 1 
ar 14 @ az 1 
0 log; 


weil wegen 2 <T1l und z=w das Integral verschwindet. Hiernach 
ayl k 


ist endlich Soglede — 4log(2r)-+aloga—a oder 


[47 


1 
foer@+0a: —= 4log(2r7)+aloga— a. 
0 


Setzt man die Stirling’sche Reihe für logI'« als bekannt voraus, so 
log I’z — zlogz 


kann man unmittelbar « = Re finden. Es ist nämlich 
3.71 er 
log Ta = Hog(2ar) + (a—1)loga—a+ 775 ERSE 5A rt ber 


wo die B die Bernoullischen Zahlen sind, mithin 


logTa—aloga log(2ar) | loga AR 
a=o) An a IT 
wie oben. 
Liebrecht. 
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XVD. 
Br Prineipien der Flächentheorie. 


Von 


R. Hoppe. 


Die gegenwärtige Bearbeitung der Flächentheorie reiht sich einer 
grössern Anzahl ähnlicher Arbeiten an, welche in neuster Zeit in 
französischen und italienischen Journalen erschienen sind. Das er- 
wachte Streben, die Methode in successiven Schritten dem Ziele einer 
allseitig befriedigenden und dadurch definitiven Gestaltung zuzuführen, 
wovon dieselben Zeugniss ablegen, wird auch den neuen Versuch 
rechtfertigen, welcher das gleiche Ziel verfolgt. Es liegt mir jedoch 
ob, kurz zu bezeichnen, worin er sich unterscheiden soll, und in- 
wiefern ich ihm einen Fortschritt vindieire Ein Teil der betreffen- 
den früheren Arbeiten hat, wie wir es verlangen müssen, in der Tat 
das Ganze der Theorie in Auge, sie lassen sich aber in der Wahl 
ihres Ausgangspunkts und ihrer Einführungen — anscheinend, denn 
Erklärung darüber wird nicht gegeben — durch apriorische Argu- 
‚mente bestimmen, die ich nicht für entscheidend halten kann; sie 
wählen dazu eine zu breite Basis, und erschweren infolge dessen den 
Einblick durch einen zu grossen Formelapparat. Andere Bearbei- 
tungen hingegen sind mehr auf eine geeignete Basis bedacht gewesen; 
aber sie richteten sie nur auf leichte Herleitung gewisser Theoreme 
ein. Wir müssen beide Forderungen vereinigen. Die Principien 
müssen disponibele Werkzeuge der Untersuchung in allen Richtungen 
sein, ebendarum aber auch eine leichte Handhabung gestatten, sich 
daher in Einführungen auf den geringst möglichen Umfang beschrän- 
ken. Ueber die Richtigkeit der Wahl kann nur der Erfolg ent- 
scheiden. Der Punkt, in welchem die Methoden aus einander gehen, 
und der bestimmend für die ganze fernere Gestaltung wird, ist die 
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Einführung der Fundamentalgrössen zweiter Ordnung; denn die Gauss- 
schen erster Ordnung sind allen gemeinsam und es ist kein Grund 
erdenklich davon abzugehen. Ich habe nur zu ihrer Bezeichnung 
des leichtern Schreibens und Lesens wegen die kleinen Buchstaben 
e, f, g statt der grossen gewählt. Die von mir aufgestellten 3 Funda- 
mentalgrössen 2. Ordnung sind auch schon früher in Anwendung 
gekommen; doch nehme ich auf die betreffende Arkeit keinen Bezug, 
weil sie im übrigen keinen Berührungspunkt darbietet. Einziger Be- 
stimmungsgrund war mir vielmehr, dass die theoretisch wichtigen 
geometrischen Eigenschaften und Bedingungen im einfachsten Connex 
mit den Werten und Relationen jener 6 Grössen stehen. Die Theorie 
wird aus folgenden 3 Abschnitten bestehen: I. Entwickelung der 
theoretisch wichtigen geometrischen Beziehungen auf allgemeiner 
Grundlage. II. Besondere Liniensysteme, nämlich Krümmungslinien, 
asymptotische Linien, orthogonal geodätische und Abbildungs-Linien- 
systeme. III. Besondere Arten von Flächen, welche sich dadurch 
auszeichnen, dass sie Lösungen von Problemen zulassen, die allgemein 
nicht lösbar sind. Die einfachsten Sätze der Curventheorie (Bd. 56. 
VII.) und der Cinematik (Bd. 55. IX.) setze ich als bekannt voraus. 


I. Entwickelung der theoretisch wichtigen geometrischen 
Beziehungen auf allgemeiner Grundlage. 


$. 1. Bestimmung von Punkten und Linien auf einer Fläche, 
Fundamentalgrössen 1. Ordnung. Eine Linie als Ort eines Punktes ° 
(zyz), den derselbe bei Variation des Parameters « erzeugt, ist be- 
stimmt durch die Functionen 


«=xlu); y=yW); 2= z(u) 


Variirt die Linie mit einem zweiten Parameter » und erzeugt eine 
Fläche, so ist diese bestimmt durch die Functionen 


222); y-ylıamo);j 2 z(u ») 


Dabei erzeugt jeder Punkt der obigen Linie, « = const., eine neue 
Linie auf der Fläche, die wiederum bei Variation von « dieselbe 
Fläche erzeugt. Demnach durchkreuzen sich in jedem Punkte 2 Linien, 
genannt die Parameterlinien (vw) und (v), welche bzhw. bei allein 
variirendem « und allein variirendem » erzeugt werden. Sofern durch 
die Werte von « und » der Punkt (xyz) oder der Punkt (wo) be- 
stimmt ist, kann man u, » Coordinaten desselben nennen; zum Unter- 
schied mögen sie superficielle Coordinaten heissen. Für 2—%, 
y=v, z=Ü0 gehen sie in ebene cartesische Coordinaten über. 


TE ER ee 2! a Ar LEE Rt FE ER EHER EEE N 
Te! 1% BE ER RN ET 
“ r x n es ” & I 
a RW at Er 
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Bewegt sich der Punkt (wv) beliebig, d. h. bei beliebiger gleich- 
zeitiger Variation von u und v, längs der Fläche, so ist das Element 
der erzeugten Linie ds ausgedrückt durch 


052 — On2-L dy2-1.022 


wo 
0x 1) 
de — 5 Qu+ 5,00; er Y au + 03 00; 0% = 5, 0u 4 5,0 (1) 


Das Resultat der Einführung dieser Werte hat in Bezug auf du, &% 
die Form: 


05? = e0u?+2/09u0v-+-g0v? (2) 
wo : 
O2 (Oy\ 0 fde\n 
+) 
Rt 00x , Oydy , 02 %% 5 
Du de Tdude t Dude e 


&\* 0y\* 02\? 
rer) 
gesetzt ist. Die Coefficienten e, f, g heissen die Fundamental- 
grössen 1. Ordnung. Sie haben für alle Linien s, die von dem- 


selben Punkte ausgehen, in diesem dieselben Werte, während das 


Verhältniss 
2) 


RE 
ou 
für verschiedene Linien irlcheles ist. 


’ 


Unter dem Winkel zwischen 2 sich schneidenden Linien ER. 
versteht man den, welchen ihre Tangenten im Schnittpunkt bilden. 
Die Richtungscosinus der erstern Tangente sind nach dem Obigen: 


x x 
2 ee“ 
08 Vet 2fktgk?’ 
Bezeichnet also 9 den Winkel zwischen s und s’, denen die Werte 
k und %' entsprechen, so findet man: 


e+f(k+%') + gkk' 
— Ve Fark +gkd)(e+2fk+gR®) 


Ist insbesondere s’ die Parameterlinie (), also %’— 0, und geht dann 
% über in 9), so ist 


etc..- 


(4) 


co 


edu 40% 


Ve Vet 2fdudo t gov: 0) 


cOSd, — 


15° 


SR RN RL LEN MON BESTREITEN HINTEREN DE 
= DE TEN RR ER FEINHTD a a hd Er) 
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Lässt man endlich auch s in die Parameterlinie (v), 9, in D über- 
gehen, so wird du = 0, also 


De=er 6 

cos nr % (6) 

Da nun Yeou und Ygöv die Werte von ds bzhw. für dv— 0 und 

du = 0 sind, so folgt, dass e, g die Quadrate, / das mit dem Cosinus 

des Winkels zwischen den Parameterlinien multiplicirte Product der 

beiden Parameterlinienelemente, jedes dividirt durch das Parameter- 
increment bedeuten. 


Aus dieser Bedeutung folgt, dass e, f, g unabhängig von der 
Lage der Axen der x, 9, z sind. 


Sind umgekehrt auf zwei Flächen, die man in denselben Para- 
metern «a, v» darstellt, die Werte von e, f, g dieselben, so sind nach 
Gl. (2) auch die Längen aller entsprechenden Linien gleich; folglich 
kann man die eine Fläche durch Biegung ohne Dehnung oder Con- 
traction auf die andere legen, und man hat den Satz: 


8.1. Alle Flächen, die, bezüglich auf dieselben Pa- 
rameter, gleiche Fondamenterene er erster Ordnung 
haben, sind auf einander abwickelbar. 


Endlich folgt noch aus (4) und (6), dass 
vlt, 
e+f(k+%’)-Hgkk’ = 0 (7) 


die Bedingungen des rechtwinkligen Durchschnitts bzhw. der Para- 
meterlinien und zweier beliebigen Linien sind. 


und 


$. 2. Berührungsebene und Normale. Die Gleichungen der 
Tangente einer Curve s auf der Fläche sind: 


6 0) (0) 
= a--Re; N — y+R22; {=:+R, 


Setzt man für 0x, Oy, 02 ihre Werte (1) und eliminirt Ou, dv, so 
kommt: 


de da 
ou 0% 62 

oy  dy 2%: 
en NEE —0 (8) 
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das ist die Gleichung einer Ebene. Da sie dw, 0» nicht enthält, so 
gilt sie gleicherweise für die Tangenten aller Curven, die durch den 
Punkt (we) gehen. Die so bestimmte Ebene, in welcher demnach 
alle diese Tangenten liegen, heisst die Berührungsebene, ihre 
Normale im Berührungspunkt errichtet die Normale der Fläche. 
Die Richtungscosinus der einen wie der andern p, q, r müssen den 
Coefficienten von &, n, & proportional sein; daher hat man: 


oy 0 02 0% O2 0x 
du du du de 
pt = ı d= rt= (9) 
02. 02 0x 0x oy 0 
du | du 5 du 


Zur Bestimmung von £ nimmt man die Quadratsumme der 3 Grössen; 


dann kommt: 
2 —f? (10) 


Da die Normale auf allen Tangenten senkrecht steht, so ist für 
jede Variation längs der Fläche 


pc gdy-+röz — 0 (11) 


Der Formel (6) lässt sich jetzt eine zweite an die Seite stellen; 
es ist er ARE 
ee Veg c0osD; t= Veg sinD (12) 


$. 3. Flächenelement. Denkt man ein Flächenstück 2 von der 
Parameterlinie («) bei variirendem » erzeugt, so nimmt es, wenn v 
in »-+0» übergeht, um den unendlich schmalen Streifen 082 zwischen 
9 consecutiven Parameterlinien (x) zu. Dieser Streifen wird zugleich 
mit dem Flächenstück 2 von der Parameterlinie (») bei variirendem 
u erzeugt, und sein Increment 0?2, das er bei Uebergang von « in 
„4-0u erhält, ist das nach allen Richtungen unendlich wenig aus- 
gedehnte Bogenviereck zwischen 2 Par consecutiven Parameterlinien 
(u) und (v) und heisst als solches das Element der Fläche, in dem 
Sinne dass durch Integration nach « und »v daraus die Fläche 2 er- 
halten wird. Dieses Bogenviereck lässt sich als ein Parallelogramm 
in der Berührungsebene betrachten, dessen 2 an den Punkt (w») an- 
stossende Seiten die auf den Tangenten der Parameterlinien abge- 
tragenen Linienelemente | 


Vedu, ygdv 


bilden mit dem Winkel D zwischen sich. Der Inhalt ist daher 
i 022 — yeou.ygovsinD 

das ist nach (12): 

022 — t0udv, oder 2 = fftouw (13) 


u a er a a EN By A = AS A h* 
NE AREA RR ES ARTEN 
EN RE RD FIT ORTE TEE EATRA 


BE ER; 
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Gemäss dieser geometrischen Bedeutung der Grösse # kann man die- 
selbe den Flächendifferentialguotienten nennen. 


$. 4. Körperelement. Denkt man einen Körper P von einer 
Fläche, ausgedrückt in den Parametern x, » bei Variation mit einem 
dritten Parameter w erzeugt, so ist, wenn w in w-+0w übergeht, das 
Increment des Körpers $P die unendlich dünne Schale zwischen 2 
consecutiven Flächen. Während nun das Flächenstück 2 die Schale 
OP erzeugt, erzeugt das Flächenelement 922 das nach allen Rich- 
tungen hin unendlich wenig ausgedehnte Kör perelement 03P, in 
Gestalt eines Prismas auf der Grundfläche 92% und von einer Höhe 
gleich der Projection der Verrückung des Punktes (uv) auf die Nor- 
male der Fläche. Die Projectionen der Verrückung auf die Axen 


der x, y, z sind 
08, Oy J 02 5 
dw» dw” > do 


also ihre Projection auf die Normale 
08 6) 6) r 
n= (pa tagt ran) de E 


folglich ist das Körperelement 


®P= h02N — htöudv oder 
0P—= Toudv dw (15) 


wo nach Einführung der Werte (14) (9) 


0x 00 08 

O4 00 dw 

a MY My dy 
el De ee (16) 

02 0 02 

du dv dw 


wird. 


$.5. Fundamentalgrössen zweiter Ordnung. Als Fundamen- ° 
talgrössen 2. Ordnung betrachten wir folgende drei: 


02x 02, 0% 
Era t das rn 


| 02% 0%y 022 | 
Fr Zu Hude Fr Zur N 


02x 02 0% 
G=-p35+ 455 + ee 


u, ü SEE NN 9 N ET TE Ne TA a ad E“ 
= are, ht - Be ER 2 VE NER SET BEINE EU SR re N 
te FL EN REN, 2 RT ee vi er Fi: 
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Auch diese sind unabhängig von der Lage der Axen der x, y, 2, wie 
eine Orthogonalsubstitution für ®, y, » leicht zeigt. Vermittelst ihrer 
lassen sich nun die Covarianten (d. i. mit der Axenlage variirenden) 
2. Ordnung auf je 3 Covarianten 1. Ordnung und Invarianten (d. h. 
von jener unabhängige) 2. Ordnung zurückführen, in folgender Form: 


02x 0% 0% 

Du A+4A 5, tr A42P 

0°x 0x 0%: 

a Bas Bid tBar (18) 
02x 


Ox 0x | 
7 rt ir 


Er 


Op 0% 02 | 
ut 


ER 
ut | 
| (19) 


gültig für jede Lage der x Axe, so dass die Coefficienten dieselben 
bleiben, wenn « in y und, pingq und r übergeht. Um die Coeffi- 


Re Ä NEOE 
eienten zu bestimmen multiplieiren wir die 9 Gleichungen mit Em 


und nehmen die Summe der je 3 analogen für x, y, 2. Dabei ist 
hinsichtlich der linken Seiten zu beachten, dass durch Differentiation 
der Gleichungen 


(20) 


erhalten wird: 


' Op dx | dg dy Or 02 Re 
Dni due FD du T du ED 
Op dw | dqdy | Orr 
RE Su 1) 
Om dx , dqdy | Or 0x 
2 Re ee 


Op dx  dgOy , Or dk 
De DT Bu But en 1 9 


Dann kommt: 
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de 
22, = de-+Af 


6) 
1 = Be Br (22) 


of 0 
ie ey Ce+-Cıf 


—E = He+H,f (23) 


F=J+tJf 


.Multiplieirt man dieselben Gleichungen statt dessen mit a so giebt 


Bu 79 
die Summe der analogen: 


of de 
A At As 


1) 
32, — Bf+-Big . 24) 
09. | 
37, ar C/-+Cg 


rer (25) 


IT 


Hiernach sind je 2 der 10 Coefficienten durch 2 lineare Gleichungen 
bestimmt, aus denen ihre Werte leicht hervorgehen. Multiplieirt man 
endlich statt dessen mit ?, so giebt die Summe der Analogen: 


und die 2 letzten Gleichungen sind identisch erfüllt. Sofern die ge- 


fundenen Werte unabhängig von der Axenlage sind, ist die anfäng- 
liche Aufstellung gerechtfertigt. 


$.6. Relationen zwischen den Fundamentalgrössen. Differentürt 
man die erste, zweite, vierte der Gl. (18) (19) nach v, die zweite, 


% } li 3 0. dr 
dritte, fünfte nach w, so erhält man je 2 Ausdrücke für EIER FRE Wer) 
O’p 


EEG die einander gleichgesetzt 3 Gleichungen ergeben, sämmtlich 
von der Form 


ö 0 
Kutkın,t+Kp=0 


in der sie mit Hülfe derselben Gl. (18) (19) dargestellt werden können. 
Da diese für jede Axenlage gelten, so muss 


a P 
v Y 4 » 
den wi dd a 1 ae ale u au, 


a N N 
ui ER wa 
De HI DW FEEr BEE EN ZU 
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K=(0; K-=-0; R=0 


sein. Unter den so entstehenden 9 Gleichungen ist eine für sich von 
selbst erfüllt; die übrigen geben übereinstimmend nur folgende 3 un- 
abhängigen Resultate: 


Fe Pe 
Et t) 


e of de\0g [dg\” 
+2) | 

fi; gif de Ofdg  Oedg de üg ofof\ 
r3 12 Bl an Das De ou Du 1 deln 


Hal) N @ 


0E OF 
21? (e-5)-%- 2Ff+ a0)? 5, mar) 


+20 Ep) +8 = 0 (27) 


0G 0F 
(5, (Era Haan, 


+2 (Ey — Fr (Pe — un =0 (28) 


Die erste, welche wir die Gauss’sche Relation nennen können, 
ist wichtig, sofern sie zeigt, dass die Grösse EG— F? für bestimmte 
Parameter nur von Fundamentalgrössen 1. Ordnung abhängt, folglich 
nach $. 1. auf allen auf einander abwickelbaren Flächen denselben 
Wert hat. 


$. 7. Relation zwischen den Krimmungen berührender Curven 
(Meusnier’scher Satz). Multiplicirt man die erste der Gl. (21) mit 
Ou?, die zweite und dritte mit Oudev, die vierte mit 002 und addirt sie, 
so kommt: 


Op 0x -+-0g0y-+ Or 02-4 Edu?--2 FOudv—+ G %? —= 0 (29) 


wo die vollständigen Differentiale gemäss der Variation in einer be- 
liebigen Richtung längs der Fläche, der Richtung der Tangente einer 
Curve s zu nehmen sind. Wendet man auch Gl. (11) auf dieselbe 
Curve an, dividirt beide Gleichungen durch Os und differentiirt dann 
letztere nach dem Krümmungswinkel r dieser Curve, so kommt: 


0 0% 0 0y Pi 02 a Eöu?+2FOußo-+ @v? 
Bot: RT 


DT ERBEN 4er = 
Rn a N IT 2 3 
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Da die 2mal 3 Factoren zur Linken die Richtungscosinus der Flächen- 
normale und der Hauptnormale von s sind, so drückt die Linke den 
Cosinus des Winkels zwischen beiden Normalen aus. Setzen wir 
diesen — ©, so wird die Gleichung: 


Or E0u?-+2 FOuv 4 @ 002 
os yhdırr edu2-+2fduo tg: EL 


0% 
Die Grösse zur Rechten hängt nur von u, v und a ab, welche einen 


Punkt und eine Tangentialrichtung bestimmen, ist also dieselbe für 
alle Curven s auf der Fläche, die sich im Punkte (wv) berühren. 
Wir legen nun allen diesen Curven diejenige zugrunde, in welcher 
eine durch die Flächennormale und durch jene Tangente geleste Ebene 
die Fläche schneidet. Diese ebene Curve, kurz bezeichnet durch den 
Normalschnitt im Punkte (ww) für die Richtung (0%, 0%), hat die 
Flächennormale zur Hauptnormale, also ist für sie © =0. Ferner 


Or 08 
drückt ER die Krümmung, dr den Krümmungsradius der Curve s aus. 
Bezeichnet also eg den Krümmungsradius des Normalschnitts, so ist, 


1  Eöu?-+2Fou0o + 902 37 | 
0  eou + dudo-- gov! (81) 


woraus verglichen mit (30): 


x = 00050 (32) 


Wir haben demnach zur Charakterisirung der Fläche in einem Punkte 
von jetzt an nur die una al, von Normalschnitten zu unter- 
suchen. 


$. 5. Summe der Krümmungen zweier sich unter rechten Win- 
keln schneidenden Normalschnitte. Ohne Rücksicht auf die Bedeu- 
tung der Buchstaben hat man die identische Gleichung: 


(eH2fk+gk?)(E+-2F%+@% 2) + (e+ 2% -Hgk'2)(E-2FR HR) 
— 2{e+/(k+%’)-Hgkk'} | E-+ F(-4-%') + Gkk'} 
—+(e@—2fF-HgE) (k—k')? (33) 
Haben jetzt e, f, g, k, k’ die Bedeutung von $. 1., d. h. sind k, k' 
die Werte von “ für 2, im Punkte (ww) sich schneidende Curven, 
so ist nach Gl. (7) 
e+f(k-+-Kk')+gkk' = 0 Bas 


die Bedingung, unter- der die Curven sich rechtwinklig schneiden. 
Dies angenommen reducirt sich die Gleichung auf 
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(e+2/k-+ Ik?) (E+2FW GERD) (4 2fE+gk?)(E-H2Fk-- GR?) 
= (e@ —2fF-+gE) (k—k')? (34) 
Da hierin EZ, F, G noch beliebige Grössen sind, so setzen wir 
 E=& F=f 0-9 
_ dann kommt: 
(e-+2fk-+ gk2)(e-+-2/%'-gR'2) = t2(h — k')? (35) 
Die vorige Gleichung durch diese dividirt giebt: 


E+2Fk+GR  E-+2FW GE? eG—2fF+gE 
e+2/k+gk? at, e+2fk'--ol? & 


worin noch immer E, F, @ beliebige Grössen sind. Erteilt man ihnen 
ihre Bedeutung (17), so drücken nach (31) die 2 Terme zur Linken 
die Krümmungen der 2 Normalschnuitte für die Richtungen der Tan- 
genten der 2 genannten Curven aus. Bezeichnen also o, o’ die 
Krümmungsradien zweier sich rcchtwinklig schneidenden Normal- 
schnitte, so ist 
Ir (36) 


f) 
Da die Rechte unabhängig von en ist, so hat man den Satz: 


5. 2. Die Summe der Krümmungen zweier sich recht- 
winklig schneidenden Normalschnitte ist für den be- 
stimmten Schnittpunkt constant. 


1 % 
$.9. Hauptkrümmungen. Der Ausdruck (31) von 6 varüirt nur 


1) | 
mit z, v und = — k, also für einen festen Punkt (wo) nur mit %, 


indem die Normalschnittsebene um die Normale rotirt. Differentiirt 
man unter dieser Voraussetzung Gl. (31) nach %, so kommt: 


3 ()  1|F+Gk E+2FR+ CR 
Ok\o) N|fHtgk e--2fk-+gk? 
Lil BR GE FG 
an ES P a 37 
w\ ef ge +| fg en 


wo zur Abkürzung 
N = $(e+2fk-+gk?)* 
£ ; b Reh 
gesetzt ist. Verschwindet dieser Ausdruck für jedes %, so ist r con- 


stant, ein Fall den wir später betrachten. Verschwindet er nur für 
bestimmte Werte von %, so entsprechen diesen ein Maximum und ein 


fa 
2 a 
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RR 1 \ 1 ; 
Minimum von 5 denn, wenn nicht alle Krümmungen gleich sind, so 


muss. bei einer vollen Umdrehung mindestens eine ein Maximum und 
eine ein Minimum sein, daher muss die quadratische Gleichung, 
welche % bestimmt, nämlich 


GE 
ge 


EF| 
ef 


immer 2 reelle ungleiche Wurzeln haben, deren eine der Maximal-, 
die andere der Minimalkrümmung aenrieh Die 2, durch en 
Wurzelwerte bestimmten Normalschnitte heissen die Hau ptnormal- 
schnitte, ihre Krümmungen die Hauptkrü mmungen, ihre Ebenen 
die Hauptnormalebenen, ihre Tangenten die Hauptkrüm- 
mungstangenten, und deren Richtungen die Hauptkrümm ungs- 
richtungen. 


Sind %,, %, die Wurzeln der Gl. (38), so wird 


2—=0 (38) 


Sn 


F@| > GE x. st BrFegE 
fg | = M; | ne | = M(k,+k,); | | = Mikyke (39) 
woraus durch Verbindung: 
e+fktk)tgki = 0 (40) 
E+ Fk) +k2) + hy — O (41) 


Erstere Gleichung sagt, dass die Hauptkrümmungsrichtungen auf ein- 
ander senkrecht stehen; die Bedeutung der letztern wird in $. 13. zu 
Tage kommen. Da sich also die Hauptnormalschnitte rechtwinklig 
schneiden, so ist nach Gl. (36), wenn g,, 0, die Hauptkrümmungs- 
radien bezeichnen: 
1 ı 1 eG@G@—2fF--gE 
ER FR ? 


Setzt man ferner in Gl. (3) k=k,, k'— ko, und erst e, f, g für 
E, F, @, dann umgekehrt E, F, @ für e, f, g, so erhält man nach 
Gl. (40) (41): 


(e+2fky+gkı?) (e+ 2 fig +gkz?) — 12h, — Kg)? (43) 
(E+2Fy + Gh) (E-F2Flg+ Gy?) = (EG — FR) (ky 1)? (44) 


(42) 


und nach Division, zufolge (31): 


1 _EG—F!? 

U | 
Da jetzt Summe und Product der Hauptkrümmungen bekannt ist, so 
- ergeben sich beide einzeln als Wurzeln der Gleichung: 


(45) 


RUE En Re PTR A u ud 


Hs ppe: Principien der Flächentheorie. 237 

BER e@—2/F-+-gE 

e? @ | 
Um jedoch zu finden, welche Wurzel zu k,, welche zu %, gehört, 
untersuchen wir direct die Differenz beider 


+E6—P=0 (46) 


Nach Gl. (31) ist sie 
E+2Fkn+Gk? E+2Fhg+ Gl! 
e+2fk,+gkı? e+2fka-tgka? 


Dies multiplicirt mit dem aus (43) bekannten Product beider Nenner 
giebt: 


> Dome 


A(k, —ı »_|E+2Fk, + Ok? E+2Fk,+ Gks? 
t (k) — ko) -| e+2fk,+gk,? e+ fest gig? 


= (4 h)\— 


BR 


2) 
und nach Einführung der Werte (39): | 


FO|kh— 


Bez > 


(47) 


Die gefundenen Resultate vereinfachen sich, wenn man für E, 
F, @ ihre Werte aus den Gl. (23) (25) substituirt; denn dann wird 


| Br & | GE Ey EN | 
— H4t?; ge = (H—J)t; fg =—Jt (48) 
und man findet: | 
J„—H | 4A H 
h+h=-2--; h-h=-—5 kua=—-T7' (9) 
a Bl 1 | 
N) 
0  @s ” 46 ® "1% : 2, (0) x 
woraus 
AH 4 —H+J+4 
kı — SEEN IRA RERE ky — 7 er (51) 
ar A| H+J,+4 
—_— 110, — ll (52) 
0] 2 02 2 
42 = (H—A)2-HAJH, (53) 


Die Gleichungen, welche die Hauptkrümmungsrichtungen und Haupt- 
 krümmungen bestimmen, lauten jetzt: 


» 
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JE-+(H—J)k—H, —=0 (54) 
(irat)-m wm 


5. 10. Sphärische Krümmung. Wie anfangs $.9. erwähnt, wird 
1 ; - 
5 constant, also die Krümmungen aller Normalschnitte, die durch 


einen Punkt gehen, einander gleich, wenn Gl. (38) unabhängig von 
k gilt, wenn also 


G 


GE F 
Sg 


ge 


-i 


EF 
| 
ist, drei Gleichungen die sich auf folgende 2 reduciren: 
-ol—._ (56) 


Im allgemeinen bestimmen dieselben einen oder einzelne Punkte; ein 
solcher Punkt heisst ein Nabelpunkt. In besonderen Fällen gehen 
sie nur eine Relation zwischen « und v, bestimmen also eine Linie, 
Nabellinie. In Nabelpunkten und Nabellinien heisst die Fläche 


1 
sphärisch gekrümmt. Nach (31) werden die 3 Quotienten = EB 
daher ist 


e 7 9 
een (57) 
$. 11. Krümmungsmass. Zieht man von einem festen Punkte, 
2. B. dem Anfangspunkte der xyz eine Gerade von der Länge 1 in 
der Richtung der Normale einer Fläche, so ist der Ort des Endpunkts, 
dessen Coordinaten also p, q, r sind, eine Kugelfläche vom Radius 1, 
auf welcher jedem Punkte der Fläche (xyz) ein Punkt der Kugel- 
fläche (»gr) entspricht. Beschreibt nun der Punkt (xyz) den Umfang 
eines unendlich kleinen Flächenelements 022, so beschreibt der Punkt 
(»gr) den Umfang eines unendlichkleinen sphärischen Flächenelements 
02@. Den Quotienten 
0?w 
020 


nennt man die Krümmung der Fläche, in analogem Sinne wie 
i EN 
in der Curventheorie der Quotient n die Krümmung der Curve ge- 
nannt worden ist, nur war es daselbst die Tangente, mit welcher 
vom Anfangspunkte eine Gerade von der Länge 1 gezogen ward, 
deren Endpunkt dann auf der Kugel die Curve r entsprechend der 
vom Berührungspunkte gleichzeitig durchlaufenen Curve s beschrieb. 
Ebenso wie dort werden wir auch in der Flächentheorie jede vom 
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Punkte (pgr) beschriebene Curve die Indicatrix der Normale für 
die von ihrem Fusspunkt gleichzeitig beschriebene Curve nennen. 


Um den Wert der so definirten Krümmung zu finden, wenden 
wir eine der Formeln (9) auf die Kugelfläche an, wo der Grösse t 
die Grösse t, entsprechen möge, während p, q, r auch hier die Rich- 
tungscosinus der Normale ausdrücken; dann ist 


ag 
Ou 
pt, = 
jr Dr 
Er 0v 
= 
und nach Einführung der Werte 19) 
oy Oy 0y cy dy oy| 
Era, Tut rer |de Do 
Er we 1 
ie 5 ISyrnn, 
Fate I Ad Da 
Der letzte Factor ist = pt, der erste nach (50) = En folglich 
182 
t 
tı = — 58 
: 0103 Ko) 
oder 
CET Sud A 
NT tu (9) 


S. 3. Die Krümmung der Fläche ist also gleich dem 
Product der Hauptkrümmungen. Infolge dessen können wir 
eine Fläche positiv oder negativ gekrümmt nennen, jenachdem 
die Hauptkrümmungen gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. 
Der Grenzfall, wo eine Hauptkrümmung null ist, kann entweder auf 
der ganzen Fläche oder längs einer Linie oder in einem blossen 
Punkte stattfinden. Im ersten Falle wird durch die Eigenschaft eine 
besondere Art von Flächen definirt, deren Theorie im 3. Abschnitt 
behandelt werden wird; im zweiten ist die Linie der Nullkrümmung 
gewöhnlich die Grenze zwischen zwei entgegengesetzt gekrümmten 
Teilen einer Fläche. 


$.12. Reduction der Krümmung eines beliebigen Normalschnitts 
auf die Hauptkrümmungen. DBezeichnet $ den Winkel zwischen der 


L > 0%, Ö 
beliebigen Tangentialrichtung Ei — k und der ersten Hauptkrümmungs- 


Ö 
richtung 2, —kj, so ist R—# der Winkel zwischen eben jener und 


» 
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5 | 
der zweiten Hauptkrüämmungsrichtung En —=ky. Daher erhält man 


die Werte von cos® und sin® aus der Formel (4), wenn man bzhw. 
"= k, und %k, setzt. Nun hat man vermöge der Gl. (40): 


e+F(k+-k)+gkk, = (f+gkr) (k— kg) 
eHf (et Rz) + gkkz = (FH g%,) (k—k,) 
+ 2fk +gky? — (F+gkı)(ky —h,) 
et kg +gkz? = — (f+-g%g) (kı — kg) 


Demnach gehen die genannten Ausdrücke über in 


Tr (k— kg)? 
e--2fk+gk? kn—ke 


ftgis  (k—k,)? 
I N EA EL A ET 
ST on PR. . 


cos?F — 


Ebenso hat man vermöge der Gl. (41): 
E+2Fk,+ Gk? = (F-+ @'ky) (k— ks) 
E-+2Fla-+ Gh? =— (F+ Gh) (a — hy) 


demzufolge die Formel für die Krümmung eines Normalschnitts (31) 
angewandt auf die Hauptkrümmungen ergiebt: 


1_F+6h, 1.7464 
4 Hola @ Stroke 
Aus vorstehenden 4 Ausdrücken setzt sich zusammen: 
cos°d | sin?d (FH G@k,) (C— ko)? — (F+ Ghz) (k — ky)? 
9 09 (e+2fk-+-g%?) (k, — ky) 
 2Fk+ Gh? — Fk Ry)— Gkjk, 
er e-+2fk + gk? 
das ist nach (41) und dann nach (31) 
3 __ E-+H2Fk-+ GR? 
e+2fk+gk? 
1 co8s?% sin?# 


REES T 02 Sr 


(60) 


en 
0 


also 


Auf Grund dieses Resultats kann man die Beziehungen zwischen 
den Krümmungen der Normalschnitte folgendermassen constructiv 


Rt: REN: dv. 
darstellen. Denkt man auf der variabeln Tangentialrichtung nn = k 
eine Strecke R abgeschnitten, so sind R, ® die Polarcoordinaten des 
r 
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Endpunkts P auf der Berührungsebene für den Berührungspunkt M 
als Anfangspunkt. Lässt man den Punkt ?P um M als Mittelpunkt 
einen Kegelschnitt beschreiben, so wird dessen Gleichung 


(Rcos8)”  (Rsin®)? 


“Rn a 5 
identisch mit Gl. (61), wenn man 
Yen R? 
NN Ban 0 
% 4 


setzt. Diese Gleichungen kann man entweder durch 


Po a =; b=9% 
oder durch 
ae ee u AR Aemeza 


erfüllen. Für positive Krümmung, wo o,, 0, gleiches Vorzeichen 
haben, können a und 5, weil nie beide negativ sind, nur positiv sein, 
und e hat dasselbe Vorzeichen. Für negative Krümmung hingegen 
sind beide Bestimmungen von a, b zulässig. Folglich ist der Ort des 
Punktes P für positive Krümmung eine Ellipse, für negative eine 
Verbindung zweier Hyperbeln von gemeinsamen Asymptoten. Unter 
allen Umständen aber ist der absolute Wert des Krümmungsradius o 
dargestellt durch das Quadrat des Radiusvectors. Da, im Intervall 


2 I: 
vn 9®=0bis #=R, e von oe, bis o, variirt, so muss G im Fall 


negativer Krümmung einmal null werden und sein Vorzeichen wechseln; 
dies geschieht, wo der Radiusvector in die Asymptote übergeht. Ist 
aber die Krümmung des Normalschnitts null, so sind es nach 8.7. 
die Krümmungen aller Curven von gemeinsamer Tangente gleichfalls. 
Diese Nullkrüämmungsrichtungen, deren in jedem Punkte einer negativ 
gekrümmten Fläche 2 existiren, nennt man die asymptotischen 
Richtungen. Man findet sie durch Auflösung der Gleichung 


E-+2Fk-+ G12 — 0 (62) 
nach &. 


$. 13. Variation der Berührungsebene. Variirt der Berührungs- 
punkt (xyz) der Berührungsebene 


?r6&—)+am—- tr) = 0 | 
beliebig, so erhält man durch Differentiation bei constanten &, n, & 
als zweite Gleichung der Coincidenzlinie: 


op (5 — 2) +Högn—y)rar(&—2)—=0 
Die Coincidenzlinie geht also durch den Punkt (zy2) und ist Tan- 
gente der Fläche. 
Teil LIX. 16 


BA SRAAEEEN 1 
Kr \ ah 


BR a a a ne a 
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Bezeichnet v den Drehungswinkel, so ist ihr Richtungscosinus 
gegen die x Axe: 


a a 

1 ja da| _ Hub Jo | mon 
dv |r Or dv | 
7 “do 


und, wenn man für q, r die Werte (9) setzt: 


x es 
 Höut Ion | du „ Hhdutde ‚ou 
töv.ı ö% toöv d8 

F 0% I 


das ist nach (23) (25): 
= Edu-+- Föv 
ns (63) 


10V 
= Fou-+ G@&v 


Nimmt man zur Bestimmung von 0v die Quadratsumme der Ei 
so kommt: 


(t0v)?2 — g(Edu+ Fo)? — 2f(Edu-t- Fo) (Fiut G%) 
+ e(Fou-4- 6%)? 
= (e@ — 2/F-+-gE) (Eu? -+ 2F du 0v-- E02) 
— (EG — F?) (edu?-+ 2 0u 00% 49002) 


1 rt 1 \ 
01 ar 03/0 010 ) 3 
also 


x av (HEN d08 (64) 


01 0/0 019% 


Bezeichnet s’ eine Curve, deren Tangente die eben bestimmte 
Coineidenzlinie ist, und werden die Tangentialrichtungen von s (Bahn 


1) 
des Punkts (xy2)) und s’ bestimmt durch die Werte = — kun 
so lässt sich das Resultat (63) schreiben: 


0% 


0x ou ou du 


= (tar an ie Re 12 
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EN. i ., 08 6 ; 
Multiplieirt man einzeln mit ne 2 so giebt die Summe der Ana- 


logen: 
‚ ö!le E-4.Fk 
BEL f a 
5 , ‚0 |f E-+F%k 


woraus Bnreh Eliminatiöit-von Ov: 
BELF(kt%')- Ghk' — 0 (41) 


Diese Gleichung zeigt zuerst, dass die Tangenten von s und s’ 
in reciproker Beziehung. stehen. Man nennt darum die Coincidenz- 
linie der, Berührungsebene die conjugirte Tangente zu derjenigen, 
welche die Richtung der Variation des Berührungspunkts bezeichnet; 
und umgekehrt ist dann letztere die conjugirte Tangente der Coin- 
cidenzlinie. 


- Ferner ist aus $.-9. bekannt, dass die Gl. (41) verbunden mit 


der folgenden 
c+f(k+1')+gkk’ — 0 RT 


welche Bedingung des rechtwinkligen Durchschnitts von s und s' ist, 
die Bedingung ausmacht, unter der die Tangenten beider Curven 
Hauptkrümmungstangenten sind. Hieraus folgt der Satz: 


8.4. Conjugirte Tangenten bilden immer und nur 
dann rechte Winkel, wenn sie Hauptkrümmungstangenten 
sind. Oder umgekehrt: 


Notwendige und ausreichende Bedingung der Haupt- 
krümmungsrichtungen ist, dass sie 1) senkrecht auf ein- 
ander und 2) conjugirt sind. 

Gl. (41) differentiirt giebt: 

(F+ @%k)?0%' = (EG — F?) Ik = — 
0103 
daher variiren % und %’ auf positiv gekrümmter Fläche in gleichem, 
auf negativ gekrümmter in entgegengesetztem Sinne. Da aber die 
conjugirten Tangenten bei Rotation um den Berührungspunkt gleich- 
zeitig in die Hauptkrümmungsrichtungen fallen, so folgt, dass sie von 
diesen aus auf positiv gekrümmten Flächen, in gleichem Sinne rotirend 
in verschiedene Quadranten, auf negativ gekrümmten einander ent- 
gegen rotirend in denselben Quadranten treten und sich einander 
begegnen. Letzteres geschieht für k = %k’, also nach Gl. (41) für 


E-H2Fk- Gk2 = 0 (62) 
16* 
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d.i. nach $. 12. in der asymptotischen Richtung, und man hat den 
Satz: | . 


S.5. Die asymptotische Tangentialrichtung ist sich 
selbst conjugirt. 


$. 14. Variation der Normale. Die Normale hat denselben 
Drehungswinkel v wie die Berührungsebene, und eine gleichgerichtete 
momentane Rotationsaxe.- Es bleibt daher nur ihr Drehpunktsabstand 


.öp 0% --0g0y Or - 


I: 0v? 


und ihre Gleitung längs der momentanen Rotationsaxe 


zu berechnen. Der Weıt des Zählers von R ist bereits nach Gl. (29) 
bekannt, und vermöge (31) und (64) wird daraus: 


08? 01 03 | 
a nen 66 
00? - +09 — 0 2 


Der Ausdruck von Q aber, entwickelt nach Elementen der dritten 
Verticalreihe, enthält als Coefficienten die in $. 13. ermittelten Rich- 
tungscosinus der Coincidenzlinie der Berührungsebene, so dass 


0) ö oz 
95,004 u öy-+ 2, 0a 


und nach Einsetzung der Werte (65) 


9 | e+f% ae 
Tıv|ftgk F4Gk 
Qu? (le E 9 Ps 
el ze+ ale 
oder, weil die Klammer nach $. 9. für k= k, und k, verschwindet: 
Qu |f F | | 
- | ae mem) (on 


Hiernach ist die Gleitung constant null und der Drehpunkt 
Coineidenzpunkt in Nabelpunkten der Fläche, in jedem andern Punkte 
findet dasselbe statt bei Variation in den Hauptkrümmungsrichtungen. 
Bei beliebiger Variation stellt 0Q den normalen Abstand zweier con- 
secutiven Normalen dar. 


we: 
Er, 
E 
Br: 
Br; 
a 
Be; ' 
| 

P- 
er 

5 

A 

4 

; 


2 Dia oe I 


x 


[2 


ehe al nd ln na an nl un kn tn an u ee LT 1 irre Ze na Be ee ng il er 
. I y 2 > ‚ " f T = F 
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Die Lage des Drehpunkts, resp. Coincidenzpunkts erhält man als 
Endpunkt der Strecke R auf dem positiven Arme der Normale ab- 
geschnitten. Coincidenzpunkt wird er zweimal, für e = eo, und go = 0,. 
Bzhw. wird hier auch R = 9, und o,. Die Orte der letztern 2 Punkte 
heissen die Mittelpunktsflächen. 


$. 15. Bedingung eines Normalensystems. Eine Gerade 


REN RAR ae (68) 


variire mit 2 Parametern x, v. Für beliebige Variation ist dann 


dx = dat Rda-taoR 
dy = 0ß- ROb-{bOR 
— 0y+ Röc-H-coR 
woraus: 


ads + bdy—+cdz —= ada+b0ß+cdy-—+OR 


Soll nun die Gerade Normale einer Fläche, (xyz) ihr Fusspunkt sein, 
so muss die Linke verschwinden. Dann wird ad«--5dß-Heöy ein 
Differential, nämlich von —R. Die Bedingung ist also: 


oß | 0y 
„(0 at te )= (e er te 2) 
oder: | 
dada  050ß de dy x dada , 0b OB | dc öy . 
dv ut du ou du LE Do v (63) 


Immer und nur dann, wenn diese Gleichung erfüllt ist, ist das System 
von Geraden (68) ein System von Normalen einer Fläche. 


$. 16. Torsionswinkel einer Curve auf der Fläche. Bezeichnet, 
wie in 8.7. © den Winkel zwischen der Hauptnormale einer Curve s 
auf der Fläche und der Flächennormale, ferner a, 5, ce die Richtungs- 
cosinus der Binormale, a,, d,, c; die der Hauptnormale, so dass 


?pa—+g5,+rc, = 0080 (70) 
agb re =—sin® 


wird, endlich z und % den Krümmungs- und Torsionswinkel, so hat 
man: R 
x 
da, a09 — 7.07; =. 

und findet nach Differentiation der Gl. (70): 


a, 0p +5,89 0, 0r — 08sin® L—99sin® 


Ne Earl Gh 
VER 
Wa 
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Setzt man für Op, 0q, Or ihre Werte aus (19), so kommt: 


__ M(Hdu-+- Jo) + N(H,9u--J, %o) 


00.508 sin®. 


(71) 


wo zur Abkürzung 


gesetzt ist. Zur Bestimmung dieser Coefficienten hat man zunächst: 
MOu-+- Nov = ac +5, 9y +0, —=0 (72) 


Um eine zweite Bestimmung zu erhalten, lassen wir die Curve s von 
einer zweiten Curve s’ rechtwinklig schneiden. Für erstere sei 


ö ; 
= — k, für letztere = %k', Die Tangente von s’ bildet dann mit der 


Hauptnormale von s den Winkel @—R, daher ist 
9a, tb tr ans = (MN®) 3 (73) 
4 
Eliminirt man zwischen den 3 Gleichungen 
2 
rer (®) 
e-HfC+-%)+-gkk’ — 0 
f 08'\? 
e-+-2/k'+-gk'? = (2) 
e und k', so findet man: ; 
Os’ Os 
(49%) 3, — t2, 


und, wenn man nur die 2 ersten subtrahirt: 


(f-+-gk)(k—k') = (3) 


woraus: 
x = ER) (74) 
Jetzt werden die Gl. (72) (73): 
M+Nk=0 
M-+.NKk' — t(k— k')  sin® 
woraus: 


0 ö 
M = tk sin ; N=-t-- sind 
8s Os 


das ist nach (54): 


= Pa AR 
De. 
Fi 


ah a a Be TR EB a EN Re 
Hg AR Aa NE RR 2 Ban 
% ir a OR dan Bihler ar 
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und Gl. (71) wird: 


u? | 
9—09=:7, [JR +(H—J)k—H} 


ou? 
08 —00 me tn J(k—ky)(k— ko) 
f} Ss 


Der Torsionswinkel einef” beliebigen Curve auf der Fläche ist also: 


du P 
Be o+/ 19 II) (k—hs) (75) 


8. 17. Biegung und Abwickelung. Variirt eine in Parametern 
w, v dargestellte Fläche, so betrachten wir den durch die Werte von 
u, v bestimmten Punkt als beständig denselben, desgleichen eine Linie, 
wenn sie der Ort identischer Punkte ist, und ein Flächenstück, wenn 
es identisch begrenzt ist. 


Eine Fläche biegen heisst sie so verändern, dass alle begrenzten 
Linien auf ihr gleiche Länge behalten. 


Wird eine Fläche gebogen, so folgt, dass alle begrenzten Flächen- 
stücke, insbesondere die Flächenelemente constanten Inhalt haben. 


Eine Fläche auf einer andern abwickeln heisst sie durch Bie- 
gung (und Transposition) in letztere übergehen lassen. 


Damit also eine Fläche 2 auf einer andern 2, abwickelbar sei, 
muss jede irgendwie begrenzte Linie s auf ihr, also auch das Quadrat 
des Linienelements 


052? = ed? + 2fdu dv tg 02 


und, da es für willkürliche du, 0v gilt, auch die Coefficienten e, f, 9 
auf 2 und 2,, in denselben Parametern dargestellt, gleichen Wert 
haben, und umgekehrt; der Satz lautet: 


S. 6. Notwendige und ausreichende Bedingung der 
Abwickelbarkeit ist, dass e, /, g auf beiden Flächen 
gleich sind. 


In diesem Falle ist offenbar auch t und das Flächenelement tOu0v 
gemeinsam, desgleichen die Krümmung der Fläche 
SO SEGZE 
919 a 
weil sie nach Gl. (26) in e, f, g darstellbar ist. 


Die Aufgabe, alle auf der Fläche S2, abwickelbaren Flächen & 
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zu finden, besteht demnach in der Integration der Gl. (3), worin &, 
J, g gegeben, d. h. aus 2, zu entwickeln, und z, y, z gesucht sind. 


$. 18. Mittelpunktsflächen. Die Gleichungen der beiden Mittel- 
punktsflächen sind nach 8. 14. 
A=atp9; A =yt0; A—etrg 
B=oTPpR; y—ytge; 2 = are, 
Durch Differentiation gemäss „den Formeln (19) erhält man: 


dx, 


Ö eo 0 
RER (1--Ag,) „+ Meı 5: + np; etc. 


Or, 


Ö 0 ö 
2 „+ +49) = er ur; etc. 


Bezeichnet man durch p,, q, 77, t; die Werte von ?, q, r, t auf der 
ersten Mittelpunktsfläche, so findet man durch Anwendung der For- 
meln (9) auf die vorstehenden Differentialquotienten: 


00, 00, 
f — Fo, x e— Eo,- 
tl a e@ ? > ® ete 
1.4 ou dv? ; 
f) 0 
eplsa 2: F Fo, 55 


Hieraus folgt, dass 
PPıt 99 +mn=0 


dass also (S. 7.) Die Normale der Mittelpunktsfläche 
parallel der Berührungsebene, ihre Berührungsebene 
parallel der Normale der Urfläche ist. 


Die Herleitung anderer Eigenschaften versparen wir, bis durch 
Einführung geeigneter Parameter die Untersuchung vereinfacht werden 
kann. 


s 5. 19. Parallele Flächen. Trägt man auf der Normale vom 
Fusspunkt P aus die constante Strecke e ab, so ist der Ort des End- 
punkts P’ eine Fläche, deren Gleichungen sind: | 
“= a+po Y=ytag; #—=2-re 
woraus nach (19) 


Ox' 1) Ö; 
no — (I+-He) 3, + Hear;  ete. 


r 76 
Ow' Be: 0x Om G ) 
Auer Batch AHA) a; etc. 
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folglich * 
p0x’ + gdy'-rdz' = 0 


d. bh. die Normale der Fläche P ist auch Normale der Fläche ?’, 
‚und beide Flächen haben den constanten normalen Abstand c, sind 
demnach einander parallel. 


Wendet man jetzt die Formeln (9) auf die Fläche P‘ an, für 
welche die Grössen p, g, r noch gelten, so findet man: 


1-+.He H,;e 
Je le Ba a 


— {+ Ho) A+ A) —IHzer}t 


pt = 


folglich ist 

oder nach (50) 

/ ?- (1-2) (1-2): 
61 02 


Differentiirt man partiell die Gl. (76) mit Anwendung der For- 
meln (18), so kommt: 


0x’ 0x 0x } 
PR Geh da „truntEr 
02x’ 

Oulo = But at 
2 


v2 Te 
wo gemäss den Definitionsgleichungen (17) E’, F', @’ die Funda- 
mentalgrössen 2. Ordnung für die Fläche P”. sind und der gegen- 


wärtigen Rechnung zufolge die Werte haben: 


E'=(1 + Ho)E+ Her — 5 


ER E m Be se | 
F=G4+ BFH =" tr 1er Ei )\ as) 


G ne ze et h Fi = Er ) 


Ferner ist nach (19), angewandt auf beide Flächen 
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De = a! ER ER a 
Multiplieirt man erst mit 5 dann mit = und addirt jedesmal die 


Analogen, so kommt, mit Anwendung von (23) (25): 


— E—= H’(e— Ec) +H,'(f— Fe) 
-F= H'(f— M)+ Hg 6%) 
en 
— @ = J'(f— Fe) + J, (9 — @e) 


woraus, nach umgekehrter Auflösung: 


€ e 
1-2.) =—=H, 
| 02 For 


(9, 


a 
= :)( En 


Wendet man jetzt die Gl. (50) auf die Flächen 7 > und P an, so 
kommt: 


1 1 c ce 1 ji De 
(ter) ( N) ( 0% 0 02 010 
F ( e )( c ) 1 E 1 ) e ce? 
1-—) (1—--) = — — (>47) — 4 3, 
010 9 0% 01 93 5 Ko 8, RI 


en 
01 09 01 03 


I 


oder 


und nach Division beider Gleichungen: 


9% 40 = 4402 —2e 
Hiermit verbunden Gl. (80) in der Form 


f 9102 = (01 — ec) (0a — e) 
giebt: 


(= 4-5 = R—c | (8) 


‘8.8. Die Hauptkrümmungsradien paralleler Flächen 
differiren um deren Abstand. 


Ferner ist allgemein 


| 1 | 
et 
01 02 01 03 01 02 
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er H,E | 2 EH 
— 010g PAR al 700 FJ 
| . (82) 
FE H,F| a FH 
— 0102 seas, 9 (1a GJ 


Wendet man: diese Formeln auf die Fläche ?’ an und schreibt die 
Gl. (79) wie folgt 


H’0,' 05 = Hg,9-+c; Hy'0,'0 = H,9,% 


i ra J0109; J010% = A Qı@+e 
so wird 
. ! 
= 0103 Ir’ —E'e; f' = (10 E'J z 
H#% F'H 
fe 0102 aul-r'e ae 0109 a J @'e 
das ist nach (78): 
: 6° ) ( a ) 
a N menge Eclc\-+-)—2 
| Bee, 
rl )+Mtele+2)-2 (83) 
01 09 0ı © 
5 c? Let 
= 1) @e ( .) —2 
3 o( 01 02 5 te RE / 


$. 20. Coineidenzpunkte der Parameterlinien. Jede von beiden 
Scharen von Parameterlinien kann dreierlei Form haben, entweder 
bestehen sie ohne Durchschnitt neben einander, oder sie schneiden 
sich in einem variabeln, oder in einem festen Punkte. Der zweite 
Fall bringt er ealanan in die Rechnung; das System wird als- 
dann von einer Curve umhüllt, auf deren einer Seite jeder Punkt 2 
Wertsystemen (vv), auf deren anderer er keinem Wertsysteme ent- 
spricht. Im dritten Falle braucht man nur den festen Punkt als 
Centrum zu betrachten, von dem die Parameterlinien als Strahlen 
ausgehen ohne es rückwärts zu überschreiten; dann wird wieder N 
Punkt durch ein Wertsystem (wv) vertreten. 


Die Bedingung eines Durchschnitts consecutiver Parameterlinien 
(u) ist, dass für irgend welche Variation von w, v zwei consecutive 
Punkte zusammenfallen, dass also 


0 du +0; } u 0; - = 0 


ist, wo 0» nicht null sein darf. Die Gleichungen können entweder 
durch 


2592 Hoppe: Principien der Flächentheorie. 


ou i Qu ou ri Fr 0» 
oder durch a 
Or oy 02 
de an el du=0O 


erfüllt werden. Im ersten Falle gelangen die Parameterlinien beider 


Scharen zur Berührung. Solange man also an der Forderung fest- 


hält, dass sich beide Scharen stets schneiden sollen, so hat nur der 
zweite Fall Bedeutung. Die 3 Gleichungen a sich in eine zu- 
sammenbegreifen: 


N 


Stellt dieselbe eine Relation zwischen x, » dar, so drückt diese die 
Einhüllende der Parameterlinien (w) aus. Bestimmt sie hingegen nur 
einen Punkt, was namentlich dann stattfindet, wenn g nur « enthält, 
weil der Punkt (xyz) mit v allein nicht variiren kann, so ist dieser 
das Strahlencentrum. 


IH. Besondere Linien und Liniensysteme auf Flächen. 


$ 21. Uebergang zu neuen Parametern. Sind z,, v, Functionen 
von «, v, und man entwickelt die partiellen Differentialquotienten von 
x, y, # bezüglich auf «,, v,, so erhält man, indem man z,, », als neue 


Parameter betrachtet und die darauf bezüglichen Grössen durch den 


Index 1 unterscheidet, nach Einführung in I. Gl. 8) (17) 9): 
la) rate) | 
Er = warte) A [6 
ol tete) 


ES Our ou, 0% (2 n 
al ) Haare: n) 


Ou; Od, Ou, Ovı | Ovı a ov, O9, we 
EHER +% An v am 3) I 2 
en (2*) 2 2a 4 a 16 (a) | > 


295 r 

Re BL x . j R 
ae EERER ’ i he 13 3 j 
She le u Sg u Dr Ba FRE Le a. Dan En > U au ae. 
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OU 
pt = pt, ; etc. 
Re 
Ou 
Hiermit ist die Functionsdeterminante und ihre Inverse 
du, Bun du du 
Cu LE. ou, Ou t, 
Fa: 207 (3) 
ou 0% ' 0%, 0%, 
bekannt, und man hat die Inversionsformeln: 
du, _ Eu, A Eu 
Dar ro: 0er. tde, 
(4) 
m __ td, In ide 
Dan ebd. do t 0% 


Diese Werte wird man in die Gl. (1) (2) einsetzen, wenn man für 
u, v eine Substitution in w,, v, ausführen und die alten Fundamental- 
'grössen in den neuen darstellen will. Die Hauptanwendung der Gl. 
(1) (2) besteht aber darin, dass sie, wenn Liniensysteme von be- 
stimmter Eigenschaft gesucht werden, die Bedingungen darstellen, aus 
denen man die zugehörigen Parameter «,, v, durch Integration findet, 
so fern diese Eigenschaft durch Werte von Fundamentalgrössen reprä- 
sentirt wird. | 


$. 22. Orthogonale Liniensysteme. Nach $. 1. schneiden sich 
die Parameterlinien (=) (v) rechtwinklig, wenn 
f=0 
ist. Gilt dies für alle Punkte der Fläche, so ist das System der 
Parameterlinien ein orthogonales, das Flächenelement ein Recht- 
eck. Wir nennen dann auch die Parameter orthogonal. 


Die wichtigsten Vereinfachungen der in I. aufgestellten Formeln, 
die hier eintreten, sind die folgenden. Man hat: | 


2 = eg 
02% 1 0de0x 1 0e 0x 
1 a PRETR . 
Ge 21 dern =1.09 0x 
1 EL PIREEER ae (5) 
0% 1 090& , 1 dy 0x 


DT T De dd 2 du in FR 


a Milieu EN AT 
RN DR-CR 
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RE a ar 
De ou g dv 
- (6) 
PP Fox @G 0» | 
0v ie du g &% 
de ö 0 
MEG— 74 (et) — a) 
de Og de Ki 
15 De Ba u 
dE BF de /dg de 
20 (9, — n)—E nat rleg u) 0 
(8) 


0G OF ..0g og de dg 
ae (- dv )- I u Re (« I »)- = u 


Die Beziehungen zwischen rechtwinklig sich kreuzenden Normal- 
schnitten und ihren Krümmungen sind: 


e+g kk' = 0 | (9) 


17 1 
Re ao) 


Die Hauptkrümmungen und deren Richtungen werden bestimmt bzhw. 
durch die Gleichungen: 


oT 
0 (12) 


Will man von beliebigen Parametern «,, v, zu orthogonalen Para- 
metern übergehen, so kann man, da sich nicht beide durch eine Be- 
dingung bestimmen, die eine Parameterlinienschar (x) beliebig an- 
nehmen; dann wird nach (1) der rechtwinklige Schnitt der andern 
(v) durch die Bedingung bestimmt: 


ou, Oo, , 0%, 2) 
A 
oder nach (4): | 


Eee > 
£ O Z 9u/de > ri PIE 02/0 
welche die Integration der Gleichung 


ö ö 4 
(un — Re + — RER 12) ES 


Ov, 09, 
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erfordert. Ist ihr Integral 


lt, , 0) = const. 
so ist 
v= Y(u,, vı) 


$. 23. Krümmungslinien. Krümmungslinie heisst auf einer 
Fläche eine Linie, deren Tangente in jedem Punkte Hauptkrümmungs- 
tangente ist. Es wird dazu die Existenz zweier Hauptkrümmungs- 
richtungen vorausgesetzt. Fehlen dieselben für einen Punkt, wie z.B. 
in einem Nabelpunkt, so lässt sich dieser noch als Endpunkt der- 
jenigen Krümmungslinien betrachten, welche in unendlicher Nähe die 
Richtung nach ihm hin verfolgen. Abgesehen von diesen Endpunkten 
schneiden sich in jedem Punkte der Fläche 2 Krümmungslinien recht- 
winklig. Demnach besteht das System der Krümmungslinien einer 
Fläche aus 2 Scharen, deren eine von den Normalschnitten grösster, 
die andere kleinster Krümmung berührt wird. Zwei Linien derselben 
Schar können sich nicht schneiden, ebensowenig eine sich selbst. Ein 
stetiger Uebergang von Linien einer Schar in die andere ist nur durch 
das Gleichwerden beider Hauptkrümmungen möglich, kann also nur 
in Nabelpunkten stattfinden. 
Nach I. Gl. (38) ist die Bedingung einer Krümmungslinie: 
|\EF |GE| |7G | (0v\? 
relative No) —° EX 


on. 
Hieraus ergeben sich 2 Werte von 2, welche den 2 Scharen ent- 
spreehen. . 


$. 24. System der Krümmungslinien. Sollen die Parameter- 
‚linien selbst Krümmungslinien sein, so muss die Gl. (13) durch &—0 
und durch d&u—=0 erfüllt werden, aber nicht durch jeden andern Wert. 
Folglich ist hier 


Ban IEG| GEI>, 
nel 
Dies ergiebt: 
Dali 


Betrachten wir zunächst die unmittelbaren Vereinfachungen, welche 
_ eintreten, wenn , » Parameter der Krümmungslinien sind, so wird 
die Krümmung eines Normalschnitts: 


1 _ Edu? +6? 
1 eu: _ (14) 


das ist bzhw. für ein constantes v» und ein constantes x: 
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ee RUN, 
01 e 02 g | (15) 


Für beliebig bewegte Normale wird die Gleichung des Drehungswinkels 


_(Edu)? _ (@0v)? 


0v2 (16) 


die Richtungscosinus der momentanen Rotationsaxe 


0x 0% 


eg dv sole: 


die Gleitung der Normale längs derselben 


@G 2) ou Oo 


0a (© e) % 


Be (17) 


Der Torsionswinkel einer beliebigen Curve s 


G t du0 
»-0+/ ( -?) a | IB, 


also der einer Krümmungslinie 


— 
Von den Differentialformeln $. 22. sind hier bemerkenswert: 
Op E 6% 1 dx 
ou e ou 0, 0u 
13) 
N LER SE 
gb. 0, 
sofern daraus folgt, dass längs den Krümmungslinien 
Op:dg:Or = 0w:0y:02 (20) 


. u » 
ist. Diese Eigenschaft ist hinreichend um eine Linie als Krümmungs- 
linie zu bestimmen. Denn, setzt man nur voraus, dass 


Op 0x, 0q Oy, ‚02 02 


Pe Ne 
sei, so erhält man nach I. Gl. (19): 


Ö ö 
An ne (m—H) ;, 


nebst analogen Gleichungen für y und z, woraus: 


H,f=(m—H), Hg=(m—H)f 


BZ TE ER RR a a En EEE 
a Ba I Te FR nu 
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oder nach I. Gl. (23): 
E=me F=mf 


Nimmt man jetzt den Parameter », über den noch zu verfügen bleibt, 
orthogonal zu u, so folgt: 


f=0; F=0; m e- 
was zu beweisen war. 


Die Relationen zwischen den Fundamentalgrössen reduciren sich auf 
} ö2e - 1 (de. ög (2 ?\)  1fde dy (2) Es 
2 tz 0u? ne) 3a dv. =) (Te Wdudu \dv | el 


oE de 0G E,G\0% 
Re (= 1 Ale, Pag (< +). (22) 
Hieraus ergeben sich 2 nützliche Formeln. Infolge der Gl. (15) ist 


ee (2 ii =) 
vv ME E\w E%W 


das ist nach (22): 


09, 1 (1: = 1 (1 a) de 
v. 2E gE)@v 2E\. 9) 


und analog: (23) 
0 1 At B 2) ög El = £ -&) og 
du ou al 04) du 


Wie schon in $. 14. bemerkt, hat die Normale, bei Variation in 
einer Hauptkrümmungsrichtung, und bei keiner andern, wofern sie 
sich nicht parallel bleibt, einen Coincidenzpunkt; demnach erzeugt 
sie bei Variation längs einer Krümmungslinie, und bei keiner andern, 
eine abwickelbare Fläche. Auch diese Eigenschaft kann als Definition 
dienen, Ä 


Will man von beliebigen Parametern «,, v, zu Parametern der 
Krümmungslinien «, v übergehen, so findet man diese durch Integration 
der zweiten Gl. (1) und der zweiten Gl. (2), wo die linke al 
null ist. 


$. 25. Ableitung des Krümmungsliniensystemes aus der Indi- 
catrix. Die Aufgabe ein Krümmungsliniensystem zu finden ist leichter, 
wenn nicht die Fläche, sondern die Indicatrix der Normale (s. $. 11.) 
gegeben ist. Nach Gl. (19) ist 


00 _ Op 1,000, RO 
DE Da vd 


Teil LIX. 17 


(24) 
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0) 0) 
»—— (ot t E00) A UED) 


und analog y und z. Hiernach sind die Gleichungen der Fläche be- 
kannt, sobald ge, und o, gefunden sind, vorausgesetzt dass p, q, r 
in orthogonalen Parametern u, v gegeben sind. 


woraus: 


Eliminirt man x zwischen den Gl. (24), so kommt: 


ar? -„( 07 
ee: ) du 92 “ 


nebst 2 Analogen für q und r, deren jede die Folge der beiden übrigen 
ist, so dass man durch Verbindung nur die 2 unabhängigen erhält: 


ö OR ö OR 
95 Ry=a-o),, (8) 


(++) 


u >) 


bekannte Grössen sind. Eliminirt man einzeln 05 und o,, so kommt: 


R 


wo 


020, , de dlogk, 09 9 "OR, 

ou dv zu fu vb dv du log R, Rz 0v 

ö 00, 0 00, 0 ö ER 
?09 90logRk, 0 0 Rz 

ou 0v 25 vr du du dv VE R,R,0u 


Hat man durch Integration einer von beiden Gleichungen o, oder 03 
gefunden, so ergiebt sich bzhw. oa oder e, ohne neue Integration aus 
Gl. (26), und dann ist durch (25) die Fläche in Parametern der 
Krümmungslinien dargestellt. Da die allgemeine Lösung 2 willkür- 
liche Functionen einer Variabeln enthält, so ergiebt sie eine Classe 
von Flächen, welche durch gemeinsame Indicatrix charakterisirt ist, 
In analoger Weise ergab sich in der Curventheorie aus der specifi- 
schen Gleichung, d. i. aus einer Relation zwischen 2 Indicatricen, eine 
Classe von Curven. Im gegenwärtigen Falle werden die Dimensionen, 
welche bei den Curven ganz beliebig angefügt wurden, durch die 
Krümmungsradien e,, 0 eingeführt. 


$. 26. Orthogonale Flächensysteme. Ist in jedem Punkte der 
Schnittlinie zweier Flächen der Winkel zwischen den Normalen beider 


ein rechter, so heissen die Flächen orthogonal. Schneidet nun eine _ 
‚Flächenschar eine andre, und ist jede Fläche der einen Schar mit 
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jeder Fläche der andern orthogonal, so bilden beide Scharen ein 
einfach orthogonales Flächensystem. Drei einander schnei- 
dende Scharen von Flächen bilden ein dreifach ortho gonales 
Flächensystem, wenn je zwei von ihnen ein einfaches bilden, wenn 
also in jedem Schnittpunkte die Normalen der 3 sich schneidenden 
Flächen normal zu einander sind. 


Varürt nun ein Punkt (xyz) mit 3 Parametern «, v, w, so ist er 
der Schnittpunkt der 3 Flächen » = const., » = const., w = const., 
sowie der Schnittpunkt der 3 ER (u), (®), By de: der 
Schnittlinien jener 3 Flächen, Linien in welchen bzhw. (v, w), (w, u), 


_ (w,v) constant sind. Die auf Me 3 Flächen bezüglichen Bestimmungs- 


grössen mögen durch dieselben Buchstaben mit den Indices 1, .2,.3 
bezeichnet sein. 


Wir nehmen zuerst an, dass die 3 Flächenscharen, welche von 
den genannten 3 Flächen bei Variation von bzhw. «, v, w durch- 
laufen werden, ein dreifach orthogonales System bilden. Die posi- 
tiven Richtungen der Normalen seien denen der x, y, z congruent 
gewählt, so dass 


Pı Pa P3 
dı 9a 43 


ade, 


| 
71792 T3 | 


‘ wird; dann giebt eine dreifache Entwickelung der folgenden Deter- 


minante: Ä 
0x 0x 0% 102 Oy Ö2 
ou du On | (iu Tau Fre) 
öy Oy.Oy | _.(, % 0% “a 
Sa RR (mi, +4 Hann)“ 


ö2 02 0% Ox 
nn er (nut ac 5)“ 


und man hat: 


17* 


DER Su 
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a ERROR 
0u.78. Ban Er On * 
Om "pa. Öy __%Q. 02 8 
Du: Eu MOUR I N 


(28) 


00, ana 09: ee re 


DE Een OL MER CTD to 


eb) 
S 
| 
2 
ms Sn 


und nach Verbindung: 
hı=I; h=-09: h=0O 29) 
und nach partieller Differentiation: | 


of 0% Ox 0%y .0y 02 02 
du — Du du BT Au dp On 1 du do din 
On 0x oy 02y 02 0% 
ar dv dw PETE dv dw du an, dv dwdu 


(30) 


nebst 2 analogen Gleichungen, durch deren Verbindung hervorgeht: 


au: 30fe 0x 0%x oy 0% 02 6% ) 
du 1:8 43 er 2 dv dw ER" dvdw ! du dvdw 


Setzt man die Werte (28) ein, so kommt (mit Hinzufügung der 2 
analogen Resultate): 


Dies in Verbindung mit (29) zeigt, dass die Parameterlinien (w), (v), 
(w) sämmtlich Krümmungslinien, und zwar auf je beiden Flächen, 
die sich darin treffen, sind. Wir haben den Satz: 


S. 9. Die, ein dreifach orthogonales System bilden- 
den 3Flächenscharen schneiden sich gegenseitig inihren 
Krümmungslinien. 


Wir sehen jetzt von der ersten Flächenschar ab und nehmen an, 
‘dass die Flächen v — const. und w = const. ein einfach orthogonales 
System bilden, wählen aber auf ersteren die Parameter «, w, auf 
letzteren u, v orthogonal, während die Parameterlinie (x) beiden ge- 
meinsam bleibt. Erstere Bedingung ist ausgedrückt durch 


PaP3 +92 934 rarz —=0 (31) 
r=0; a=0 


Die Tangenten der Parameterlinien (v) und (w) fallen dann bzhw. 
zusammen mit den Normalen der Flächen v — const. und w — const. 
d, h. es ist: 


letztere durch 


et H 4 N 2 Ve 7 Kat Dh Sn Kae ET FT A BE a a ui 
ar ad Zu ar ; a 2 re Pe Bag 5 RE: Dur A id f L* EZ 
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or ‚ Oy { 02 er 
er ae 
(32) 
dr ‚du ‚de 
dw do dw  Ps°43°T5 


woraus nach (31): 
0x Ox | Oy Oy \ OA % 


dv dw 3 dw Ti IT 


Die Differentiation dieser Gleichung nach ergab oben Gl. (30). 
Wendet man auf sie die Proportionen (32) an, so erhält man: 


wo 


gesetzt ist. Diese Gleichung zeigt, dass A, und F, nur gleichzeitig 
verschwinden können, und man hat den Satz: 


S. 10. Ist die Schnittlinie eines einfach orthogonalen 
Flächensystems Krümmungslinie auf der einen Flächen- 
schar, so ist sie es auch auf der andern. 


Sind ferner a, 5, ‘e die Richtungscosinus der Tangente der Para- 
meterlinie (w), so ist 
Oz oy 02 
a—ka; ER Genen 
wo k = es, daher 
0a _ 02% ok 0x 
ELITE 


Ox de Oy 0b 02 0e | ok 
00 dw > 00 dw ar fe —NIBR+ 3073 


das ist — 0, wenn die Parameter orthogonal und 7,0 ist. Ebenso 
hat man: 


O2 da , Oy 0b , ©2 dc 
DT ee 


Sofern beide Grössen null einander gleich sind, ist nach $. 15. die 
Bedingung erfüllt, unter welcher die Tangenten an die Parameter- 
linien (w) Normalen einer Fläche sind, und man hat den Satz: 


S 11. Wird eine Flächenschar von einer andern 
längs ihrer Krümmungslinien orthogonal geschnitten, 
so lassen sich beide von einer dritten Flächenschar 
orthogonal schneiden. 


RNIRRE N IA RI N nr RAR BANIEÄE 207124 BER a La NN Share Saree Rufeder an 
\ 1% Ir Paar} 4 Er 
er ß 
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$. 27. Mittelpunktsflichen in Beziehung zu den Krümmungs- 
linien. Differentiirt man die Gleichungen der ersten Mittelpunkts- 
fläche ($. 18.) partiell nach den Formeln (5) und (19), so kommt: 


EN RNUNE, La 0,\/0x , de p 
el tar) se 
0%, | "1 00, 0©  02e, 
du? ee ener | 
(34) 
Die, 1 Ag de, 29 | 
SE ERSTER. 
Or, 1 09 e) 0% ‚0 3 
LET Are ee 


wo C’, C” nicht in Anwendung kommen. Hieraus ergiebt sich: 


ya 
; u: R - 21-8 00, 0 
Pılı du 09 BSR 05) du du 
ne 
ov 
nebst 2 analogen Gleichungen, denen zufolge 2 
( ' 
4=Yalı 0) zer (85) . 
ee. 
VE ou’ 41 TV edu 17T Yen 


Die Fundamentalgrössen der Mittelpunktsfläche werden ihrer Definition 
gemäss: 


(er en 
. OA une 0/2EOvd du 
ö 0 vr 
RR 1 1 oe 1 001 e 8 | 
Bo ( Re Sr tl) (M- (2 ) +o( e) 
EV N = ( ei SE 
Hera 61,08” EL Fliege > 2yeou 1 ns en 


Die Richtungscosinus der Tangente der Parameterlinie (u) auf der 
Mittelpunktsfläche sind: 


Ba. en 
yvadıa "PP Ya 9 yvalı 


Dies längs derselben Linie s, differentürt giebt: 
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NER REIT Pe 
Diese Gleichung zeigt, dass die Hauptnormale von s, mit der Flächen- 
normale zusammenfällt. Hieraus folgt, dass die Binormale von s, 


der Tangente der Parameterlinie (v) parallel, und die Krümmung 
von s; die des berührenden Normalschnittes ist. 


Ferner ist 
Ö 
— yadıu= 2 du also 


Ra s = 0, tconst. (38) 


Man kann Haben die Gleichungen der ersten Mittelpunktsfläche ($. 18.) 
auch schreiben: 


0x 
© = 2% — (s; — const.) ra etc. 
it 


Demzufolge ist die Krümmungslinie (%) die Evolvente der Curve s,. 
Die Hauptresultate sind folgende. 


S. 12. Jeder Krümmungslinie auf der Urfläche ent- 
spricht ihre Evolute auf der zugehörigen Mittelpunkts- 
fläche. 


S. 13. Die Tangente der Krümmungslinie ist parallel 
der Normale der Mittelpunktsfläche, die ihrer Evolute 
parallel der Normale der Urtfläche. 


S. 14. Die Hauptnormale der Evolute ist Normale 
der Mittelpunktsfläche. 


8. 28. Asymptotische Linien. Durch jeden Punkt einer negativ 
gekrümmten Fläche gehen 2 Normalschnitte, deren Krümmung in 
diesem Punkte null ist. Asymptotische Linien heissen dann 
diejenigen Linien auf der Fläche, welche in jedem Punkte einen Nor- 
malschnitt von Nullkrümmung berühren. Hiernach schneiden sich in 
jedem Punkte der negativ gekrümmten Fläche 2 asymptotische Linien. 


Wendet man den Meusnier’schen Satz, nach welchem 


Ö 1 z 
eE cs = 2 
ist, auf die asymptotischen Linien an, so ist hier 6 folglich ent- 


ö 
weder = oder cos® durchweg null, das heisst: 
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S. 15. Eine asymptotische Linie ist entweder gerade, 
oder ihre Hauptnormale, mithin auch ihre Schmiegungs- 
ebene berühren die Fläche. 


Die Bedingung einer asymptotischen Linie ist zufolge I. Gl. (62): 
Edu? +2 F&uovt GV? — 0 (39) 


Sollen die Parameterlinien (x), (v) asymptotische Linien sein, SO 
wird die Bedingung 
| E=0, 6=0 


Demnach treten in manchen Formeln grosse Vereinfachungen ein. 
Insbesondere gehen in $. 5. 6. die Gl. (19) (27) (28) über in 


op 02 0x op  F/ dx ox 
De ra e5.); ealne-ın) > 


Nik 0202.07 de 0g 
Furt 5-3) ve) 


(41) 
t? OF (2 - g ) (052 99,004 
Fev ne dv + ? 99» 
Die Krümmung eines Normalschnitts wird 
1 ou Ov 
Een (42) 


die Summe der Krümmungen zweier sich rechtwinklig schneidenden 
Normalschnitte 


1 1 2fE F 
r EB ee (43) 
das Product der Hauptkrümmungen 
1 2 hr 
a. 4 
01 09 1? ee 
die einzelnen Hauptkrümmungen 
1 — 1 "eg 
0. 2 Men ai = : ar (45) 
0 ü 02 & | 
die Hauptkrümmungsrichtungen 
Vedu= ygdu; Yen — — Yydv (46) 


OD 
Die Beziehung zwischen conjugirten Tangenten, für welche -— ER einzeln 
die Werte % und %’ hat, ist hier 


En a A a m an 5 


Hoppe: Principien der Flächentheorie. 265 
k--k'—= 0 
Der Drehungswinkel v der Normale bei beliebiger Variation wird hier 


bestimmt durch 
F? 
u 2 ( u? — 2 f0u0v+g0v2) (47) 


ihr Drehpunktsabstand vom Punkte (xyz) ist 


22 du 0% 


2 
ar F edu? — 2fduov-- g0v! . 


(48) 


ihre Gleitung längs der momentanen Rotationsaxe, deren Richtung 
durch 0» = — k0u ausgedrückt wird, oder der kürzeste Abstand con- 
secutiver Normalen ist 


e0u? —gov? 
Vedur — 2 f du dv + g 0v? 


nr = (49) 


Der Torsionswinkel einer Curve s wird hier 
x °F DR nd ß) 2 
9—- 9-4 % r weh (50) 


' Die asymptotischen Linien werden am leichtesten aus den Krüm- 
mungslinien, und diese am leichtesten aus jenen gefunden. Bezeichnet 
der Index 1 die Zugehörigkeit zu den Krümmungslinien, so ist in den 
Gl. 2) E=0;G=0; F=0 zu setzen; man hat also zunächst: 


+) nr 


ou, Ott, 0%, 0, 
1 dd Tau in — 


(1) 


was auf die Gl. (39) führt, die hier lautet: 


Wendet man statt dessen die Gl. (2) mit vertauschten Parametern 
an, so lauten sie: 


du dv du On 


=E£&E; BERGES 


du, 0 


iu de du u 
O4 Ov, ; OU 0%, 


(52) 
a 


266 Hoppe: Prineipien der Flächentheorie. 


$. 29. Kürzeste Linien. Ist s eine variabele Verbindungslinie 
zweier festen Punkte auf der Fläche, und bezeichnet ds die Variation 
ihrer Länge, so nimmt die Länge von irgend einem momentanen 
Werte s an momentan zu oder ab, jenachdem ds positiv oder negativ 
ist. Bei derselben Variation in umgekehrtem Verlaufe muss also 
bzhw. s von demselben momentanen Werte an momentan ab- oder 
zunehmen. Solange daher ds positiv oder negativ ist, kann s in 
entgegengesetztem Sinne varüren, mithin ist der momentane Wert 
nicht der kleinste. Folglich ist ale Bedingung einer kürzesten 
Verbindung zweier Punkte: 


ös — 0 


Stellt man s als Integral zwischen constanten Grenzen dar, so lautet 
die Gleichung: | 
öfös=fdds = 0 


Aus der Gleichung 0s? — d«2-+9y?--922 findet man: 


05005 — Ondöc + Ayboy-t-deöd: 
Ausserdem hat man: 


02% . 0% 02 
or On F dy + 3% 84 Er 


2 : Döc-+ 27 0, +08 


Integrirt man dies zwischen den Endpunkten von 5, so verschwindet 
das Integral der Linken, weil &, y, z in den Endpunkten unveränder- 
lich sind, desgleichen das Integral der Summe der 3 letzten Terme, 
d. i. der Grösse Öds der Bedingung gemäss, und es bleibt: 


02 
er ZayH ide :)& = 


Die Bedingung, unter der die Linie auf der Fläche liegt, lautet: 


pdc+gdy-rdz = 0 


Multiplieirt man sie mit Ads, integrirt zwischen denselben Grenzen 
und subtrahirt von der vorigen Gleichung, so kommt: 


Se mer@t-n)a+(&-)ajane 


Macht man einen der 3 binomischen Ooefficienten, z. B. den von 
durch Bestimmung von A zu null, so enthält das Integral nur die 2 
unabhängig variabelen dx, dy; dom es also bei jeder Variation 'ver- 
schwinde, muss 


: 
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02x 02% 022 
ir; ai Pe 


sein. Da die linken Seiten sich verhalten wie die Richtungscosinus 
der Hauptnormale von s, so hat man den Satz 


S. 16. Die Hauptnormale einer kürzesten Linie fällt 
zusammen mit der Normale der Fläche. 


Offenbar ist jedes Stück einer kürzesten Linie auch kürzeste Linie 
zwischen seinen Endpunkten; folglich ist die Eigenschaft einer Kürze- 
sten unabhängig von den Endpunkten. 


Ferner bestimmt die Eigenschaft S. 16. eine Classe von Curven 
auf der Fläche. Denn diesem Satze zufolge sind die Richtungscosinus 
der Hauptnormale gcgebene Functionen von (x, v), also bleibt nach 
Elimination von «, v eine Relation zwischen ihnen übrig. In der 
Curventheorie (Bd. 56. S. 59. Aufe. 3.) ist gezeigt, dass durch eine 
solche eine Schar von Curven bestimmt wird, deren jede eine beson- 
dere Tangente hat. Ist also ein Punkt und in diesem die Tangential- 
richtung gegeben, so ist die Curve bestimmt. 


Wir betrachten nun die Kürzesten als definirt durch die Eigen- 
schaft S. 16., dann gehen durch jeden Punkt der Fläche Kürzeste in 
allen Tangentialrichtungen. Dies gestattet einige unmittelbare An- 
wendungen auf das Frühere. 


Der in $. 7. eingeführte Winkel © ist bei einer Kürzesten null; 
daher ist ihre Krümmung gleich der des berührenden Normalschnitts, 


ihre Schmiegungsebene dessen Ebene, ihre Binormale Tangente der 


Fläche. 


Nach S. 14. entspricht einer Krümmungslinie auf der zugehörigen 
Mittelpunktsfläche eine Linie von der Eigenschaft S. 16. Wir können 
daher jenen Satz so aussprechen: 


S. 16. Die Evolute der Krümmungslinie ist Kürzeste 
auf der zugehörigen Mittelpunktsfläche. 


$..30. Orthogonal geodätische Liniensysteme. Es seien jetzt 
die Parameterlinien (x) eine beliebige Schar Kürzester; dann ist die 
Bedingung: 


2), Pat), 2) 
Ot\euos) Pi lud) 3 lud)" 


wo r den Krümmungswinkel bezeichnet, oder, da » constant ist: 


0 (0x du\ du K 
3 du (5 n) LE etc. oder 


a a ea TE ae 
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On du du , On du 0 du 
Du3 de dr! du dr du Te F 


Multiplieirt man mit = so ist die Summe der 3 Analogen: 


of de ö u 
(u 1): FRE En 


Wird nun die Schar der Kürzesten von den Parameterlinien (v) recht- 


ou 
winklig geschnitten, ist also = 0, so erhält man, weil 35 nicht null 


sein kann: 


folglich ist e Function von x allein. Man kann nun für 0 substi- 


' ou 
tuiren IR ; dann wird 


ODER 


und der neue Wert von e ist 1, also 
Bd 
und die Gleichung für das Linienelement lautet: 
os? = 0u?--1200? 


Die Elemente der Parameterlinien («), (v) sind. hiernach dx und t&»; 
diese sind die Seiten des rechteckigen Flächenelements 2040». 


Ein Stück der Parameterlinie («) zwischen = uw, und u, ist also 


Ur 
Un 


Lässt ınan diese Linien bei constanten «, und «, mit » variiren, so 
bleibt ihre Länge constant, während ihre Endpunkte auf 2 Parameter- 
linien (v) fortrücken, und misst deren kürzesten normalen Abstand 
auf der Fläche. Demnaclı sind die Linien (v), welche die Kürzesten 
(«) rechtwinklig schneiden, Linien constanten normalen Abstands, und 
heissen als solche geodätische Parallelen. Das System beider 
Scharen nennen wir ein orthogonal geodätisches und ebenso 
die Parameter. 


Setzt man bei Annahme orthogonal geodätischer Parameter v, 


stets Be 
el eve 


so werden die Formeln von $. 22. 


Kr 
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0° R 0x 10 0% 


aD ur 


(93) 
0°x ot 0x 10: 0x 
ed 
op Er 82 FO 
du ou 12 &v 
| (94) 
dp 02  G@% 
u a 
A 3 
Be BE ERER 
DE. öF Fü 
du t du 
(86) 
Ar OR g A 
du (Betr) 
Der Torsionswinkel einer Kürzesten wird: 
£* F(0u? — 1? 002) + (@ — t?E) uw 
$ ae ER a 
B, ı Vone Löw ui 
der Torsionswinkel der Parameterlinie (w): 
Fodu 
r (88) 


$s. 31. Differentialgleichung der Kürzesten. Die Parameter 
seien orthogonal geodätischh Für eine beliebige Kürzeste s sei 


0v 3 
A, = k; dann ist 


x 
in urn 


0 yıtız 


oder, wenn man 


setzt: 


Dies nochmals längs s differentiirt giebt mit Anwendung der For- 
meln (83): 


rn ua RENT, Be ER a ke ah" Bir ak u, , “ BA Be 
en STARN. TEN las z Ehe 
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Op 10: 0% sin wcos u 
Re RL 2 TE 
.082 on «+2( autfr) t 


ot 00 , 10 &% sin® u 08 0u, 0x © (sinw\ 
+ trat Zur 


N 0 Kor! 
Multiplieirt man mit = und addirt die Analogen, so kommt nach 


Division durch sin?u: 


ou Os t | 


Dieselbe Gleichung erhält man auch bei Anwendung des Multiplicators 
0x ; 
a Der Multiplicator p giebt nur die allgemein gültige Gleichung 


I. (31). Folglich vertritt die Gl. (59) alle Bestimmungen. Ihre An- 
wendung setzt die Kenntniss einer speciellen Schar Kürzester voraus; 
durch ihre Integration findet man das vollständige System aller Kür- 
zesten auf der Fläche. 


$. 32. Geodätische Polareoordinaten. Orthogonal geodätische 
Liniensysteme können dreierlei Form haben, jenachdem die Schar 
der Kürzesten ohne Durchschnitt neben einander besteht, oder von 
einer Curve eingehüllt wird, oder von einem festen Punkte ausgeht. 
Die Bedingung der 2 letzten Fälle ist nach $. 20., dass g, oder hier H 
bzhw. längs einer Curve oder in einem Puriktn verschwindet. Im 
letzten Falle verschwindet 2 unabhängig von », also für einen con- 
stanten Wert « = ce und, nach Substitution von a--e für v, für u=0. 
Ist letztere Ana getroffen, so drückt « den kürzesten Abstand 
eines beliebigen Punkts vom festen Punkte längs der Fläche, d. i. den 
geodätischen Radiusvector des erstern aus. Der Winkel, den 
ein variabeler Radiusvector mit einem festen bildet, ist daun Function 
von v, lässt sich daher selbst zum Parameter » nehmen. Die Para- 
meterlinien (v) werden ‚concentrische geodätische Kreise mit dem 
Radius vu. Die Länge eines solchen Kreisbogens ist — f t0v; für un- 
endlich kleinen Radius, wo der Kreis eben wird, muss er aber — fudv 
sein. Folglich ist die Bedingung, unter der » jenen Winkel, d.i. das 
geodätische Azimut, darstellt: 


URL | KR 
lim —1 (60) 


und das Verfahren bei Ermittelung des Parameters folgendes. Man 
berechne für verschwindendes 


f@)=lm- und 
v = ff (oe) 


24 
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dann entspricht den Parametern u, v' der Wert 
daher ist 


folglich ist v’ der gesuchte Parameter. 


$. 33. Conforme Abbildung der Flächen auf der Ebene. Fine 
Fläche wird als Abbildung einer andern betrachtet, wenn man nach 
irgend einem Gesetze jedem Punkte der einen einen bestimmten Punkt 
der andern entsprechen lässt. Die entsprechenden Punkte und die 
von ihnen entsprechend erzeugten Linien heissen dann die Abbil- 
dungen von einander. So ist z. B. die Indicatrix der Normale die 
Abbildung derjenigen Curve auf der Kugel, welche der Fusspunkt 
durchläuft; das Gesetz ist hier die gleiche Richtung der Normalen. 
Bnalyhiach. ausgedrückt wird die Abbildung, indem man beide Flächen 
in denselben Parametern darstellt, so dass die Punkte (wv) sich auf 
beiden entsprechen. 


Das Gesetz der eonformen Abbildung ist die Aehnlichkeit 
der Flächenelemente. Alle Elemente der einen Fläche sind den ent- 
sprechenden der andern ähnlich, wenn die von jedem Punkte aus- 
gehenden Linienelemente 


Vedu?-+2fdu0v-t g0v2 
auf der einen den entsprechenden . 
Vedut2f duo tg - 
auf der andern proportional sind, wenn also 
BER PN 
ist. 
Das Problem der conformen Abbildung besteht also ursprünglich 
in "folgendem. Zwei AIREREN, ® und ®”, sind jede in besondern 
Parametern (w, v) und (w”, vo’) gegeben, wodurch (e, f, g) und (e”, 
f',g') bekannt sind. Die Parameter der einen, welcher man will, 
2. B. u, v, kann man ‚beibehalten. Dann soll man gemäss den Gl. (1), 
angewandt auf ©”, von den Parametern (u, v”) auf die Parameter 
(w’, v’) übergehen, wo 
e—mer f—mf; H—mg (61) 
zu setzen ist, so dass nach Elimination von m zwei Differential- 


‚gleichungen zur Bestimmung von w, v’ als Functionen von w”, v’ zu 
integriren bleiben. Ist dies geschehen, so hat man: 
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Das Problem lässt sich aber in 2 einfachere zerlegen. Man 
kann erst die Fläche ® auf der Ebene, dann diese auf der Fläche 
®” abbilden. Da überdies ein Parameterpar willkürlich ist, so nehmen 
wir auf der Ebene cartesische Coordinaten «, v zu Parametern. Dann 
handelt es sich nur noch um folgendes Problem. Eine Fläche ist in 
beliebigen Parametern gegeben; man soll diejenigen Parameter finden, 
welche bei conformer Abbildung auf der Ebene in cartesische Coor- 
dinaten übergehen. Den cartesischen Coordinaten als Parameter der 
Ebene entsprechen die Fundamentalgrössen 


a N a 
daher ist nach (61) die Bedingung: 
N 


Hiermit sind wir zu einem neuen Liniensystem gelangt, das wir 
abkürzend das Abbildungslinieusystem nennen können. Die 
Parameter heissen dann Abbildungsparameter. Dabei ist jedoch 
zu bemerken, dass die das System bildenden Linien, jede für sich, 
ganz hilisbige Linien sind, und nur ihr System die besondere Eigen- 
schaft besitzt. Das System ist bestimmt, sobald man auf der Fläche 
2 sich rechtwinklig schneidende, sonst beliebige Linien als erste Para- 
meterlinien angenommen hat. 


Die Formeln von $. 22. gehen hier, wo das Linienelement 


ös — t Y Ou2-+ 002 
ist, in folgende über: 


P t=e=g 


Or 1 /dt 0% gt ox 
er (eu re 5) TEp 


02% ot 0x ot 0% = 
62 
due (le: DT di 2) RB (62) 


022 1 et 0x , dt 0% 
re a et 


op 0x 0 
—;(& a ) 
op 1/..00 Or 
re (? ee ) 


wette) +) 0 


ET AH u 1 U a u nz Be Fun, 1 Eu DE I a > Zu = Aalen Bra ER En u 
BEE ee 5 ET ae RER Ta ae a NEE ee a ne 
Van hide na gun Yan Sa 20 re 5 Pr m a dur. 

En BE Se 


DB FORT BSG .\ 


Ein besonderer Fall der conformen Abbildung ist die Abwicke- 
lung; hier sind die ähnlichen Flächenelemente congruent. 


. 


II. Besondere Arten von Flächen. 


$. 34. Abwickelbare Flächen. Im folgenden soll von Flächen 
gehandelt werden, die auf Ebenen abwickelbar sind. Man nennt 
solche gewöhnlich schlechthin abwickelbare Flächen. 


Betrachtet man die Ebene der xy als die Fläche, auf welcher 
die Abwickelung geschieht, und nimmt die cartesischen Coordinaten 
z=u, y= v zu Parametern, so wird 


05? — 0x? 0y? = du? + Or? 
Ne el 1) 


j OR x 0% 
Ferner werden auf jener Ebene +;: a5: etc. null, daher 
. ou? dulv de? 


also 


Bl: Fe 0, > 
woraus: 


Nach $. 17. müssen die Gl. (1) (2) auch für die auf der Ebene ab- 
wickelbaren Flächen gelten ; folglich ist hier 


1 EG — F? 
(2 N 


010: 


‚Hiernach ist immer eine von beiden Hauptkrümmungen null; wir 
setzen: 


2, 

eı 
Ist aber die Krümmung eines Normalschnitts null, so ist es nach 
$. 7. auch die Krümmung jeder denselben berührenden Curve, in 
unserm Falle also auch die Krümmung der ersten Krümmungslinie, 
und zwar in ihrer ganzen Ausdehnung, weil Gl. (2) für alle Punkte 
gilt; d. h. die erste Krümmungslinie ist gerade, und man hat den Satz: 


S. 18. Jede Abwickelbare wird von einer Geraden 
erzeugt, und diese ist Krümmungslinie auf ihr. 


Teil LIX. 18 
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EG—_Pa.—0 | 2). 


u 
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Ferner hat eine Normale, welche längs einer Krümmungslinie 
gleitet, nach $. 25. entweder constante Richtung oder einen Coincidenz- 
punkt. Das letztere ist bei der geraden Krümmungslinie nicht mög- 
lich, weil sie selbst den kürzesten Abstand der consecutiven Normalen 
misst. Folglich ist die Richtung der Normale constant. Hieraus folgt 
weiter, dass die Fläche längs der geraden Krümmungslinie eine einzige 
Berührungsebene hat. Variirt dann der Punkt (xyz) transversal, so 
kann die Berührungsebene nur um die gerade Krümmungslinie, rotiren;- 
diese bildet dann ihre Coincidenzlinie und hat entweder constante 
Richtung oder einen Coincidenzpunkt. In beiden Fällen ist die Ur- 
fläche Einhüllende einer mit einem Parameter variirenden Ebene, 
und zwar kann sie als solche dreierlei Form haben: jenachdem die, 
gerade Krümmungslinie constante Richtung oder einen festen oder 
einen variabeln Coincidenzpunkt hat, ist die Fläche cylindrisch, konisch 
oder Tangentenfläche. 


$. 35. Tangentenfläche. Die Gerade 
= atau; y-Pß+bu; z—yteu a) 
variire mit v; dann hat sie einen Coineidenzpunkt, wenn | 
[47 da 0a 
8.28.08 
ce de &% 


ist. Wenn wie wir annehmen nicht a, 2, e constant sind, so ist die. 
Gleichung identisch mit den dreien: 


da = adl+uda; OB — bOA--udb; dy— cdA-+-ude 


woraus: 2 2 3 J 
1 
> a; = an an ++); etc. (4) 


Sind a, 6, ce die Richtungscosinus der Geraden, so findet man nach I. | 
Gl. (3): 
2 . 
e=1; f= 


Sollen die Parameter «, v der a ie orthogonal sein, So 
hat man 6A — O zu setzen, und erhält: 


oe — uda; PB=udb; y— ud (5) 
0% ö ; 
2 = (u+u) en etc. (6) 


Der Drehungswinkel der Erzeugenden ist Function von v; daher 
können wir ihn = v setzen; dann wird h 
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v2 — da? 1002-4 9e2 (7) 

folglich | 
e=1; f=0; g=(u+tu}; t=u4u (8) 


Es zeigt sich, dass die Parameter orthogonal geodätisch sind. 


Ferner findet man: 


1, % 
? | 
pt — (u-+%) SHHELE, 
de 
ed 
woraus: 
“ 
| RD) 
Pen 2,0%, (9) 
198 
ee % 
Eine zweite Differentiation der Gl. (4) (6) giebt: 
er 0° da 02% 0’a , Ou da 


Be AT Ov2 ru) neTtH, dv 


woraus: 


E=0(0; F=0; G=(u-+u)V (10) 
wenn wir zur Abkürzung 
|, 9a a 
ov Or? 
er 0b 02 
V='b Se | (11) 
Be: 
ı 00 v2 


setzen. Demnach sind die Parameterlinien auch Krümmungslinien; 
daher die Hauptkrümmungen: 


Br RN ar 
Denn 0 7.'0  u% 
Der Drehpunktsabstand der Erzeugenden ist 


_ dad -+-0b0ß + 0cdy 


A EN 


(12) 


folglich sind die Coordinaten des Coincidenzpunkts: 


18* 
4 


et 


ee DL 1 AT a ET RE 
BR, N) Ayar 
1 a. 
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ya; w—ß—u —y—uc 
oder Be 


a, = /[uda— ua = — faöu; etc. 


Dieser erzeugt bei Variation von v», wofern er mit variirt, die Ein- 
hüllende der Geraden (3), die Gratlinie s, der Abwickelbaren, und 
zwar ist 


Im =—aon; I =—Ou; „a 
| 0 
also 
xy 


e—= my tpa— en 


Dies eingeführt in (3) Richt 
en 


das ist für constantes a die einer Evolvente von s,, für 
constantes v die der Tangente. Es hat sich ergeben: 


S. 19. Die Krümmungslinien einer Tangentenfläche 
sind die Tangente und die Evolvente ihrer Gratlinie, 
Dieselben sind zugleich orthogonal geodätische Para- 
meterlinien. 


Ferner ersieht man aus (7) (4) (9) (11), dass v der Krümmungs- 
da 0b 0 

winkel, a, 2, ce die Richtungscosinus der Tangente, = ö En die der 
Hauptnormale, p, q, r die der Binormale,‘ V das Krümmungsverhält- 
niss, also /VOv der Torsionswinkel der Gratlinie ist. Geht man also 
von der beliebigen Curve s, aus, und lässt deren Tangente die Ab- 
wickelbare erzeugen, so folgen die Bestimmungsstücke der Fläche 
unmittelbar aus denen der Curve. 


$. 36. Abwickelung der Tangentenfläche. Um die Tangenten- 
fläche auf der Ebene abzuwickeln, haben wir nur diejenigen Parameter 
%, 6, zu suchen, welche nach Abwickelung in ebene cartesische Coor- 
dinaten übergehen. Nach (1) entsprechen diesen die Werte: 


ee Eh Ein I A | (14) 


Gehen wir also von den Werten (8) aus, so werden die Transforma- 
tionsformeln 1I. Gl. (1): - 


van ou, = or, > 
(a) te) 
Ou, 0% , O6, 00, 


Er pn 
BERN UN 


Bar x ‚ie Eye ar DEE 3 7 EN BRIEF an ka "N 
a a Ta Hei 2 ken at 208 I Re EEE 
! a Er ET ENTE Do: 
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und lassen sich erfüllen durch 


= — (08%; gs = (u-t-u)sin 
(15) 


ov 
Er = —sı1%; En — (ut) cos% 


Eliminirt man x, und r,, so kommt: 


o 
„, sin« — sina-+ (4) 2" cos 


— 


04 On. 
5, 05% = cos%»— (u) n sin* 


— 


woraus: 
ea ee 


#* = 0—v, wo 6 constant. 
Dies eingeführt in (15) giebt: 


ou; = Oucos (d—v)—+(u--u) Ovsin (d —v) 
90, = — Ousin(d—v)-+ (u u) dv cos(d— v) 


% 


und nach Integration: 


uU = wc0os(d— v) +/u Or sin (d—v) 


16 
2, =— usin (d—v) + fuoOv cos(d —v) er 


Hierdurch ist für jeden Punkt (wv) der Tangentenfläche der Punkt 
(4,0,) auf der Ebene bestimmt. 


Dieselben Gleichungen lösen gleichzeitig das Problem der Kürze- 
sten. Denn da die Parameterlinien («,) und (v,) auf der Ebene 
Gerade, d. i. Kürzeste sind, so sind sie es auch auf der Abwickel- 
baren; und da jede Gerade auf der Ebene für irgend welche Werte 
von ö und «, mit der Pameterlinie w, — const. identisch sein muss, 
so ist erstlich jede Kürzeste auf der Tangentenfläche durch eine der 
Gl. (16), und jedes orthogonal geodätische System durch beide Glei- 
chungen dargestellt. Ueberdies ist bemerkenswert, dass hier 2 Scharen 
Kürzester sich rechtwinklig schneiden, folglich beide auch geodätisch 
parallel sind, was, wie leicht zu sehen, ausschliesslich Eigenschaft 
der Abwickelbaren ist, sofern dazu die Gl. (14) erfordert werden. 


Die Abwickelung vertritt zugleich die conforme Abbildung. 


$. 37. Konische und eylindrische Fläche. Ist der Ort der Ge- 
raden (3) eine konische Fläche, so sind «, ß, y constant. Nach (5) 
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ist dann & — 0; im übrigen bleibt alles, ausgenommen das auf die 
Curve s, Bezügliche, in unveränderter Geltung. 


Im Fall einer eylindrischen Fläche, wo a, db, e constant, kann v 
seine Bedeutung nicht behalten. Setzen wir statt dessen 


so .wird 
EZ 
u od 
e=1; f=0; g=1; ti=1 


mit der Bedingung 
ada--b9ß+cdy=0 oder 
aa+-bß- ey = const. 


welche dadurch zu erfüllen ist, dass man den Ausgangspunkt der Ge- 
raden («ßy) in ihren Durchschnitt mit einer Ebene normal zu ihr 
legt. Dann sind x, v die Parameter, welche nach Abwickelung in 
cartesische Coordinaten übergehen, und zwar bedeutet » einen Bogen 
der Curve, welche der Punkt (aßy) erzeugt, und welche die Basis. 
der cylindrischen Fläche heisst, und » den normalen Abstand des 
Punktes (sv) von der Basis. Ferner ist 


08! 
db 3 E 
pen ‚; et 
Bere 
| 
| de Bi 
“ % 9% 
| 
Ds . 7 . oß 02B| 
O7 0% 
TE 


Die Determinante entwickelt giebt: 
0O 
@ = (al+-bm+- en) = 


wo z Krümmungswinkel, 7, m, n Richtungscosinus der Binormale der 
Curve v, also identisch mit a, d, e sind. Daher hat man: 


G 
Ba 1 BR; 
9 09 ov 


d. h. die zweite Hauptkrümmung ist die Krümmung der Basis. 


er Dit - Pa a eh eh Di 


Be a ie Yo id 1 Bi m 
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Die in $. 36. behandelte Aufgabe lässt sich in analoger Weise 
bei der ceylindrischen Fläche durchführen, wo nur 1 statt «tw zu 
schreiben ist, und man findet als allgemeinste Parameter, und zugleich 
als Gleichungen der Kürzesten und der orthogonal geodätischen 


Systeme: 
% = uC08%-+-vsins 


% = — usinx—+vc0s% 
wo % constant. 


$. 38. Flächen eonstanter Krümmung. Die Krümmung einer 
Fläche sei constant — %k2, so dass % bei negativer Krümmung imaginär 
zu denken ist. Führt man orthogonal geodätische Parameter «, ® 
ein, so ist nach I. @1. (55) 


EG — F? or 
nn Yen 
kr = Pe Ed oder 
0% 
a re 


Dies integrirt giebt: 
t = Vcosku-+- V, sinku 

wo V, V, Functionen von » sind. Machen wir nach $. 31. w, v zu 

geodätischen Polarcoordinaten, so muss für verschwindendes « 


RR: 
im- =1 
U 
sein; dies giebt: 
1 
N; 
und man hat: n 
el; F=0; 9-1; 1 = (17) 
Für eine beliebige Curve s auf der Fläche hat man jetzt: 
k 5 
De — u? + e 2 0») (18) 


Soll nun diese Curve Kürzeste sein, so ist, wie in $. 29. erklärt, die 


Bedingung: 
==; | — ee Di 
a —+ sin?®ku =: 


Integrirt man teilweise, so wird d» Factor des integrirten Teils. 
Werden die Endpunkte des Bogens s als fest angenommen, so ver- 
schwindet jener Factor an beiden Integralgrenzen, und es bleibt: 
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i 0 
sin®Ru = 
der 
v ; 
n2 in 27. Eier | 
k? + sin?ku (2) 


Soll dies bei jeder Variation stattfinden, so muss sein 


DT NGR 
sin’kur—- 
ou 


) k? + sin®ku (5) 


also, wenn e eine Constante bezeichnet, 


0 0v\ ? 
sin?ku n = sinke V:: + sin®ku (2) 


0 


woraus: 
ksinkeou 
V— —————  —— (19) 
sin ku YVsin®ku — sin?ke 
Setzt man { 
cosku = C0Ske cosw (20) 
so wird der Ausdruck: 
sin ke dw 
9% — 


1— cos?%ke cos?w 
und Hieht nach Integration: 


tgw = sinketg(c+B) (21) 
Eliminirt man » mittelst (20), so kommt: 
tgkucos(o—+ PB) = tgke (22) 


‘Eliminirt man, um einen Bogen der Kürzesten zu Ver ev 
zwischen (18) und (19), so findet man: 


sin ku Ou 
os ja re hr i j 23 
Vsin?ku — sin®ke ae 
und nach Integration: 


cosku —= 608 ke cosk(s+b) (24) 


Dies verglichen mit (20) zeigt, dass ö 


w= k(s-+-b) 
daher ist nach (21) 


tk (+2) — sinketg(e+ß) (5) 
und in Verbindung mit (24) (22) 
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sink(s-+-5) = tgke coskutg(v—-ß) | (26) 
sink(s+b5) = sinkusinc+-P) (27) 


Untersucht man noch den Winkel 9 zwischen 2 Kürzesten s, s’, 
so ist nach I. Gl. (4) 


= | sinku\? Op Ov’ 

B- | Aa ! +( k ) du On 

E. cs = ———————— de De’ 

3 ou ou 

Geht die zweite Curve vom Punkte v — 0 aus, so ist s’ identisch 
mit dem geodätischen Radiusvector «, also 


2 ov 08’ 

9 ee 

Dies giebt: 

ds 

3 cs» —=1: du 

also vermöge (23): 

b- 3 £ sin ke 

Y ler: sink« (28) 
F Für v=e, d.i. nach Gl. (22) für v = —ß, ist daher $ ein Rechter. 
- Hieraus erhellt die Bedeutung der Constanten. Der Winkel v=— ß 


bestimmt die Richtung, der Bogen e die Länge der geodätischen Nor- 
male vom Punkte «= 0 auf die Kürzeste s. Was 5 betrifft, so 
können wir festsetzen, dass s zugleich mit v verschwindet. Da nun 
nach (24) für „= e die Grösse s——D wird, so bezeichnet 5 das 
Stück der Kürzesten vnvo=—ßBbiser =0. 


Jetzt bildet « die Hypotenuse, e und s+b die Katheten eines 
3 geodätischen rechtwinkligen Dreiecks, in welchem o+ß der Gegen- 
> winkel von s+5, und ®# der von e ist. Die Relationen zwischen den 
ersten 4 Stücken sind: 


& cosku = coske cosk (sb) (29) 
3 sinkucos(v+ß) = sinke cosk (s+b) (80) 
5 sinkusin(o+ß) = sink(s+-) (31) 


Bezeichnet a den Wert von x für vr — 0, so bilden die 3 Kür- 
 .. zesten v, a, s ein beliebiges geodätisches Dreieck. Die. Gleichungen 
gehen für ve = 0; s— 0 über in 

coska — 08 ke coskb 
3 = : sinkacosß = sinke coskb (32) 
E sinkasinß — sin kb 
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Die Gegenwinkel der Seiten a und v sind $® und der Nebenwinkel 
‚dessen, in welchen 3 für e—0 übergeht. Letzteren durch y be- 
zeichnet, hat man nach (28): 
a a De | (33) 
siny sinka = sinke 
Die Gl. (24) (27) (28) bleiben dieselben, wenn man s-+-5 mit e und 
v-+-ß mit 9 vertauscht. Gl. (30) ist die Folge von (24) und (27), 
daher besteht sie auch nach jener Vertauschung, und man hat: 


sinkucos$ —= coskesink(s+Db) und Az ) 
— sinkacosy = c0Skesin kb 


Eliminirt man die Stücke , ce, 8, welche nicht zum Dreieck (ws a) 
gehören, so erhält man: 


sin ku sin ks 


siny  "sinv 
COSB +Cosycos# 
COS ka er + : / (34) 
sin ysin’ | 
COS ks — c0Ska C08 ku 
cost = 


sinkasinku 
übereinstimmend mit den Relationen, welche an einem Dreieck auf 


1 
der Kugel vom Radius 7 stattfinden. 


$. 39. Problem der Darstellung der Flächen constanter Krüm- 
mung in Coordinaten. Um die durch die Werte von e, f, g be- 
stimmte Fläche constanter Krümmung in nl © darzustellen, 
ist das System von Gleichungen 


0x\? Oy\ 02\? 

(2) + () + (3) a 
002 yy, % 02 _ 
N 


ee 


zu integriren. Erfüllt man sie durch die Werte 
0% 02 sinku 


Seeds sin» sinucos A— cos#sinA; u BT cosA 
oy Br ö sink 26 
a. —= — sin®sinusinA--cos9cosA; nn ” cos usinA 
0% 0v le 

02 02 sin ku 


ar lan: sin» cos; elle 
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- und eleminirt durch partielle Differentiation x, y, 2, so erhält man 3 


Gleichungen, deren erste zwei sich leicht zu zwei einfacheren ver- 
binden lassen, so dass sich ergiebt: 


sinku . 06 
— c08kucosu—+ 1 ” sin u Mn 


se 
EN 
As oA 
CoS U 3% 


cos# (sinuz un, +. 5) +sind cos u 


sind % Heinun- (35) 


0 x { ou sinkz ou 
EP Cs, —sindsink zn, — u ea „ cosun, (9) 


Auch von diesen verbinden sich wieder die erste und dritte zu folgen- 
den zweien: 


oA sinku Ow 
cosH (% —+-sinu a) _ SER (37) 
22704 
COS FCosu 2 [sind a, vo5ku 
deren erstere mit Gl. (35). ergiebt: 
oA 0 
COS cos un, + sine; —i (38) 
Die letzten 2 Gleichungen umfasst die folgende: 
cos# cos u 0A sin $du--coskude = 0 (39) 


welche nur noch mit Gl. (36) zu verbinden ist, um sämmtliche Be- 
stimmungen für A, u, ®% zu enthalten. 


Gl. (38) zeigt, dass, wenn eine der Grössen A, u unabhängig von 
u ist, die andre es auch sein muss. In diesem Falle geben die Gl. 
(35) (37) übereinstimmend: 
08 oA 
Zn mu also I=-w—n. (40) 
wo u, Function von w, und 
vd, = [sinuoi 


Function von v ist. Gl. (36) wird alsdann: 


17 olsin (a — 21) cosR) 
sin u ov 


cosku = 
oder, wenn man 


0 (cos; cos u) = Em sinysin 
fD) 
(41) 


, 
o (sin v, cos i 
x Sr; W) — — ecosysin u 
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setzt: 
cosku —= eCcos(wu,—+-y) (42) 


Hieraus erhellt, dass ce und y, weil sie nicht von « abhangen, über- 
haupt constant sein müssen. Die Gl. (41) geben, entwickelt, die Werte: 


0 3 or 
> = esin(v, +97); Ei = — ccos(r, + Y)tgu 


woraus durch Integration: 


cos ucos(";,—+y) = sina 
cosusin(v, +47) = cosacos(er+-ß) 
sin u = cosesin(co—-P) 


Jetzt ist nach Gl. (40) 
art 


Oh eo 
sinw 


und man findet nach Integration mit Hülfe der Relation zwischen 
und p;: | 
co8(v, +y)cosu = sin« 
; cos(v, + y)sinu = cosacos(A-+-E) 
sin(v, +7) = cosasin(A+) 


Hier sind a, ß, e die Constanten der 3 successiven Integrationen. 
Führt man nun die Werte der partiellen Differentialquotienten der 
Coordinaten mittelst der gefundenen Relationen auf w und » zurück, 
so ergiebt die Integration der Ausdrücke von dx, dy, 02 ohne Schwie- 
rigkeit: 


sinku, ; 
ee er [sinesin (co B) — sin «cos &cos (cv+ B)}— us 608 @ COS E 
sinku : 4 E 
y=- Kant cosesin(ev+Pß)—+-sinasinecos (cv + B)}-4- u, Cosa sine 
sinku f 
2= — 7, 6080008 (vB) + u,sin« 


wo zu Abkürzung 
u = Ssin(u + y)Ow 


gesetzt ist. Verbindet man die 3 Coordinatenwerte wie folgt 


(—xc08E+ysine)sine — 2C08 « 
»sin et ycose Er 
(—xcose-t-ysine) cose—+-zsin« 


so stellen diese 3 Grössen die Coordinaten desselben Punktes für 
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andre Lage der Axen dar. Bezeichnet man sie wieder mit x, y, 2, 
so werden die Gleichungen der Fläche: - 


sink ink 
en 7, 608 (w+Pß); he a sin(w+ß); »=w (43) 


das sind die der Fläche, welche die ebene Curve 


sinku 
=, y=0; z=W 


bei Rotation um die z Axe beschreibt. Für den Falle=1 wird 
nach (42) 


cosku 
k 


utry=ku; as we — 
und die Werte (43) ergeben: 
Die Fläche geht alsdann, wofern %? positiv ist, in eine Kugel vom 


1 
Radius 7 über. Da nun nach $. 17. alle Flächen, welche gleichwertige 


e, /, g haben, auf einander abwickelbar sind, so sind alle Flächen 
constanter positiver Krümmung auf einer Kugel abwickelbar. Doch 
bemerkt man leicht, dass nicht die ganze geschlossene Fläche die 
ganze Kugel bedecken kann, sondern. entweder, für e>1, nur einen 
Teil derselben, oder, für e<<1, die Kugel zum Teil mehrfach bedeckt. 


$. 40. Kleinste Flächen. Bedingung. Es ist die Aufgabe, unter 
allen Flächen, welche von derselben geschlossenen Linie begrenzt 
werden, die kleinste zu finden. Diese kleinste Fläche hat dann der 
Bedingung zu genügen, dass sie bei jeder unendlich kleinen Verschie- 
bung ihrer innern (nicht zum Umfang gehörigen) Punkte wächst, 
dass also ihre Variation nie negativ ist. Dann kann aber die Variation 
auch nie positiv sein, weil sie sonst bei rückgängiger Verschiebung 
negativ wäre. Folglich ist die Variation der Fläche | 


IL = I SStoulv = SS ötdu — 0 (44) 
Berechnet man di aus I. Gl. (10) (3), so findet man: 


 gde—2förteög 


dt , 


de dr Yan 20y 02 dz 
- 1, +10, +Mdy + MI HNdS HN 


WO 
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| 98 % 
BERG dv 9 
== — 
| de. 
29 Pn R 
(45) 
0% dy 
1 du du 
La Freie arg 
0x 02 
d IT du] 


und die übrigen Coefficienten analog bestimmt sind, oder: 
= Er dc Möy-- N6z) + . (Z, d&-H M, dy-+- N, 62) 


öL, om aM\. . on, 
-(+3 (tert ) 


Führt man diesen Wert in (44) ein und integrirt den ersten Term 
zuerst nach « in der Ausdehnung, in welcher die Parameterlinie («) 
innerhalb des Flächenstücks 2 liegt, so werden die Grenzen entweder 
die Durchschnitte mit dem Umfang, in welchem dx, dy, dz null sind, 
oder, falls die Parameterlinie in sich selbst zurückläuft, ein und der- 
selbe Punkt dieser Linie, also Zöx-- Möy--N6z für beide Integral- 
grenzen dieselbe Grösse. In beiden Fällen verschwindet der Ausdruck 
schon nach erster Integration. Dasselbe gilt vom zweiten Term, wenn 
man ihn zuerst nach » integrirt. In den übrigen Termen sind die 
Factoren dx, dy, 62 für alle Flächenelemente unabhängig willkürlich. 
Daher kann das Integral nur null sein, wenn es die Coeffieienten der 
Variationen sind, und man erhält: 


OL, oM oM, oN ON, | 
. DD ae a > (46) 


Setzt man für Z, Z, die obigen Werte und führt die Differentiation 
mit Anwendung der Formeln I. Gl. (19) aus, so kommt: 


BL, 07, 2 Be 
een 


und die 3 Gl. (46) reduciren sich auf die eine: 
1 1 
Az Mar) 48 
0, SE 02 (48) 
Es hat sich ergeben; 


S.20. Auf jeder kleinsten Fläche ist durchgängig die 
Summe der Hauptkrümmungen null. 


eg PER ee BEER DEREN re T 
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Durch diese Eigenschaft wird eine besondere Art von Flächen 
definirt, welche, wenn nicht ausschliesslich, jedenfalls alle kleinsten 
Flächen in sich begreift. Da offenbar jeder Teil einer kleinsten Fläche 
selbst kleinste Fläche in seinem Umfang ist, so ist der Begriff von 
der Begrenzung unabhängig. 


$. 41. Darstellung der kleinsten Flächen. Löst man die Glei- 


* 


0x 0% Ä Ä 
chungen I. (19) nach Star auf, so ergiebt sich: 


dr ae 
A Pr P+a; FE Fe ir in > 
WwoO 
B=_K)h; Q=KH; R=-KJ\S=—KH (49) 
1 RE UA 
K | JJ, | 0102 


gesetzt ist, Formeln die gleicherweise für die y und z gelten. Setzt 
man 
p = sinwc08v; q— Sinusinv; r — Cosu (90) 


und wendet auf die so definirten Parameter x, » die obigen Formeln 
an, so lauten diese: 


or \ : 

ar Pcoswcos® — Qsinusin® 

or i ; 

R cos ucosv» — Ssinusinv . 
oy : m 

Bl cosusin®v— Qsinucosv 

2, ) (51) 
Sale Rcosusinv-+ Qsinwcos® 

02 : 

see Psinu 

02 P 

55 —= — Rsına . 


Eliminirt man durch Differentiation x, y, z, 80 findet man: 


ORASOR Ä 
(% em nn cos4u—+(R— Q)sinu = O 


ö 08S\ 

(& = 2u) ae 5 
0 P OR\. 

(5 =, N ee ee 
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Die erste und dritte Gleichung lassen sich verbinden zu 


op oR . 
ee ber Qsinucosu 


R= Qsindu 
und nach Elimination von R zu 


= r . sin®«—-3Qsin ucos u 


Dies lässt sich auch schreiben: 


oP MALE 0(Q sind«) 


0% sin“ du 
oder, wenn man 
ou | 
Se din (53) 
sin“ 
das ist 
1 OR | 
— —= (08iw; cotu = isiniw (54) - 
sin «% s r 
setzt: 


o(Psint«)  &(Q sin’) 
0v a Ow 
eine Gleichung die allgemein befriedigt wird durch 


r IN 


a 
en Be ed Bee Pa r 
Psin?u ER) Q sin®« | 5, (55) 


Jetzt bleibt noch Gl. (52) zu erfüllen, die wir mit sin®« multiplieiren 
und folgendermassen schreiben: 


etasinee) _ SSR), (Ps) sintwcosn — 0 


Hier ist nach (49) 
P+S=—(H+J)K=9Q+®% 


das ist auf kleinsten Flächen null; daher geht hier die vorige Gleichung 
über in 


o( Qsindu) o( Psin?u) =“ 
PP ow a 


und nach Einführung der Werte (55) in 


er or 
PIE TE u 


ii RUE sh BE a ne N 

NER OO a Val Ka EB NN eh 
N ee Wut RTL W » r FEN; RER A = T ’ am, Er 

a Re > 2) P r FE b KR 
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Das Integral dieser Gleichung ist: 
T=Y9%-+iw,i)+pl@—iw, —i) 
woraus nach (55): 
Psin?®u = ip’ (+ iw, i) — ip’ (w—iw, —i) 
Qsin’u = Rsinu = @' (v-+iw, i)+p' (—iw, — i) 
Dies in die Gl. (51) eingeführt giebt: 


ö 

= snl@ti)petie,d) + con. | 

EN 

En — — sin(w+iw) p'(v+ w, ö) + conj. 

a — — 008 (+ iw)p’(v-+ iw,i)—+ con). 

2y er (56) 
2 0os(w+ in) p'(o +3, i) + conj. 

02 P BER ; | 

ee p (ti, )—+ con). 


5 —ip(v tie, )-+ conj. 
und nach Integration: _ 
= otiw, 4x @— in, —) 
y- vo@tini) + pl —in, —i) ' (87) 
2 = — g (w+-iw,i) — pl — iw, — i) 
wo zwischen den Functionen 9, % % die Relationen bestehen: w. 
(9,8) = ip’(V, ö)sinV; Ww'(V,i) = — ip’(V,i)cosV 
so dass nur eine der drei willkürlich bleibt. 


Betrachtet man w, » als Parameter der Fläche, so werden, wie 
sich direct aus den Werten (56) ergiebt, die Fundamentalgrössen 
1. Ordnung: 


=y=—i= 4p (v-tiw, i) po (v—iw, —;) cosw ; (58) 
Ya, 


Dass t ein negatives Vorzeichen erhält, ergiebt sich, wenn man die 
Werte von pt, gt, rt ihrer Definition gemäss bildet und mit (50) ver- 
gleicht. Da ferner nach (50) (54) 


COS% sin® 


Ba cosiw ? 1° cosiw Eu Ten (89) 


Teil LIX. i 19 


” Os SER NENNE re ER a Pleite RE DIE Br IE a ri. Or 08 
RA EINE, ESTER RTL ENTE RS TEE 


nt 
d N BR 
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ist, so findet man nach Differentiation der Gl. (56) die Fundamental- 
grössen 2. Ordnung gemäss ihrer Definition $. 5. | 


—E=@ = ip'w- iw, i) — ip'!w— iw, — it) ' (60) 
F= — p(ow-tiw, i) — p'w— in, —i) 
woraus: 
F?— EG = 4p' (v-+-iw, i) p'!(w— iw, — i) 
und in Verbindung mit (58): 
u N le 
TEL IH H = (61) 
Ap' (+ iw, i) p'(v — iw, — i) costiw 


Die beiden Hauptkrümmungsradien sind die positive und die negative 
Quadratwurzel aus dieser Grösse. 


“ 
$.42. Krümmungslinien auf kleinster Fläche. Nach (49) hat 
man (in Parametern z, v): 


EN ı | 
OK Acosdin \p'(o + wi) pw — ww, a. 


Q 1 1 1 
eg K Acosiw | p'(v + iw, i) AR — iv, | 


R 1 1 1 
HT KT Acosdiw | p’(v + iw, :) ET —| 


Daher lautet die Gleichung, welche die Hauptkrümmungsrichtungen 
bestimmt, I. (54): 


: 1 1 
ln een) 


9 . | 1 1 
En p'(v + iw, ı) po W— iw, —?) 


oder: 
(k —cosiw)? ei (k-Hicosiw)? 0 
pw + im i) " pw, —ı) 
Hier ist | 
k a8 == on, COS 2w 
ou Ow 


Dies eingeführt giebt: 
p (vH iw,:) (fo + idw)? + p’(v — iw, — i) (Ov — idw)? = 0 


Setzt man 
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| pP (V,) = i{®'(v,9)}? (62) 
so zerfällt die Gleichung n | 
D’(o-Hiw, 2) (+ iw) HD’ —iw, —i) dl w— in) — 0 
Die Integration ergiebt als Gleichungen der beiden Krümmungslinien: 


DPlv tiv, + Bw—iw, —i) = u = const. | 


63 
Div + iw, i) — DBw—iw, —i) = “w = const. Sr 


und «,, v, sind die Parameter des Systems der Krümmungslinien. 
Hieraus berechnet man leicht nach II. 1. (2) die Fundamentalgrössen 
2. Ordnung E, G, für die Parameter «,, v,, und findet: 


E, en 1: 5 GH: = 1 
woraus weiter nach II. Gl. (15): 
ma e0r! 940g a 


$. 43. Asymptotische Linien auf kleinster Fläche. Sind Ugy dg 
die Parameter der asymptotischen Linien, so lauten die zu ihrer Be- 
stimmung dienenden Relationen II. Gl. (2): 


Oug OV, Otig Ovs 
a de ii, 


Ei Oug Övg Ous Ovg 


du, Öv, do, da; 


Zerlegt man die letzte in 


. Nimmt man die Quadratwurzeln positiv, so wird 


ou, = a 


* 


0 sn (du, —Ov,) 


folglich ist x, Function von %--v,, und v, Function von —v.. 
Eine andere Vorzeichenbestimmung würde bloss Vertauschung von 
und v, bewirken. Da die willkürlichen Functionen ohne Einfluss auf 
' die Parameterlinien sind, so setzen wir einfach: 


.—= ur, = (l—)dotiw, )+-A-H)Do— iw,—i) 
a Da ak dr Sera ATYPlo tie, ) HA— Pl — in, — i) 
19* 


(64) 


> rn ER I RE SERIE u Dr Se Dr a EN Ar, A Er Ne 
Dur R EB A a a BE 
Y E < I n Ri, u A 0% t 2 
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Gleichzeitig ergiebt sich: 
F, a rare 1 


Die Relationen II. Gl. (1) werden nach Einsetzung bekannter Werte: 
— 4 = 8+2%+9 


0=& = g8 
0: = @—2fg +99 
woraus: 
= 9= ee =49; ha = EN —=0 
05? — 30; ne Ov3?) | (65) 
1 2 OU Aal 


Gl. (65) zeigt, dass “,, v, zugleich Abbildungsparameter sind. Hierzu 
genügt indes nicht, dass sie asymptotische Parameter bezeichnen; 
vielmehr müssen noch 2 Gleichungen, etwa e — 95 — %0,, hinzu- 
kommen, welche die willkürlichen Functionen bestimmen. 


$. 44. Flächen von constanter Summe der Hauptkrümmungs- 
radien. Die Darstellung der kleinsten Flächen lässt sich zur Lösung 
der folgenden weiteren Aufgabe verwenden. Sind nämlich o,, 05 die 
Hauptkrümmungsradien der vom Punkte (xyz) erzeugten Fläche, so 
sind nach $. 19. 0,—c, eg+-c die Hauptkrümmungsradien der paral- 
lelen Fläche im Abstande c, welche der Punkt 


© =0—pc; Yy=y—gc, 2!=2—rc (66) 
erzeugt. Ist dann erstere Fläche eine kleinste, also 


44% =0 


so ist die Summe der Hauptkrümmungsradien der letztern = 2«e. 
Hiermit findet die Aufgabe: 


Die Fläche allgemein darzustellen, deren Hauptkrüm- 
mungsradien die constante Summe 2c haben, 


ohne weitere Untersuchung ihre Lösung. Die Gl. (66) stellen die 
verlangte Fläche dar, wenn man darin für x, y, z die Werte (87), 
für p, q, r die Werte (59) setzt; sie lauten dann: 


cos iw 


le X (v--iw, )—+ lo — iw, — gu, cCOSV / 


ce sin®v 
COS vw 


(67) 


y' = wo ur, + Pl — iu, — 1) — 


x = — p(d + iw,:) — pl —iw, — ii) —ietgiw 


he A a 


a 
Berk - 
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$. 45. Kleinste Fläche bei eonstantem Volum. Von der Ober- 
fläche eines Körpers sei ein begrenzter Teil 2& variabel, der übrige 
Teil S2, unveränderlich. Die Veränderungen von 8 seien jedoch der 
Bedingung unterworfen, dass das Volum des Körpers P constant bleibt. 
Der Flächcninhalt 
2 —= fftduWw 


soll als Minimum bestimmt werden. 


Die Bedingung des Minimums ist hier noch, wie in 8. 40. 


SICH) He) + (+) = 


das ist nach Gl. (47) und den analogen: 


a: (-+,.) (pi + qdy—+-rd2) tu dv = 0 (68) 


Es tritt nur die Bedingung hinzu, dass dx, dy, dz einem constanten 
P entsprechen. Alle unter dieser Beschränkung gestatteten Werte 
können die Gl. (68) erfüllen, ohne dass jedes Element des Integrals 
null wird. 


Nehmen wir nun an, dass jeder Punkt der Fläche in der Rich- 
tung der Normale verschoben wird, wobei noch alle Veränderungen 
der Fläche möglich bleiben, und lassen die Parameterlinien (w) alle 
Flächen » = const. normal schneiden, dann ist die Verschiebung des 
Punktes (uvw) a 


2 
= —— —- — — — pdoc-+gdy+ rg (69) 


Erzeugt jener Punkt die Fläche 8, so erzeugt gleichzeitig diese Ver- 
schiebungslinie den Raum zwischen ihr und der veränderten Fläche, 
d. i. die Variation des Volums öP. Ein Element dieses Raumes ist 
ein Prisma, dessen Grundfläche das Flächenelement t0u0v, und dessen 
Höhe die Verschiebung (69) ist; folglich ist die Variation des Volums 


öP = Sf (pdx + qdy + rdz) tOudv 


und diese muss’ der Bedingung gemäss constant null sein. Setzt man 


zur Abkürzung 
— (pdc + gdy + rd2) tOu0v 


so lauten die 2 Bedingungen: 


St) -° JJ4=0 (70) 


Beide können noch erfüllt werden, wenn nur 2 beliebige Flächen- 
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elemente variiren, die ganze übrige Fläche hingegen unverändert bleibt. 
Bezeichnen wir die jenen 2 Elementen entsprechenden Werte durch 
I, 01, 0x und 4’, @,’, 0’, so gehen die Gl. (70) über in 


1 —) (- -,) 
ee —+—)2=0; 4420 
(+ 25 REP, + 

woraus; 


das heisst: die Summe der Hauptkrümmungen hat in je 2 beliebigen 
Punkten der Fläche denselben Wert, ist also über die ganze Fläche 
constant, und man hat den Satz: 


S. 21. Auf kleinster Fläche für constantes Volum ist 
die Summe der Hauptkrümmungen constant. 


Die Bedeutung dieser Constanten, die wir mit a bezeichnen, 
können wir leicht aus der vorhergehenden Rechnung entnehmen, nach 
welcher für eine beliebige Fläche, und beliebige, nur immer normale, 
Verschiebungen 


ff r)e an-u 


ist. Ist dann 2 eine kleinste Fläche für constantes Volum, so hat 
man: | 


also 
02 —= adP 


für beliebige Verrückung. Jetzt sei die veränderte Fläche kleinste 
für das constante Volum P-H9P, dann wird 


02 
re 


Betrachtet man das gegebene Volum als unabhängige Variabele, die 


ihm entsprechende kleinste Fläche als Function derselben, so ist die 


Summe der Hauptkrümmungen die derivirte Function, - 


$. 46. Rotationsflächen. Eine Rotationsfläche wird von 
einer ebenen Linie erzeugt, welche um eine Gerade in derselben rotirt. 
Die Gerade heisst die Rotationsaxe, die erzeugende Linie der 
Meridian, der von einem ihrer Punkte erzeugte Kreis ein Pa- 
rallelkreis. Ein Durchschnittspunkt der Fläche und ihrer Axe 
heisst ein Scheitel oder eine Spitze, jenachdem die Axe daselbst 
Normale ist oder nicht. 


a De 
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. Wir nehmen die Rotationsaxe zur Axe der z, den Meridianbogen 
zum Parameter «, den Rotationswinkel zum Parameter v, und be- 
zeichnen vorläufig die ebenen cartesischen Coordinaten des Meridians 
durch x,, 2; dann sind die Gleichungen der Rotationsfläche: 


mc; ymnsinv; 22 


wo &), 2 Functionen von z sind. Hieraus folgen die Werte der 
Fundamentalgrössen 1. Ordnung: 


e=1;, f=0; yauı, tm 
Wir schreiben demgemäss die Flächengleichungen: 
z=tc08v;5 y=tsinv (71) 


Die Werte von e, f zeigen, dass die Parameter orthogonal geodätisch 
sind. Bezeichnet ferner r den Krümmungswinkel des Meridians, so 
dass 

ot 


08 sin 
vw =00T -— =sint 
0% 7 ou 


wird, so hat man: 


% oy ? 02 
> COSTCOSD ; ee cosTsınd; Are sınr 
(72) 
0% \ Oy 02 
2, tsinv; 5, —tcosv; ee 
woraus: 
p=—Sinrcosv; q—=—sinTrsinv; = C0sT (73) 


In einem Scheitel wird r = 0, also 
ua ler 


in einer Spitze 7 = const. bleiben p, g abhängig von »v; statt einer 
Normale hat hier die Fläche eine normale konische Fläche. Die 
Fundamentalgrössen 2. Ordnung werden: 


::PF=0;, G=isio (74) 


I 
SRG 


E 


Demnach sind die Parameterlinien (w), (»), d. i. die Meridiane und 
Parallelkreise, auch Krümmungslinien. Infolge dessen hat man: 


rl er an (75) 


Die Gleichungen der Mittelpunktsflächen werden: 
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u. 
% =aı+0,p = ( == 2, sr) COS 
ou . \ 
Yyı =y+0g9=|t— 5, Sinz ) sinv (76) 


0 
1=2:+0o,r = 242, 0087 
und 


= r—=0; n=ytag=0; 3—=240r = z-+teotr 


Die erstere ist also eine Rotationsfläche von gemeinsamer Axe, die 
letztere degenerirt in die Axe selbst. Die Beziehung zwischen con- 
jugirten Tangenten wird: 

1 9 


Va et Er 
A tsint du 


Die Nullkrümmungstangenten sind bestimmt durch 


0v DLR BE 
id nr Kt 
der Drehungswinkel v der Normale durch 
ov2 = 972-1 sin?r v2 (78) 
Der Drehpunktsabstand wird: 
Or0u--tsin v2 
R= ey | (79) 


die Gleitung längs der momentanen Rotationsaxe: 


sint u — tor 


die Bedingung eines Nabelpunkts: 
OT sinr 
Be En 


Sie wird, da sie » nicht enthält, im allgemeinen durch einen Parallel- 
kreis, nur für 4=0; r=0 durch einen Punkt erfüllt. Eliminirt 
man t durch Differentiation, so erhält man als Gleichung der Nabel- 
linie: 

Opa: 

du? — 


Aus gleichem Grunde zerfällt der Ausdruck eines Flächenstücks 
zwischen Meridianen und Parallelkreisen in 2 unabhängige Factoren: 


2 —=vftou (81) 
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Um ein Körperstück, ganz oder zum Teil begrenzt von einer Rota- 
tionsfläche, zu berechnen, kann man dasselbe von einer variabeln 
Rotationsfläche erzeugen lassen. Man hat dann bloss t, z, r als 
Functionen von % und einem dritten Parameter » zu betrachten. 
Der Ausdruck des Körperelements I. Gl. (15) geht dann nach Ein- 
führung der Werte (72) über in 


Rt (2 COST— 4 sin ) Ou0vOw 


dw 
0 0 
Ou dw 
—y, dudvdw = t0v0?Q 
02 0 
du dw 


wo 02Q das Element des erzeugenden ebenen Flächenstücks darstellt. 
Ist das Körperstück von Meridian- und Parallelkreisebenen begrenzt, 
so zerfällt das Integral in 2 unabhängige Factoren: 


P=v/ftQ (82) 


In (81) und (82) ist » der Winkel zwischen den 2 begrenzenden 
Meridianebenen. 


8. AT. Asyinptotische Linien auf Rotationsflächen. Die Diffe- 
rentialsleichungen der en Linien (77) geben integrirt: 


ua _(y_% dudr 
bare; tsint 
| , LV/ Wr 
nn N Ve: 


und w,, v; sind die Parameter des Systems. Diesen entsprechen, wie 
man am leichtesten aus II. Gl. (1) (2) findet, die Fundamentalgrössen: 


(83) 


t ...0u 
4 =Iı > A (1— sınr >) (84) 


ti E ou t REN ou 
= alrtsnrg); 4=;V —tsnrn 
F, = %tsinv 


$. 48. Orthogonal geodätische Systeme auf Rotationsflächen. 
Sind u; v, die Parameter eines beliebigen orthogonal geodätischen 
Systems, w, v die bisherigen, so sind nach II. Gl. ® die Relationen 
zwischen beiden: 
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OU; 09,\° 
1 (au) turen) 
ou, Ou, Ov, 0%, 


N 


Erfüllt man sie durch die Werte 


da Din 
(85) 
u ZH 
a an: Be c08% 
und eliminirt a,, so kommt: 
0% 0% , ot 
5,t60t%-+ 5,7, ER) 
Das Integral dieser Gleichung ist: 
hou ; 
a =-+9p'(h); h=tsin# (86) 


wo unter dem Integralzeichen % als constant. betrachtet werden muss, 
und 9 eine willkürliche Function bezeichnet. Bildet man aus den 
Werten (85) die Ausdrücke von Ou,, 0v,, und reducirt mittelst der 
Gl. (86) v und » auf w und Ah als Unabhängige, so kommt: 


tou ou 
re ti) 


Oh, ( +0 ni 
Rate) 


Erstere Gleichung giebt integrirt: 


- [= ar ren) — on) (87) 


Nach letzterer ist v, Function von A; setzt man 
© ern h 


so wird die Gleichung erfüllt durch 


ER du et 
ı = VR—n | | Es 93 +") | (88) 


“ 
i 
\ 
fr 
Bi 


Zu Te er a a 
> 5 in 


für jedes Rh, also 
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Nach inführung der Werte (85) in II. Gl. (2) eh sich zunächst 
folgende Ausdrücke der Fundamentalgrössen 2. Ordnung: 


Or sinr sin Or 
E, = 5; 008°% + —— sin?x ; — — 
ı 7, 008% ; Sin; F, ( r PB 5.) sin» cosz 


mh? (5 sin?% + cos? ) 
das ist nach (86) und (88) 


ERS {2 — h2 Or 
E, = zsin ct 42 4 


2—nh2/sint 0 
a 12 (® —,)8 


?— h? (?—h2 Or en 
a sinz+-A?7 n)8° 


t 


0) 
Saint r@ 


Sollen z,, v, geodätische Polarcoordinaten sein, so muss zur &, 
unabhängig von v,, d.i. von A, für einen Wert von x, verschwinden. 
Entspricht diesem Werte die untere Grenze der Integrale in (87) und 
(88), so muss sein 

VvE—n2 go") = 0 


p(h) = ah—+b 


Gleichzeitig muss u, verschwinden; das giebt: 3 = 0. Jetzt ist 


tou tu 
— vVR-; —_H2 FREE TE . any era Csem ern, 
(?— 1?) ,) Vır—n2 


Der untern Grenze der Integrale entspreche =; lässt man dann 
u stetig in die untere Grenze übergehen, so wird 


Nach $. 32. hat man daher zu setzen: 


oh RR 5 
v - (o— —=arcsın-;z h= esınv, 
Ve—R2 c 


dann werden nach Gl. (87) und (86) die Relationen zwischen (u, v) 
und (%,, ®,): 


300 Hoppe: Principien der Flächentheorie. 


lern tou 
Vt— csind: sinte, v ) 


5 | (90) 
a esinv, Ou 

x ern TE 

$. 49. Conforme Abbildung der Rotationsflächen. Zur Auf- 


findung der Abbildungsparameter «,, v,, bestimmt durch die Bedin- 
gung eg = 95 — tg, fa = 0, haben wir die Gleichungen zu lösen: 


1 Oug Ov, 
le 
Oug Oug , Ovg Ovg 
— du du TE in 


{2 Ous 2 0V, e 
=) ke) 


U 


13 


OUg COS“, Oug al 
ni: m 727 ’ A == ER 
(21) 
Ovg sinx, dv t 
NT ET a IP | 


Eliminirt man «, und v, durch Differentiation, so erhält man 2 Glei- 
chungen, die sich leicht zu folgenden verbinden: 


tologu 0 0% 1 0logt, 0% 
2 Du 0 Bunde 2 


Die zweite wird erfüllt durch 
oT 
logt, = 2: Ay e »=—=— Ey (92) 


Die erste geht alsdann, wenn man 


setzt, über in 
®T , &T _Ologt 
O2 dw dw 
. Das Integral hiervon ist: 


= P(wt iv, i) + D(w— iv, —i)+flogtdw 


woraus nach (92): 


N). ce I? Di a AR 7 AN FE E 

Re 
ea, a EN 
un Ken MauR 
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dlogt;, = D’(w-iv, i) + D’(w— iv, —i) +logt 
%* =—iP®P (ww iv, i) +i®’ (w— iv, —i) 


oder, wenn man 


®’(W, :) = — $10g29'(W, i) 
setzt: 


375 a Vp(w+ iv, i) @ (w— iv, —i) . 
9’ win, i) 


i 


% E: 5 log p(w— iv, —;) 
 11/ pwtiwi) | 1y/ow—in, —i) 
c08% = polo 0, —) ap 92 olwtiv, ?) 


Ba! 2% pwHtiv, i) yee —) 
EV pl, >+2).:2'2 op’ (w-iv, i) 


Dies in (91) eingeführt giebt: 


Du, = p'(w-t-iv, i) d(w—- iv) + pP (w— iv, —i) I (w— iv) 
Id =— ip’ (w+ iv, i) dw iv) Hip’ (w— iv, — i) 9 (w — iv) 


und nach Integration, mit Weglassung der Constanten: 


1 = pw+iv, )+ Pl w—in, —i) \ &; 
iv, = p(w-Hiv, i) — p (w— iv, —i) 
woraus: ; 
2p(w tiv, Li) = ug tiv 


oder, durch die inverse Function y ausgedrückt 
w tiv = Ylu Liv, +3) 
ö 
Hier ist » = f r und @ oder w willkürliche Function. 


$. 50. Abwickelung der Rotationsflächen auf einander. Ist 
eine Rotationsfläche, wie bisher, in Parametern der Krümmungslinien 
u, v gegeben, so muss für jede auf ihr abwickelbare Rotationsfläche, 
wenn man sie in denselben Parametern darstellt, gleichfalls e=1; 
=0; g=t" sein; allein die und v brauchen nicht die gleiche 
geometrische Bedeutung zu haben, mithin auch nicht t die Coordinate 
der Meridians zu sein. Sind nun auf der zweiten Fläche «’, v’ die 
Parameter der Krümmungslinien, und entspricht der Punkt (w'v’) 
dem Punkte (wv), so ist die Bedingung der Abwickelbarkeit 


032 — Ou2-L 12002 — Ou’2-1'200'2 


Beschränken wir uns auf die specielle Lösung, wo die Meridiane 
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wieder Meridiane, die Parallelkreise wieder Parallelkreise werden, 
so ist 
u=u: töv — t’Ov’ 


und da £, t' nur von x abhangen 
b) g p) 


v eh v’=cv; .e constant; 


folglich die Gleichungen der zweiten Fläche: 
SE Se 
= 008c0; y— —sinev 
Die dritte Coordinate ergiebt sich aus: 
£2 ee 
02? = 08?— (0x? +02) = 0u?+ 1290? — (G +20) — u! — =E 


sie ist daher: 


= f Va ® (94) 


s. 51. Fläche zweiten Grades. Reduetion der Coordinaten- 
gleichung. Die Gleichung einer Fläche 2. Grades ist eine beliebige 
Gleichung 2. Grades zwischen den cartesischen Coordinaten z, y, 2: 


4x? + By?-+ C2?+2Hyz+ 2J2c+2Kay+2Le-+2My +2 Ns+D= 0 
Durch besondere Lage des Axensystems lassen sich die 10 Terme 
auf höchstens 4 reduciren. Die Relationen zwischen den alten und 
neuen Coordinaten seien 
= Ile +4y 412 
y— mat m, y'+mgz’ 
2 = na —n,y' +ng2 


Setzt man 

= Ar + Ky+ % 

u= Kc+By+ Hz 

v= Je + Hy-+ © 

&= La+My-+ X: 
so kann man die Flächengleichung schreiben: 

ketuy+-ve+2E+D=0 (95) 

Nach Einführung der &’, y’, 2’ wird (96) 


1 = (Al-}-Km-t In)a’ + (Al, + Km + Im) y’ + (Ast Kmst Ing) a’ 
w— (KI-+- Bm} Hn)a’ + (Ku + Bm -+Hn,)y'+ (Kl, Bmg+ Hg)’ 
v= (Jl+Hm-+ Cn)z’ + (I + Hm, + On,)y' + (J-+ Hmz3+ Ong)z’ | 


N re es 
% 
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und Gl. (95) geht über in 
(A um-+-vn)e’+ (A, + um, + va)y + (Ay+ums+Hvns)?’ +2E+D=0 


Damit in dieser Gleichung 2. Grades die Producte y’z’, z’x', »'y' 
fehlen, hat man zu setzen: 


AM +um vn = ha 
A, + um + vn = hıy' 
Mg + umg + vn = he’ 


RE lx’+h, , y-H- hg lg z 
u hma’ + hymıy'-+ hama’ 
v=hn&® + hy’ hongz 
Dies verglichen mit den Werten (96) giebt: 


(A—h)I+ Km-- Jn=0 
Kl-+-(B—h)m + Hn=0 (97) 
JI-H Hm-+ (C—h)n=0 
nebst 2 analogen Gleichungssystemen, die sich nur durch die Indices 
bei 2, m, n, h unterscheiden; daher gilt das Resultat der Elimination 
von /, m, n, nämlich 
A—h K J 
K B-ı 42 | =0 (98) 
N; 3 N N 


woraus: 


auch nach Substitution von A,, ig für A}, und A, A,, A, sind Wurzeln 

derselben kubischen Gleichung. Nach Einsetzung der Wurzeln in 

Gl. (97) ergiebt-sich für jede derselben ein System von Werten der 

I,m,n, z.B. für A, die Werte Z,, m,, n.. Multiplieirt man mit diesen 

einzeln die Gl. (97), so ist die Summe: 

AU, Bmm, + Cnn, + H(mn, + nm) + I (nl, +In,) + K(Im; 4 ml,) = 
h(U, + mm; nn,) 


Vertauscht man in dieser Gleichung die beiden Wertsysteme, so bleibt 
die Linke ungeändert, und nach Subtraction beider Gleichungen er- 


hält man: 
Sind nun A und A, ungleich, so folgt: 


U, + mm, +nn, = 0 


Wäre erstlich A nicht reell, so gäbe es eine zweite ungleiche und 
conjugirte Wurzel A,, und beiden entsprechend ‚würde man den Gl. 
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(97) durch conjugirte 7, m, n genügen können. Nach Gl. (99) 
wären dann alle Moduln derselben null, also auch 2, m, n selbst, was 
unmöglich ist. Folglich kann Gl. (98) nur reelle Wurzeln haben. 


Ferner zeigt Gl. (99), dass die beiden Geraden, deren Richtungs- 
cosinus die Z, m, n bezeichnen, normal zu einander sind. Unter 
Voraussetzung dreier ungleicher Wurzeln Ah, h,, hg genügt daher ein 
orthogonales System den Bedingungen, welchem gemäss die Axen der 
x', y', 2’ bestimmt werden können. 


Sind endlich %, A, zwei gleiche Wurzeln, so werden sie durch 
unendlich kleine Variation irgend eines Coefficienten ungleich. Lässt 
man nachher die Variation stetig verschwinden, so können die 2 nor- 
malen Geraden nicht stetig in einander übergehen. Da alsdann die 
linearen Gl. (97) 2 verschiedene Lösungen haben, so haben sie un- 
begrenzt viele; nur müssen die betreffenden Geraden, wofern h, un- 
gleich ist, zur Geraden (l, myn,) normal sein. 


Die Flächengleichung ist. jetzt auf die Form gebracht: 
ha'?-I-hıy'? + he ?+2da’+2d, y-+2d,!’ + D=0 (100) 


Ist nun keiner der Coefficienten A, A), A, null, so kann man den 
Anfangspunkt so verschieben, dass (ohne Beziehung zur anfänglichen 
Bedeutung von x, 9, 2) 


d 1 de 
A a de (101) 
wird; dann wird 
d di, de 
Why tua— Pre ne (102) 
RE 
Ist P nicht null, so kann man 
| P P P 
es el ne (103) 
setzen, und erhält: 
a2 y? 22 Sa 
rm, 1 (104) 


In diesem Falle heisst die Fläche eine centrale. Die Fläche heisst 
ein Ellipsoid, einschaliges oder zweischaliges Hyper- 
boloid, jenachdem 3, 2 oder 1 der Grössen a, d, e positiv sind. 
Grenzfälle, welche krumme Flächen bilden, giebt es folgende. Ist 
P=0, wo man die Gleichung in der Form schreiben kann 


a Ani 
ui en (105) 
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so heisst die Fläche ein Kegel. Ist eine der Grössen h, hi, ho null, 
und nicht gleichzeitig bzhw. d, d,, d, null, so heisst die Fläche ein 
Paraboloid; ist hingegen bzhw. d, d,, d, null, fällt also eine Coor- 
dinate aus der Gleichung heraus, ein Cylinder. Das-letztere findet 
auch statt, wenn zwei der Grössen h, hy, Üo null sind, nachdem man 
die zur dritten gehörige Coordinate nach (106) transformirt, und durch 
Drehung des Axensystems um die bezügliche Axe die beiden übrigen 
liuearen Terme auf einen redueirt hat. Das Paraboloid und der 
Cylinder in jenem Falle heissen elliptisch oder hyperbolisch, 
jenachdem die 2 nicht verschwindenden Coefficienten A gleiches oder 
ungleiches Vorzeichen haben. Im letzten Falle heisst der Cylinder 
parabolisch. 


$. 52. Krümmungslinien auf der Fläche 2. Grades. Stellt man 
die Coordinaten folgendermassen in Parametern u, v dar: 
x? = u(u—a,)(w— 03); = PBlu—Pp,)w—P3); z? = ylu—yı)(—Y3) (106) 


so lassen sich die 9 Constanten «, ß,y,... leicht so bestimmen, dass 
die Gleichung einer centralen Fläche 2. Grades (104) für ungleiche 
a, db, e erfüllt wird. Es muss dann sein 


arti=0 


tr 
| ; (107) 
er 
un  PAb | Inn N 
Die ersten 3 Gleichungen geben nach Elimination von &, ß, y 
| lo | 
19% =0 
| lyı 9 
Dem wird allgemein genügt durch 
htm; B-Atuß; p—Atun 
Führt man diese Werte in (106) ein, und schreibt für ie wieder v, 


für au, Pu, yu wieder «, ß, y, so erhält man das Resultat, welches 
den Werten = 0; wu—=1 entsprechen würde. Jetzt fallen 2 der 
Gl. (107) zusammen, und es bleibt nur das System: 

Teil LIX. 20 
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N 
a ws b 7 2 Y 


am , Bfı , Hm _ 
a Er 


a0? PB? , FyYı 
a + b Nr c 1 
welches durch 
DU eb ER ee 
TE er P= N IITaRG ö, 


I = (AN) (yı a) — Pr) 
erfüllt wird. Die Gl. (106) geben differentiirt: 


ox 7% 0x u—ıy 
on ei ae etc. 
or 0x : 
4 un ir. folglich 
Q 
a Se 


Damit also das System der (wv) orthogonal sei, hat man zu setzen: 
a PB) + —M)rehı —y) = 0 oder 
bd— e)+Bıle —a)+ Yıla—d) = 0 
Dem wird allgemein genügt durch 
„ira; Ah—Atub y—Atue 


Es hat sich jedoch oben gezeigt, dass man ohne Einbusse an Allge- 
meinheit A=0; u=1 setzen kann. Dann werden die Gleichungen 
der Fläche in orthogonalen Parametern z, v: 


MC 


=, 
an w—a)v—a); Z=b (u—b)(v—b) 


2 | (108) 


a 
BIN ER 82 
2 ER (u—.c)(®— e) 


d= (b—0)(e—a)(a—2) 


Hieraus ergeben sich die Werte: 


BETEN RT on 
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wo zur Abkürzung gesetzt ist 
U=(W—a)u—b)w—c); V=(w—a) (v—b)(v — e) (110) 


Die Quadratsumme giebt: 


Ban u—v un. S 
a GER) 


daher nach Division: 


© /abe yy /abe 2 abe 
Va any ane-.V. 


Ferner findet man: 


uUr—U vUu—v 


en gettnt (113) 
| wog abe z NEHM abe 


Hiernach sind %, v Parameter der Krümmungslinien. In diesem Falle 
erhält man die Hauptkrümmungen ‚durch Division der vorstehenden 
Grössen, nämlich: 


a Ve: er Vi (115) 
0, U um 09 N) uv 


Die Krümmung der Fläche ist also positiv oder negativ, jenachdem 
“ und v gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. Damit aber die 
Ausdrücke,’ wie schon oben der von t, reell werden, muss wv gleiches 
Eachen mit abe haben. Dies ergiebt: 


Das Vorzeichen der Krümmung ist stets das von abe; sie ist 
positiv beim Ellipsoid und zweischaligen Hyperboloid, negativ beim 
einschaligen Hyperboloid. 


Nach Gl. (103) ist nun 


| R3 | 
abe = Ark (116) 


Da A, u” ha die Wurzeln der Gl. (98) sind, so ist 
AKJ 
Ahıa=| KBH (117) 
HG 


Ferner sind d, d,, d, in (100) als Abkürzungen eingeführt für 
20* 
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d = LI -+Mm -+- In 
d, = L,+ Mm, + An, (118) 
dyg = Lig, Mmy + Nny 
Eliminirt man 2, m, » zwischen der ersten dieser Gleichungen und den 


3 Gl. (97), in welchen man die Terme Al, km, hn vorher absondert, 
so kommt: 


| 

| KBH hm | 

| —n (119) 
| | 


Diese Gleichung hat 2 analoge, welche nur in der letzten Vertical- 
reihe durch die Indices 1, 2 unterschieden sind. Addirt man alle drei 
nach Multiplication mit 

d d, dy 

neh 
so kommt, mit Beachtung von (118) und (102): 


AKT | 
KBHM | 
IJHCN 

Izmn D-+P 


eye (120) 


Entwickelt man hieraus den Wert von P und setzt ihn in Gl. (116) 
ein, so erhält man: 


3 
AKRTL | / VL 
KBHM 
abe= —ı KIBR (121) 
ION | 
7 
LMND | pe 


Hiernach ist das Vorzeichen der Krümmung immer entgegengesetzt 
dem der Determinante 4. Ordnung, die man nach vorstehender An- 
ordnung aus sämmtlichen Coefficienten der ursprünglichen Gleichung 

bildet. | 


Ist diese Determinante 4. Ordnung null, so verschwindet nach 
(120) auch ?, und die Fläche wird ein Kegel. Für diesen Fall kann 
man 2 der Gl. (107), deren letzte zur Rechten O statt 1 hat, durch 
„=Pp=y,—=0 erfüllen; die übrigen Bestimmungen bleiben un- 
verändert, und die Gleichungen der Fläche in Parametern der Krüm- 
mungslinien lauten, wenn wir —u? statt u schreiben: 
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b—c e—qa \ 
a Ne a) 9 - a uturch) / 
(122) 
Ad 
2—c ud .c) | 
Die Fundamentalgrössen werden: 
u2y u v 
2 EEE Free VA V-7 
(123) 
| u2 abe 
die Richtungscosinus der Normale: 
xy /abe yy /abe 2 2 jabe 
en ee a er er 
die Hauptkrümmungen: 
1 1 1 b 
ER ER Be rs (125) 
01 0 er 


Die Fläche ist also abwickelbar, und die Parameter orthogonal geo- 
dätisch. 


Ist statt dessen die Determinante 3. Ordnung, d. i. kh,h,, null, 
z.B. %,=0, so ist die Fläche ein Paraboloid oder, im besondern 
Falle, Oylinder. Setzt man z— ye, aye, bye, uyc, vye für 2, a, 
b, u, v, und dann c=», wie es dem A, = 0 entspricht, so wird 
Gl. (104): 

42 


y2 
— Tr; ——p 4: | (126) 


47 


und die Gl. (108): 


_ew—a)@—a) „_du—)w—3) 


r, 
b—a 1 a—b (127) 
22 = uv—a—)) 
ferner: 
zyjab yı/a, ab 
Zeus: Vo: - Vo 
Da ee 0 —%) 
Tu -a)u—) IT MW-a)o—5) 
V— U ab G U—DV ab (128) 
4a aa 5) up  AMv—a)v—b)yY w 
1 Iy/a, 1 17 /ab 


— —— — — | ng — 


b] 
01 EITZMOIETOSNSGH TUN: UV 


310 Hoppe: Prineipien der Flächentheorie. 


Für die Fälle der COylinder, wo die Relationen der Coordinaten 
bzlıw. lauten 


5 A —=1; «= 2ay (129) 


stellen sich letztere in orthogonal geodätischen Parametern der Krüm- 
mungslinien bzhw. folgendermassen dar: 


228 7a; us Nem. ul 
nndru Dre (130) 
u — 2av; y-v; z=u \ 


Da indes alle hier besprochenen Probleme auf Abwickelbaren allge- 
meine Lösung gefunden haben, so können wir die Abwickelbaren. 
2. Grades, Kegel und Cylinder, ausser Betracht lassen. Dusselbe gilt 
von den Rotationsflächen 2. Grades, welche in der Gleichungsform 
(108) nicht mit beeriffen sind, die jedoch als Specialitäten in der 
Theorie der Rotationsflächen keine instructiven Seiten darbieten. 
Auch von den Paraboloiden brauchen wir nicht besonders zu handeln, 
da sich durch die oben aufgestellte Substitution und © zum 
Grenzwert die Resultate leicht auf sie übertragen lassen. 


Für die Krümmungslinien sind noch die Nabelpunkte von Be- 
deutung. Man findet aus (115), indem man 9, = o, setzt, die Be- 
dingung v—=v. Dann aber muss in (108) der constante Coeffieient 
jedes nicht verschwindenden der 3 Ausdrücke positiv sein. Da die 
Summe der Coefficienten null ist, so ist mindestens einer negativ, 
folglich eine der Coordinaten, z. B. y— 0, und man hat: 


u=aü=)Db 


Es giebt alsdann entsprechend den Doppelvorzeichen von z und z vier 
Nabelpunkte auf der Ebene y = 0. 


$. 53. Confocales dreifach orthogonales Flächensystem 2. Grades. 
‚Lässt man a, d, c,u, v mit einem dritten Parameter gleichzeitig 
um gleiche Incremente varüiren, oder, was dasselbe ist, substituirt 
man a —w, b—-w, c—w, u—w, v—w für a, b, ce, u, v, so gehen die 
Gl. (108) über in 


2 = e(u-a)le—e)(w—e) 


Yy — Wow) (w—) "A4sD 


ee, ( —c)(w— ec) 
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Da sie symmetrisch in «, v, w sind, so folgt, dass die oben hergelei- 
teten Resultate für die Fläche » = 0, welche offenbar für die ganze 
Schar von Flächen » = const. gelten, auch auf die beiden Scharen 
von Flächen « = const. und v» = const. angewandt werden können. 
Demnach schneiden sich alle 3 Flächenscharen in ihren Krümmungs- 
linien, und dass dies unter rechten Winkeln geschieht, folgt aus der 
auf alle anzuwendenden Gleichung {= 0, der gemäss die Tangenten 
der Schnittlinien auf einander senkrecht stehen, mithin mit den Nor- 
malen einzeln zusammenfallen. Daher sind die Gl. (131) der Aus- 
druck eines dreifach orthogonalen Flächensystems. 


Eliminirt man je 2 Parameter, so erhält man: 


22 
+ + Bar 1 
3 (132 
ee ) 
22 y2 Pr 
a—w art Erg e- uw. ı 


als Ausdruck der einzelnen 3 Flächenscharen. Die dritte Gleichung 
ergiebt sich aus (104) durch die genannte Substitution; die andern 
folgen durch Analogie. 


8. 54. Asymptotisehe Linien auf Flächen 2. Grades. Die Glei- 
chung der asymptotischen Richtungen A rgn G%v2 = 0 wird nach 
(114): 


ou? 002 
TRIESZ (133) 
und zerfällt in | 
ou fu N (134) 


yotyr-% yoyr- 


Die Integrale können wir folgendermassen schreiben: 
ou ov ou ou ov = 00, 
tl vr-. vuıvo vr IV 


wo U,, V, dieselben Functionen von w,, v; sind, wie U von u und 
V von v, so dass für vo — a bzhw. w in u, und in v, übergeht. Nach 
dem Be heoröra elliptischer Functionen, welches sich nach 
Lagrange’s Methode hier besonders einfach herleiten lässt, ist alsdann 


(136) 


U—VÜ Una 


Ylu— a) —b) w—e)— VYv—a) (u—b)(u—ec) — Y (a—b)(a—e) 
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(137) 
eh) PT 


Vu—a) —b)e—eo) + Vow—a)(u—b)(u—) V(a—b)(a—e) 


Die rechten Seiten ergeben sich aus den linken, indem man v=a 
setzt. Nach demselben Gesetz findet man auch deren Werte, wenn 
zur Linken a, b, ce vertauscht werden: es muss, wenn a in 5 und in 
c übergeht, v, bzhw. übergehen in 


c+ — I und a He (138) 


Lässt man nun den Punkt (xyz) längs der asymptotischen Linie 
= const. variiren, so hat man nach (135): 


Vo: u au 


und findet nach Differentiation der Gl. (108): 
Or © U , 
(u) 


U —a DT 


u, 4AyU, 
das ist vermöge der Gl. (137): 


08.  u—v (a—b)(a— e) j; 
(Fu EA U, (a —a)(v—a) (0, — a) 


und nach Einsetzung des Wertes (108) von «: 


ox u—v a 


ou, va U,(0, —a) 


Vertauscht man a mit 5 und c, so geht x iny und z über. Mit Be- 
achtung der Wirkung (138) auf v, findet man: 


"IV b(v, — ec) . & a-vı/ cü—b) 
ou 4 Ute—b)(1—a)’ 9 U,Bb— ec), —a) 


Die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate giebt, übereinstim- 
mend mit dem aus den Fundamentalgrössen resultirenden Werte: 


ös ee) 


du Ay, er 


woraus: 


02 No) b(v, — c) 0 cv — 
ds -V Pr (c—b)(1, —a) ds leg: a „, (10) 
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Hiernach ist die asymptotische Linie, da ihre Richtung sich als con- 
stant erweist, gerade. Ihren Ausgangspunkt können wir noch belichbig 
wählen; er sei ihr Durchschnitt mit der Krümmungslinie v» — a, das 
ist mit cc Ebene x — 0, wo, wie wir sahen, «= »v, wird. Dies giebt 
nach (108) die estonwirie 


bw —b) c(v, — b) 
> Reel rs 


Integrirt man jetzt die Gl. (140), so erhält man als Gleichungen der 
asymptotischen Linie =, = const. 


a b° ( LEN vu —C 
iR, ben} EEE i 
& V- a a vb u) 


(141) 


Sie erzeugt bei variirendem v, die Fläche (104), deren Gleichung in 
der Tat erfüllt wird, wenn man die Vorzeichen innerhalb der binomi- 
schen Factoren von y und z entgegengesetzt bestimmt, während im 
übrigen die Vorzeichen der Wurzelgrössen beliebig sind. Die zweite 
asymptotische Linie z, = const. ist offenbar in gleichem Falle: es 
ändern sich nur einige Vorzeichen, wenn man «, für v, substituirt. 
Um die Fläche in asymptotischen Parametern z,, v, darzustellen, hat 
man in 1108) für vu, v ihre aus (136) (137) zu entwickelnden Werte 
zu setzen, eine Rechnung die durch Zuhülfenahme der Analogen sehr 
erleichtert wird. 


$. 55. Kürzeste Linien auf Fiächen 2. Grades. Sei s der Bogen, 
tz der Krümmungswinkel einer Kürzesten, «, » Parameter der Krüm- 
mungslinien; dann erhält man durch Differentiation der Gl. (108) 


längs s: 
Dose f 250 1: .0v 
ala t au) 


u—a0s v—a0s 


woraus man leicht berechnet: 


-1)+,&@)+:@)-° 


ae N 
iv =) RATE N (12) 
oder, da nach (113) 


er 9 2 
08? — eou?+gw! = Eee (7 — “ ) (143) 


ist: 
U0v? — V du? 


Dr Uvov2 -— Vu du? 


ERBE DS? SID NR U na LTE En Sn LEN a Te FIN 
N A au ae ET ee" SKI. WÄR RE 5 
Als ERS AR DEE a7 RE 2 Sl ER Be RT ee 

u an RR: Bi en 
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Differentiirt man zweimal die Gl. (104), so kommt: 


& 0°% 02 2 0%2 
ee 


2 


Nun ist, vermöge der Eigenschaft der Kürzesten und nach (112) 


Or [44 UV 
und da die Quadratsumme der Analogen — ] sein muss, 
Uv 
| (147) 
folglich, nach Einführung in (145): 
Or /w 
ect een, (148) 


Differentiirt man jetzt die Gl. (142) (147) und Abe die "Werte 
(146), so findet man: 


OR „(ee ydy,2 0% abe abe Ö & 
e.. ICH ra ds nur n) w „ya ds =) 


und nach ‚Elimination von dr mittelst (148): 


OR e(wv) 
Ma 
integrirt: 
Rw=h 


Setzt man für R den Wert (144) und entwickelt das Verhältniss 
Ou:0v, so kommt: 


Yaday Veh) — + yowWYUW-— Rh) 


daher nach zweiter Integration: 


SeVren-t/Vrem 


Dies ist die Gleichung der Kürzesten. Für = 0 geht sie in die 
gerade asymptotische Linie über. | 


$. 56. Orthogonal geodätische Systeme auf Flächen 2. Grades. 
Sind u, »,; die orthogonal geodätischen Parameter, also e, =1; 
ı=0; = t, so lauten die Bedingungen II. Gl. (1) zufolge ni: 
Werte (113) von e, f, g 
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v—u 0u,\” „[0%,\? 
“AU (5) Has (22) 


u—v ou, „[(9%\” 
SAH en a) 


Nun ist die zum gesuchten Systeme gehörige Schar Kürzester schon 
aus (149) bekannt; ihre Gleichung lautet: 


SeVrc m SV re ca 


woraus: 
or V Eu pe &v 
u VUwm-—h' w=-VoEn 


Dies eingeführt giebt: 


| =) Er % — El“ \, 3) v 7 et 
(5 U\ 4 =) ve A SERESEH = 
duy Oz m, 2 a: er 
fu m Vor 


Das Product der ersten 2 Grössen gleich dem Quadrat der dritten 
giebt eine lineare Gleichung für 2,2, aus welcher -der Wert 


Veh, = 3V(u—h)(e—h) 
hervorgeht. Nach dessen Einsetzung hat man sogleich: 
du, 


ou | ulh —u), Oi, ar ur /ulR—P) 
du? Er Re V 


und die Gleichung der geodätischen Parallelenschar lautet: 


eV + a7 Se a1) 


Da hier v, einen reellen Curvenbogen bezeichnet, so folgt durch Ver- 
gleichung der Wurzelausdrücke mit- denen in (150), dass & negativ 
reell ist. Setzt man e= — 4, so wird 


ti = V(u—h)(h—v) (152) 


| T: du Von 5 } ee 29, U RTER) 
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$. 57. Conforme Abbildung der Flächen 2. Grades auf der 
Ebene. Sind «,, v, die Abbildungsparameter, so ist die Bedingung 
4=91; fı=0. Dieser kann man schon dadurch genügen, dass man 
u, zur Function von v und v, zur Function von » macht, wo %, v 
Parameter der Krümmungslinien; denn dann wird 


also nach einfachster Disposition 


er (154) 


a-/fayVT Y; pay (155) 


$. 58. Asymptotische Fläche dritten Grades und deren Krüm- 
mungslinien. Die Fläche 3. Grades, deren Gleichung ist 


zy2 = Ve (156) 


und die wir mit dem vorstehenden Namen bezeichnen, ist bemerkens- 


wert, sofern sich aus ihr ein dreifach orthogonales Flächensystem 
herleiten lässt. Setzt man 


‚sm = a?+y’-+2?; 3n = yz—+22a? + 22 y2 (157) 


so sind x°, y2, 2? die Wurzeln der kubischen Gleichung 
— 3m + I3n2—ce=0 (158) 


in welcher demnach x mit y und z vertauscht werden kann. Gl. (156) 
differentiirt giebt: 


y20c4+ 22 0y-+ xy 02 = 0 
Demzufolge muss sein: 
p:g:r = y2:20:0Y 
woraus mit Anwendung von (157) (156): 


1 ei Imre an Is 
»-:V5; a Vz; -=;V5; (159) 
Differentiirt man die erste dieser Be so kommt: 
Ö 2 
=+2 Ba (160) 


Varürt der Punkt (xyz) längs einer Krümmungslinie, so ist nach II. 
Gl. (19) 


= 


WE da Lu De ee a en 2 en ae lab nt a nen Zn m ae > 
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3 3 | 
1 0 ei oder 2y” Hiernach wird Gl. (160) 
01 c 02 c 


nox 


Age TE lc 004-4 0n as 
woraus nach Multiplication mit „+22 = 3m — a?: 
dm. 
3mn ed Uyst+2)adct3(y2-+22) On = 0 


Addirt man die Analogen beider Gleichungen, so kommt: 


On = löm; (2m —I)dn = nm 
woraus: 
n = 1(2m — I) (161) 


und nach Elimination von n: 


ldm = 2(I— m) öl 
integrirt: 
1? (21— 3m) = u (162) 


Entsprechend den 2 Werten von / 
I=m-+ Vm!’—n 


wie sie aus (161) hervorgehen, erhält man für jeden Punkt (zz) 

2 Werte der Constanten «, v, und die Gleichungen der 2 Scharen 

von Krümmunßslinien werden nach Einführung in (162): 

me ee —=u \ (163) 
m (2m? — In) — 2 (m? —n)z = v 

Um jetzt x, y,z in Parametern der Krümmungslinien «, v darzustellen, 

hat man nach einander die 2 kubischen Gleichungen zu lösen: 


3 u— v\3 UrU N 
m (> n+tH=0 


(2? — m)? — 3 ("em = ee | 


Die 3 Wurzeln der letztern sind «2, y2, 22. 


(164) 


$. 59. Dreifach orthogonales Flächensystem, dessen eine Schar 
asymptotische Flächen 3. Grades bilden. Setzt man in den Gl. (163) 
(156) für die Constante c die Variabele w und für «, » die mit w 
varürenden %,, ©, so erhält man eine Schar asymptotischer Flächen 
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w = const. und auf diesen, bei allein variirendem », 2 Scharen 
Krümmungslinien, welche 2 Flächen » — const. und & = eonst. bilden. 
Letztere Flächen schneiden einander rechtwinklig; durch Bestimmung 
von %,, v; kann man bewirken, dass sie auch die Fläche » — const. 
rechtwinklig schneiden. Die Gleichungen der Flächen « — const., 
w = const. können wir schreiben: 


M—u, =(0; ıy2 = w 
1 3 Y 


wo M die linke Seite der ersten Gl. (163) bezeichnet. Dann verhalten 
sich die Richtungscosinus der Normale der Fläche « = const. wie 


9(M— u) ,9(M— u) .0(M—.u,) FR 
0 oy 02 


s 


und die der Fläche » = const. nach (159) wie’ 


folglich ist die Bedingung des rechtwinkligen Schnitts: 


109(M—u,) , 10(M— u) , LO(M— u) r 
De 
oM (10m , 10m , 10m oM /1 On ‚, 10n , 10n 
ee le a) 
ou, (1Ow  10w Low 
ar Be Feel, Hate) 


das ist nach den Werten (157) (156) von m, n, w: 


oM oM ou; 
ER m 35, 


Durch Differentiation findet man: 


oM 


a 3 (2m: —n+2mYm?’—n); = 


mn ee 


dies eingeführt giebt: 


integrirt, und nach Analogie: 
U = umnw, ® — u })j 


Demnach sind die Gleichungen der 3 orthogonalen Flächenscharen: 


u ur 


ar 
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m (2m? — 3n) + 2 (m? —n)s-+ @?y?22 — u 
m (2m? — 3n) — 2 (m? — n)i+x?y?2? — v (165) 
x? y?22 — W 
deren erste beiden vom 12ten Grade sind. 


Anhang. 
Uebersicht über die Probleme der Flächentheorie. 


Im folgenden sollen diejenigen allgemeinen Probleme nebst ihren 
speciellen Lösungen zusammengestellt werden, welche im Laufe der 
vorstehenden Abhandlung zur Besprechung gelangt sind. | 


I. Darstellung der Schar orthogonaler Trajectorien einer gege- 
benen Schar von Linien. 
Bedingung: f = 0 $. 22. lineare Gleichung 1. Ordnung. 
Specielle Lösungen 
1) für die Fälle dargestellter Krümmungslinien s. Probl. I. 
2) für die Fälle dargestellter Scharen Kürzester s. Probl. IV. 
3) für die Fälle bekannter Abbildungsparameter s. Probl. V. 


II. Darstellung des Systems der Krümmungslinien auf gegebener 
Fläche. . 
Bedingung: /=0; F=0 $. 23. höhere Gleichung 1. Ordnung. 
Ohne Bedeutung auf Ebene und Kugel. 
Lösung unmittelbar vorliegend 
1) auf Abwickelbarer $. 34. 
2) auf Rotationsfläche $. 46. 
Gelöst 3) auf kleinster Fläche $. 42. 
4) auf Fläche constanter Summe der Hauptkrümmungs- 
radien $. 44. 
5) auf Flächen 2. Grades $. 52. 
6) auf der asymptotischen Fläche 3. Grades $. 58. 


II. Darstellung des Systems asymptotischer Linien auf gegebener 
Fläche. 
Bedingung: E=0; @ = 0 8. 28. höhere Gleichung 1. Ordnung. 
Ohne Bedeutung auf abwickelbaren und positiv gekrümmten Flächen. 
Gelöst 1) auf kleinster Fläche 8. 43. 
. 2) auf Fläche constanter Summe der Hauptkrümmungs- 
. radien $. 44. 
3) auf Rotationsfläche $. 47. 
4) auf Flächen 2. Grades $. 54, 


UT DIT A RE N 2. # tr ei 
r, N) .. ” R Re APR ee Kir: are 2 “ 
i er Ä RER EN sl wr 
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IV. Darstellung des allgemeinen orthogonal geodätischen Systems 
auf gegebener Fläche. 
Bedingung: e=1; f=O $. 50. 31. höhere Gleichung 2. Ordnung. 
Gelöst 1) auf Abwickelbarer (anwendbar auf Ebene) $. 35. 36. 
2) auf Rotationsfläche $. 48. 
3) auf Flächen 2. Grades $. 56. 
4) specielles System von Kürzesten auf Mittelpunktsflächen 
bei bekannten Krümmungslinien auf der Urfläche. 


V. Conforme Abbildung gegebener Fläche auf Ebene. 
Bedingung: e=9; f=0 $. 33. 
Gelöst 1) für Abwickelbare $. 36. 37. 

2) für Rotationsfläche $. 49. 

3) für Flächen 2. Grades $. 57. 


VI. Darstellung der allgemeinsten auf gegebener Fläche abwickel- 
baren Fläche. 
Bedingung: e, f, g gegebene Functionen von u, » $. 17. System 
höherer Gleichungen 1. Ordnung. 
Gelöst 1) auf der Ebene $. 36. 37. 
2) Rotationsfläche auf Rotationsfläche $. 50. 


VII. Darstellung des allgemeinsten dreifach orthogonalen Flächen- 
systems. 
Bedingung: fı = 0; a = 0; f; = 0 $. 26. System linearer Glei- 
chungen 1. und 2. Ordnung. 
Specielles Systeni 
1) confocales System 2. Grades $. 53. 
2) System asymptotischer Flächen 3. Grades $. 59. 


VII. Darstellung der allgemeinsten Fläche in Parametern der 
Krümmungslinien für gegebene Indicatrix der Normale. 
Bedingung: 1 lineare Gleichung 2. Ordnung $. 25. Gl. (27). 
Gelöst für die Fälle, wo die rechte Seite der Gleichung ver- 
schwindet, d. 1. 
1) wenn die stereographische Projection der gegebenen 
Indicatrix aus 2 Kreisscharen, 
2) aus einer Schar Gerader und paralleler Trajeetorien 
besteht. | 


a A eier u‘ FR, nt Ban Ay ae We ze 9 a0 AS 4 IE HIER Be Te Fi er FE a UF FI Le 
a ER a NAT 2 ee Ma Be Reh EEE 
A EEE STE en NT EN LE ER N  RREN \ r 
Va Tr Ela Ns Mn gi AN. gt i ’ 
* / 4. A a 4 f “ % , X 
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Schlussbemerkung. 


Die Gestalt, welche der analytische Ausdruck der geometrischen 
Beziehungen durch die Wahl der Fundamentalgrössen gewonnen hat, 
zeigt wol deutlich, dass sich dieselben in unmittelbarster Weise den 
Elementen der Flächentheorie anschliessen. Ich brauche in dieser 
Hinsicht nur auf die Bedingungen der 3 Haupt-Liniensysteme hinzu- 
weisen, deren jede von den Werten zweier Fundamentalgrössen ab- 
hängt. Hierzu kommt noch die Analogie zwischen den Grössen e, f, g 
und E, F, @, welche in vielen Relationen zu Tage getreten ist. Dass 
sich die Gleichungen für die Hauptkrümmungen einfacher in den 
H, H,, J, J; ausdrücken, reicht’ nicht hin, diesen 4 Grössen den Vor- 
zug im ganzen zuzusprechen; namentlich würde durch ihre Zugrunde- 
legung die Anzahl um 1 vermehrt und die Handhabung mit einer 
primitiven Relation zwischen den 7 Grössen beschwert werden. 


Manchen jedoch gefällt überhaupt eine Entscheidung a posteriori 
durch die Praxis nicht; hier ist es wichtig die Täuschungen zu ent- 
hüllen, denen vorausgehende principielle Bestimmungsgründe häufig 
verfallen. Von vorn herein wird man gewiss dem Gedanken gern 
zustimmen, die Flächentheorie mit der Curventheorie auf gemeinsame 
Basis zu stellen. In der Tat haben manche Bearbeiter der erstern 
ihre Fundamentalgrössen direct aus den Bestimmungsstücken der 
Curven auf den Flächen hervorgehen lassen. Wir wollen das Unter- 
nehmen nicht aus dem Erfolg beurteilen, der sich nicht gerade günstig 
stellt. Es ist ein principieller Grund, der ihm entgegensteht. Für 
die Flächentheorie kommt eine Rotation des begleitenden Axensystems 
' um die Tangente in Anwendung, in der Curventheorie hingegen hat 
nur eine solche um die Hauptnormale Bedeutung. Dieser Unterschied 
bewirkt, dass, wenn man beide Theorien in ihren Fundamenten ver- 
ketten will, jede der andern in der Entwickelung nur hinderlich ist. 
Das Unternehmen ist also, so sehr es auch bei oberflächlicher Be- 
trachtung für sich einzunehmen geeignet sein mag, gegen die Natur 
der Sache gerichtet. Wir können zur Berichtigung der Gesichtspunkte 
der Leitung durch die Praxis nicht entbehren. 


Die gegenwärtige Bearbeitung der Flächentheorie vermehrt in 
keinem Punkte den Umfang des Bekannten. Die Namen der Ent- 
decker der einzelnen Theoreme und Lösungen sind nie genannt, weil 
‚sich dies nicht in der Kürze gleichmässig hätte durchführen lassen. 
Weder die Deductionen noch die Aufstellungsform sind der Leitung 
der Originalarbeiten gefolgt; an beide stellte der Zweck der Verbin- 
dung zu einem einheitlichen Ganzen schon zu bestimmte Forderungen. 


Teil LIX. 2] 
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XVII. 
Ueber den Feuerbach’schen Kreis. 


Von 
Emil Hain. 


I. 


Die Seitenmitten und Höhenfusspunkte eines Dreiecks liegen auf 
einem Kreise, welcher der Feuerbach’sche Kreis genannt wird. 


Sind ABC die Ecken, 4’ die Seitenmitten und 4, die Höhen- 
fusspunkte des Dreiecks; so hat man in trimetrischen Punktcoordi- 
naten: 


AU) € b 
Brze 0) a 
RT, a N) 
H=( cosy cos ß 
H, = cosy 0 cos« 
H=Z=cosß cos« 0 


wo a und « Seiten und Winkel des Urdreiecks bezeichnen. 


Sind x. die Coordinaten irgend eines Punktes des Feuerbach- 
schen Kreises, so kann man setzen: 


Jaa 2a + 900 a a ze + 29be CpXe + 2gca Le at 2gab Lac —O 
L} 


Um die guu und gyc zu bestimmen, führen wir die Werte für A’ und 
Ha. ein und erhalten: 


Io + geb? 2giebe = O 


go COS PH gee 608 ß? + 2yve cos ß cos ER, 
21* 


JO x Hain 3 Ueber den Feuerbach’schen Kreis. 


woraus sich ergibt: 


bb 2bc08ß Ye .  26cosy 


SH en NP ne) ARTS 


Ibe a Ibe a 


Diese Ausdrücke berechtigen zur Aufstellung des Feuerbach’schen 


Kreises in der Form: 
Zacösana — LE 0x %e —O 


Ihre Richtigkeit wird durch Einführung der übrigen Werte der 4’ 
und A. bestätigt. j 


II. 


Um die Coordinaten des Mittelpunktes 7 des Feuerbach’schen 
Kreises zu finden, betrachten wir zunächst das Mittendreieck A’B’C”. 
Das Umkreiseentrum desselben ist F. Fällen wir von F auf B’C' 
und BC Perpendikel, welche in A,’ und 4, treffen; so ist: 


BE F 
A/F—=50080 Af+FA=, 


N 
a 2 


r 


FA) = c08 & — 5 608 (B—y) 


wo « r F Winkel, Umkreisradius und Fläche des Urdreiecks be- 


zeichnen. Man hat ferner: 


F 
en — 520080 — KZR—r— 0) 
wo hu die Höhen und e den Inkreisradius des Urdreieckes bezeichnen. 
Für die Coordinatenwerte von F kann man den symmetrischen Factor 
der FA, ausscheiden, so dass: 


F= cos(B—y) = 608 «4208 P cosy 
— be(a?b? + a2c? +25? e?— bt — c‘) 


Der Feuerbach’sche Punkt ist also ein Symmetriepunkt 6. Dimension. 


II. 


Die vierfache Summe der Quadrate über den Ver- 
bindungsgeraden der Ecken eines Dreiecks mit, dem 
Feuerbach’schen Punkt desselben ist gleich der Summe 
der Quadrate über den Seiten des Dreiecks vermehrt um 
das dreifache Quadratüber dem Umkreisradius desselben. 


Es ist: 
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; FA? = FB'?-- AB'?—2FB'. AB’ cos FB'A 


Man hat ferner: 


ZBEC'=2, LFBC'=%W—a, /FBA=%—a-+y 
Somit: 


ur 222-402 —a? 
DT 
FA 4 


AEFA? — Ir? Zu? 


IV. 


Der Feuerbach’sche Kreis geht durch die Mitten der 
oberen Höhenabschnitte. | 


Die Seitennormalen von A, dem Höhenschnitt H und or Mitte 
A, von AH sind: 
DF 
A=— 18) (0) 


a 


H = 2r cosßcosy Ir cO8SYyCoSs® 2rcosacosß 


En "th rcosßcosy rC08YC0OS@ rCOSaCosß 


Setzt man diese Werte für A, in die Gleichung des Feuerbach’schen 
- Kreises ein und beachtet man die Ausdrücke: 


27: 
Zac = = 22acosßcosy 


so erhält man: 


p3 ) 
Zacosaxu — nn — — + 3Pr IIcosa 
Fr Cosa 
3 aayıe = ——— (beosß-+-ccosy)—+2Fr IIcos«a 
Liegt also A, auf der Peripherie des Feuerbach’schen Kreises , dann 
ist: 
* F 
rIIeosa- le (bcosß —- ecosy) 
Diese Gleichung geht über in: 
; F 
rcoset-rcosßcosy = = 


AH-+ HH, —= AH, 


ee NN NETTER TION RER ROT TREE 91 0 WEENSONETE SEERDELIRRUSRE BE N tal al Sc 
a ee re re Me MN NISEH ERRUD r AN ET INE a a WERT TN Ir 
ah \ d Rn ars 2 va Bat, a 2, 
he Kara SR Y . * Na ae Se SR a 
hs = y n) x 3 Da RE 


- 
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IE 


Die Radical-Axe des Umkreises und des Feuerbach- 
schen Kreises ist die Harmonikale des Höhenschnittes. 


Die Gleichung des Umkreises ist: Zaxye.=0. Somit bezeichnet 


4 a cosazwa — Saxyec+ALaxın. = 0 


einen Kegelschnitt, der durch die Schnittpunkte des Umkreises und 
des Feuerbach’schen Kreises geht. Weil aber 


SaC08Sl0u2 = Iaxa I C08 aaa — F axpke 
so kann die vorhergehende Gleichung auch noch geschrieben werden: 
Zaxa 8 008 a0 — 28 axıac + AS axık. =( 
Setzen wir nun A=2, so folgt: 


Zara 3C080Xu —=O 
Saxı HE 3 C08 Xu 


Die erste dieser Gleichungen ist die der unendlich entfernten Ge- 
raden in der Ebene des Dreiecks, die zweite ist die Gleichung der 
Harmonikalen des Höhenpunktes; somit ist diese die Verbindungs- 
gerade der beiden endlichen Schnittpunkte beider Kreise. 


SIE 


Der Ort der Punkte, deren Polaren in Bezug auf den Umkreis 
und den Feuerbach’schen Kreis einander parallel sind, ist die Centrale 
dieser Kreise. Zwei Gerade Za,x. =0 und Za,2u = 0 sind ein- 
ander parallel, wenn: 


Die Polare des Punktes &, in Bezug auf den Kegelschnitt 


2 gaa%a? + 22 bc &bke u 
ist die Gerade: . 
2 (gaa Sat gab & —-guc &.) u =0 


Somit sind die Polaren von &, in Bezug auf den Umkreis und den 
Feuerbach’schen Kreis die Geraden: 
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Z(bE+ch)aa =V = Fazı | 
3 (2acosa& —bEc— ch) =0 = Pe 


Der Ort der Punkte &, für welche ‚diese Geraden einander parallel 
sind, ist die Curve: 


2a C08 a xu —a; 2bcos Bm — b, 20 C08 y &c —cı 
a b c 


bxzcHe& CXat-axe axy + bxa 
— | 2ac0saxu +2bcosßay 20 C08 yXe 
a b FIG 
— Za’d (a0? — bexyxe) — O 
wo 
a —= b?— ce}, a’ —= b?-4e2— a? 
Die Determinante wird hier Null für ”a— C0sßcosy und za= cose, 


weil in beiden Fällen zwei Zeilen gleich werden. Ausserdem ist für 
Ca = be 


Sa'a (a’za? —bexyee) = 0 


Folglich liegen der Höhenschnitt 7, das Umkreiscentrum U und der 
Schwerpunkt S mit F auf dieser Curve, d. h. auf einer Geraden. 
Denn die andere Gerade, welche dieser Gleichung noch angehört, 
muss die unendlich entfernte der Dreieckebene sein. Man nennt jene 
die Euler’sche Gerade; ihre Form ist: aa’a’. Ferner ist aus den 
Formen i 


U= cosa, FZ c08«-+2cos ßcosy 
SZ c08«@-+cosßcosy, H= cosßcosy 


&. 


ersichtlich, dass U und F, S und H zugeordnete harmonische Punkte 
sind. 


Nach diesem ist also die betrachtete Curve ein System von zwei 
Geraden. Und zwar findet man: 


aa (aaa — beayxe) = Zaa’a' za. Zaxı 


! ’ 
BD" cc Bu aa" 


# 
weil 


Nun gilt die Gleichung 
aaa” 23 ge X0&c = 0 


für ein System von zwei Geraden, wenn: 


nm FR, nd 
Ja == Da’ a 0», Is = — a'a "be 
. an N i 


N=3Il ad — Za'3a? 
"Sind also abe die Seiten eines Dreiecks, so ist: 


38 
Eu } 


a 


3118? — ce?) (#’+c”— a?) = 2 (2 (We —ai) 


. : Wien, im Januar 1876. 
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XIX. 


Miscellen. 


#; 
Ein Beitrag zur mechanischen Quadratur. 


Zu meiner Abhandlung im 58. Bande N. VI. gebe ich noch einige 
Ergänzungen. 


Nach S. 5. No. 5. ist 


ie E==124° 


1) F= BR +— 


wegen No. 2. und No. 4. ist also auch: 


En 1120 
2) | YR f(x) de = 5Wtu)+ a a, 
er 
Da f(«) = „ta, &—+az22, so ist: 
Be Eu 20,2 = f'(«) —f’(0) 
mithin auch 
3) So + 


_ Bezeichnen Yo» Ya» Ya» Y6 --- Y2n-2, Y2n der Reihe nach die Functions- 


werte: 
7 h h 
ro), rot m), Aa u: 


SR) 5 + AM), 


N 
EN ne 
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so ergiebt sich, wenn f(x) nach Potenzen von x entwickelbar ist, 
durch nslerhene Anwendung von No. 3. und zwar um, so genauer, 
je kleiner A ist: | 

nh 

s h 
2 fe da = 3 (yo +y+ntYy+ ... 49-2 Y2n) 

0 1—12 
1. 


ar PN 
5 ah) —FO))oy: 
Fürr!=$%und/i=0 ergeben sich die bekannten Formeln: 


E7 


nıh 


5) f fa) de = hs) Hr) Hr@H- .. 
+/(a—1)h)+3/(nh)) —(f'(nh) —f' 0% 15 und 


6) row ol ) +72 »)+’& F)+-- 


v h? 
+r(&n95)) +7’ 0) 3%: 
Ist f(x) = gta, xt ag2?+a;0®—+a,x* so hat man: | 


f"'(«) 80) 
4! : 


d.% = 


es ist also der in $. 2. Nr. 2. für / gegebene Ausdruck: 


32004 42)+240R2u? 


m 72 a J 


und daher nach $. 2. No. 1. 


n row u) ln — 1242) (try) 1122) (+22) ) 


a 2) 2404 
Rn "0,5, 


Für u =0 ergiebt sich die Aiufechere Formel 


; 32022 Be 
9 / ra)de RN OO 
0 ’ 


Für AI ud) entstehen: 


x 7 , z €. N 
9) f: Sa)de=a (SO +4F ()- HE) LT 
: | | 


Miscellen. 33l 


und 


10) an 2 (37 (2) +27($) Has (3) ) 
0 
U 
+5 "0 "0. 


Durch wiederholte Anwendung der Formeln No. 7. bis 10. erhält man 
nh 


Näherungswerte für f f(x) d«. 
) 


Um halbconvergente Reihen für das Integral in No. 4. zu er- 
halten, kann man setzen: 


\ nh 
h 
11) Staat tuntnt 2. Yan) — zE er 
0 


r>0O 
worin Ur—= (72) Be @) ) ist. 
dar xs=nh dx’ 20 


Wählt man zur Bestimmung der Coefficienten Ar für f(x) den 


Ausdruck e*, so ist: 
nh 
S re de — erh —1, 
ö 
ferner 


Yo + Ys ia +Y+ .. » Yan 
3 h \ h 
Eu 3- =, Stan, ne Shan Bd a ZEN a ARD T/ 
— - (1 en di en—DA) 


Zeit (ey en 
Ah —/Ah 
: ie £ 7 (erh — 1) 
e2 er e 2 ee 
Ah 
opel (e*—1) und 
Sin 5 


2 een = En 


: Ta 


: 332, | | | Miscellen. BR 
Es ergiebt sich daher nach No. 11. | = - ; ne, v a: 
h&o8 Ah i \ 
E73 ec Ir >US 
OR, ) 
e Sin (r + 
und auch 5 
| Ar h Co8Ah 
RL ESTDE N 1 de i 
® Reel er ER 
ne Enz 


Da die rechte Seite eine gerade. Function von hist, so hat man auch 


Ay,-— h Al 
13) en... 
a Ben 
Einz 
h &08 4, : VER Pe, 
Setzt man 5 —— =), so ist A»r-ı die 2rte Ableitung von V 


fürrh =. 
Aus h.&u3ih = 2V Ein, ergiebt sich, wenn man. die (2r+1)te 2 
Ableitung bildet und hierin A — 0 setzt: ER 


di | A | ARE 
art = 2 tt ertegat x 
rt) 


oder auch: 


14) (Ar +1) (2A) = 1-+(2r-+ 1),224, + @r +1), 27454... Be 
+ ar +1)» Ar-ı. 


Für =} erhält man hieraus die Bernoulli’schen nn ai 
abwechselnden Vorzeichen. & 


Es lässt sich Y auch direct nach Potenzen von % entwickeln. 


Aus : 5 | 
h Ba- E 
5 en —ip2r; »>O und 
2 a Zr) Be 
Sin, | % 
120 h20 ae, GR 
= I —— 
E03 os ra 
ergiebt sich durch Multiplication: a 
15) Ayr-ı — ir — (2r), en BM&2—- PIyE: u, wir, a 


ur Be Be 
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Um die Abhängigkeit der A von A anzudeuten, kann man statt Ay,—ı 
auch dar-1 setzen, es würde alsdann 


Ay—_r = (—1)rH Ba-ı sein. 
ı 


Nach No. 11. ist nun 
yıh 


h Ar— 
16) Sro« = 5 WrYytNtY 4m —2& 3 Th; 0 


0 (2r)! 
und 
nh > 
h Ar-ı 
17) Se)k=35 Gott .. 2) —L u Um-ıner. 
0 (2r)! 


Bezeichnet man die ersten Glieder der rechten Seiten in No. 16. und 
17. durch F, und F, so ergiebt sich 


yıh 


18) F: f(x) de = 
0 


F,4—124)+R, (122—1) 
12(4°— u?) 


1 | h2r 
UNE BE OM a 2, Pe re, 
a) (Aar-ı (1— 12u IrAr-ı (124?—1)) Uy,—ı On! r>1 


Der Rest beginnt also mit der vierten Potenz von A. 


Es lässt sich leicht nachweisen, dass der Coefficient As,_ı eine 
Bernoullische Function ist. Da 


h&osAn En 
2 8 bi 
Sinz 


A Re | 


ist, so hat man nach den vom Prof. Dr. Hoppe in seiner Differential- 
rechnung Capitel 8 gegebenen Definition der Bernouillischen Functionen: 


Ar-1 = F%,(A) a 4(p2,($ + A) -+ yar($ — 4)), 

also auch: | 
| P(@a+3) = ps +N-+ps(— N) 
Es ist aber: 

On (1 Er A) = (7 1)* Pn(k), also 

92, (1 -/- A) = 9(— A) mithin 

For(A-+3) = 92(1-+4) und 

Frl) = gr(A-3). 


Kiel im März 1876. Ligowski. 
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2; 
Note über lineare Differential-Gleichungen. 


Petzval stellt im 1. Bande seines Werkes „Integration der linearen 
Differential-Gleichungen“ und zwar Seite 193 diejenige lineare Diffe- 
rentialgleichung 2ter Ordnung auf, deren allgemeines Integrale 


y= (je !Pıdr—- C, eS$adr (1) 


ist, unter C, und C, willkürliche Constante und unter 9, und @3 
beliebige Functionen von x verstanden. 


Nach Petzval ist nämlich diese Differentialgleichung nachfolgende: 


(92 — 91)y — (9°— 9ı°+ P9 — 9 )y + (P3°91ı — Pı°9 + 9193’ 
— 9191 )Y =0 (0) 


Ich will nun 9, und 9, specialisiren, und setze erstens: 


eSYyıdz — emg(), eSYadxz — eny(%) 


woselbst m und n constante Zahlen, und p(x) eine beliebige Function 


von & bezeichnet. 


Hieraus folgen zunächst nachfolgende Gleichungen: 


S Hl) da = mp), Spsde — nple) 
und sodann: 


9,(2) = myp'(e), = nY'(«) 


Setzt man diese Werte in (2), so erhält man eine Gleichung, die, 
durch n— m dividirt, folgende Gestalt hat: 


9 (2) .4y"—[(m+n)p'(&).P(&) + pa) y’mn[p'(a)].y —=0 (4) 
deren allgemeines Integrale: 
y—= (yemp@) + 0, er y@) 
ist. Man überzeugt sich leicht, dass im Falle‘ 
MN 
ist, der Differentialgleichung: 
9 (2)y"— [2m p'(&) P’()+ P"(e) ]y’+m’Lp'(e) Py = 
genüge geleistet wird durch 
y= 9a [C,+ 3, 9(e) ] 


woselbst wieder C, und C, willkürliche Constante bedeuten. 


% 
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Ich setze zweitens 
ee — [play Pr, eFpalelas — [ypfa) 
Nimmt man beiderseits die Logarithmen, so erhält man: 
S Yıla)dz — mlogyla), Spsla)dr — nlog pl) 
und wenn man differentirt, so erhält man: 


nay'(z) 

Y(«) 

Durch Einführung dieser Werte in die Gleichung (2) erhält man 

nach einiger Reduction: | 

v2) va) Ya) y’— (2) ya) Ya) Hm +n—1) Ya) Wa) ]y/ 
+mn{y’(&) ’y — 0 (5) 


tn. le) - 


Dieser Gleichung genügt also 


‚= CWAPr + 


unter y(x) eine bestimmte Function von & und unter m und n con- 
stante Zahlen verstanden. 


Setzt man m=n, so geht die Gleichung (5) über in: 
v2) da) va)" —Yle) Lyla) y”@)+ Om - 1)%(a) Ya) ]y' 
+m2[y/(a) x = 0 


und das Integrale dieser Gleichung ist: 
y = [v@) ]".[C; + Czlogy(e)] 
wenn wieder, wie früher, (63 und (, willkürliche Constante bedeuten. 


Wien, den 28. März 1876. Simon Spitzer. 


7 
Beitrag zur Theorie der Cissoide, 


Bezeichnen wir mit «; die Ootangente des Winkels, welchen die 
Verbindungslinie eines Punktes der Cissoide © und des Coordinaten- 
anfanges mit der x Achse einschliesst, so lassen sich die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes der Cissoide als rationale gebrochene Func- 
tionen des Parameters x; ausdrücken *), nämlich: 


.*) Archiv d. Math. und Phys. 56. Teil pg. 144, 


u 


are 
« 14+u! 


a 

ES u(1-+- u?) 

‘Als Gleichung der Verbindungslinie zweier Punkte u,, %3 der Cissoide 
ergab sich uns: j 


U ug (u + u9)y — A401? 4% ut ua ta — 0. 
Vier Punkte %,, %, U, u, liegen auf einem Kreise, wenn sie der 
Bedingungsgleichung | | 
ut Wut uU — 0 
genügen. Für einen Krümmungskreis isttwew-w- “ daher ist 


der Parameter des Schnittpunktes der Krümmungssehne wu, gleich 
— 3u, somit die Gleichung der Krümmungssehne a 


Buy (147u?)e-+a = 0 (2) 
Die Derivation dieser Gleichung nach ergibt | 
x “ 
u=;, .(@&) 


und setzen wir diesen Wert für « in die Gleichung (2) ein, so er- E 


halten wir nach einiger Umformung 


N =. 5 
BE N 4 
3 33V a—x (4) 


woraus folgt, dass „die Einhüllende der Krümmungssehnen 


der Cissoide, wieder eine Cissoide ist und zwar eine 
Affine der gegebenen“. Er 


Prag, Februar 1876. K. Zahradnik. 
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xXX. 


Theorie der Kardioide. 


& 
Von 


ÄK. Zahradnik, 


1. Die Kardioide *) ist eine Epieykloide, deren Erzeugungskreis 
denselben Halbmesser bat wie der feste Kreis. Ihre Gleichung ist: 


(2?-+y2)? — das (02-4 y2) — da?y?. (1) 


Aus dieser Gleichung erhellt, dass der Anfangspunkt der Coordinaten 
und die imaginären Kreispunkte Doppelpunkte (u. z. Spitzen) der 
Kardioide sind; demnach besitzt die Kardioide die Maximalzahl der 
Doppelpunkte, welche überhaupt eine Curve vierter Ordnung haben 
kahn ohne in Curven niederer Ordnung zu zerfallen, ist somit vom 
Geschlecht Null, d.h. die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
Curve lassen sich als algebraische rationale gebrochene Functionen 
eines Parameters von demselben Nenner darstellen. Als solcher Para- 
meter ergibt sich der Halbmesser eines Kreises, der die Rückkehr- 
tangente der Kardioide in ihrem reellen Rückkehrpunkte berührt **). 
Jeder Kreis schneidet die Kardioide in acht Punkten, hat aber die 
imaginären Kreispunkte mit derselben gemeinschaftlich, was für vier 
Durchschnittspunkte zählt, ferner geht er durch den reellen Rückkehr- 
punkt der Cardioide und berührt die Rückkehrtangente in diesem 
Punkte, was für drei Durchschnittspunkte zählt, zusammen sieben, 
somit erübrigt bloss ein Durchschnittspunkt, dessen Lage von der 
Grösse des Halbmessers des Kreises eindeutig abhängt. 


*) Erschien in Weyr’s „Archiv mathematiky a fisiky.“ Bd. I. Prag 1875. 

*#) Diesen Parameter wendete zuerst Dr. Em. Weyr an in seiner Abhand- 
lung „Lemniscate in rationaler Behandlung.“ -K. böhm. Gesellsch. d. Wissen- 
schaften. Prag 1873, 
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Die Gleichung des besagten Kreises lautet 
ey? = 2uy ; (2) 
wo v» dessen Halbmesser bedeutet. 


Führen wir für «?-+y? den Wert in die Gleichung (1) ein, so 
'erhalten wir nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen Factors 4 


vo2y — 2ave — a’y 
woraus 
2av 
a 3 
Yy ARE (3) 


Führen wir nun diesen Wert für y in die Gleichung (2), so erhalten 
wir nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen Factors & 


(= a) 4av? 
Si Re 


v2 — a? ve —qa 
® 


2 


woraus 
4av? (v2 — a?) | A 


ge (va)? 
und mit Rücksicht auf Gl. (3) ergibt sich 
Sa?v? 


UN („+ a2)? 


Diese Gleichungen nehmen eine einfachere Form an, wenn wir 


TR R 
o_; (6) 
setzen, wir erhalten so u 
| 4a (1 u?) 
a EEE BEN EE 
(1+-u?)” 
(7) 
Er Dau 
Au (1 + u)? 


als die verlangte Gleichung der Kardioide. 


Durehschnittspunkte einer Geraden mit der Kardioide. 


2. Die Parameter der Durchschnittspunkte einer Geraden 


matny-1 = 0 
mit der Kardioide erhalten wir, wenn wir für « und y die Werte aus 


Gl. (7) in die Gleichung der Geraden einführen, als Wurzeln nach- 
stehender biquadratischen Gleichung: sa 


ut + (2 — Aam) u? +8anu+ (1-+4am) = 0. (8) 


j 

r 

4 

F 
Be 
| 
2, 
Bi; 
3 
Pi 

i 

. 

- 


RT na NET ll RB RER BR FT SE RE ER 
a 
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Zwei der Durchschnittspunkte bestimmen die Lage der Geraden, 
es müssen demnach zwischen den Parametern der Schnittpunkte zwei 
Relationen stattfinden, und diese ergeben sich aus Gl. (8). Sie sind 


(4), — 0 
(w)s+(w), = 3 (9) 


wo (w)z Combinationen der Parameter der Schnittpunkte kter Classe 
bedeutet. 


Für „= u,—=u geht die Secante in eine Tangente über und 
die Gleichungen (9) nehmen dann nachstehende Form an: 


uU, =— 2u 
Uli = 8: s 


Diese Gleichungen können wir durch nachstehende quadratische Glei- 


chung ersetzen: 
?--2u 43 = 0 (10) 


deren Wurzeln die Parameter «, und wu, sind. 


Die Gleichung (10) besagt uns, dass die Tangente in einem be- 
liebigen Punkte der Kardioide dieselbe in weiteren zwei Punkten 
schneidet; dieselben sind entweder reell oder imaginär, je nachdem 


ee), 
u V3 


oder mit Rücksicht auf Gl. (6), je nachdem 


Eu 
A, 


ist. Diejenigen Punkte, welche den Parametern u — + y3 ent- 
sprechen, sind Grenzpunkte und sind bestimmt durch den Halbmesser 


en Yo pe 73; sie sind Berührungspunkte der Doppeltangente, was wir 
später nachweisen werden. 


Die Parameter der unendlich fernen Punkte der Kardioide er- 
geben sich aus der, Gl. (7), wenn wir | 


(1+u9)? = 0 
setzen; wir bekommen so 
ER 


zweimal, d. i. die unendlich fernen Punkte der Kardioide sind ima- 
ginär und wir können leicht erweisen, dass sie mit den unendlich 
fernen Kreispunkten zusammenfallen. 

22% 
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Aus Gl. (7) folgt 


Für u = +i geht diese Gleichung über in 


a 
was zu erweisen war. 


Secante und Tangente. 


3. Die Gleichung der Secante als der Verbindungslinie zweier 
Punkte z,u, der Kardioide ist: | 


x Yy 1| 
dal—u?) 8a, 
+9 (4°) 
(dall—u) __Baus 
ee 

Nach kurzer Umformung geht diese Determinante über, mit 
Beseitigung des gemeinschaftlichen Factors (u, — us) in: 


ee) 


x Y 4a 
1—u,? 2u; (1-+u,2)? — ENT 
| — (u +%) 2 tut U + u 2 (0 4%) | 
Für v, = ug = u geht die Secante in eine Tangente über und wir % 


erhalten so aus Gl. (11) 


x Y 4a | 
=(), 


1—u2 2u (+. | 
ee 1. 2u342u 


Multiplieiren wir die dritte Zeile dieser Determinante mit 2% und 
subtrabiren dann dieselbe von der zweiten Zeile, so erhalten wir 


x Y 4a | | 

| 1402 0 (A-+u)(1-—3u2) | =0. | 

& { 

| —u il 2u(1-+-u?) | 

Hier können wir mit dem Factor (1--u?) kürzen und wir erhalten a 

so die gesuchte Gleichung der Tangente: i R 
(1 —3u2)2+u(3—u?)y = 4a. (12) 


Diese Gleichung ist in Bezug auf « vom dritten Grade d. h. aus 
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einem beliebigen Punkte (xy) kann man zur Kardioide drei Tangenten 
legen, und die Parameter der Berührungspunkte sind die Wurzeln 
der Gl. (12) in Bezug auf «. Die Zahl der Tangenten von einem 
Punkte gibt uns die Classe der Curve; die Kardioide ist somit 
eine Curve vierter Ordnung und dritter Classe. 


Die Richtungsconstante der Tangente ist nach Gl. (12) 


1 


De 


Die Tangente ist zur X-Axe parallel, wenn 


ER 1 
"<= EyS 


ist, steht senkrecht zu dieser Axe in den Punkten, deren Parameter 
vo. vw=hYy3 


sind, und da die Gleichung der Tangente für beide letzten Werte 
sich nicht ändert, nämlich 


so ist ersichtlich, dass diese zwei Tangenten in eine zusammenfallen, 
nämlich in eine Doppeltangente, wie wir schon im Art. 2. erwähnt 
haben. N 


Asymptoten. 


4. Die Asymptote ist eine Tangente im unendlich fernen Punkte 
der Curve; wir erhalten demnach die Gleichungen der Asymptoten 
der Kardioide, wenn wir in die Gleichung der Tangente die Parameter 
der unendlich fernen Punkte einführen. Aus den Gl. (7) folgt 


N Aa 


als Parameter der unendlich fernen Punkte, und zwar jeder dieser 
Werte zweimal. Führen wir nun diese Werte in die Gl. (12) ein, 
so erhalten wir 


A a ER? 


als Gleichungen der Asymptoten. Dieselben sind imaginär, aber 
schneiden sich in einem reellen Punkte auf der X-Axe in der Ent- 
fernung a vom Anfangspunkte der Coordinaten, d. h. im Mittelpunkte 
des Grundkreises, 
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Normale. 


5. Die Gleichung der Normale im Punkte u ist: 


Sau u (8 — u?) da(1— | 
IT aFa T 1-38 | At28 


oder nach einer kleinen Reduction: 
[y(1— 302) — zu (3 u2)] (1402)? + 4au (1-+u2)? — 0. 


Diese Gleichung können wir mit dem gemeinschaftlichen Factor 
(1-2), welcher von den imaginären Kreispunkten herrührt, teilen, 
und so erhalten wir als Gleichung der Normale: 


(1 — 3u)y— u — u)c-Aau —0. (13) 


Diese Gleichung ist in Bezug auf « vom dritten Grade, woraus er- 


hellt, dass man aus einem beliebigen Punkte (z, y) der Ebene der 
Kardioide an dieselbe drei Normalen fällen kann, und deren Fuss- 


punkte ergeben sich als Wurzeln der Gleichung (13) in Bezug auf v. 


Involutionskegelschnitt. 


6. Die Tangente 7 im Punkte « der Kardioide schneidet die- 
selbe in ferneren zwei Punkten ,, 25; die Tangenten dieser Punkte 
T, und 7, nennen wir zwei conjugirte Tangenten. 


Für dieselben können wir sogleich nachstehende Sätze erwähnen, 
welche sich leicht beweisen lassen *). 


Conjugirte Tangenten der Kardioide bilden eine 
quadratische Involution. 


Jedes Paar conjugirter Tangenten bestimmt auf der 
Doppeltangente zwei Punkte, welche die Berührungs- 
punkte der Doppeltangente harmonisch teilen. 


Bewegt sich die Tangente 7’ auf der Kardioide, so ändert der Punkt 
(7,73) seine Lage und beschreibt einen Kegelschnitt, den Weyr- 
schen Involutionskegelschnitt. Die Gleichung derselben können 
wir leicht ableiten. Die Coordinaten des Punktes (7, 7,) seien AR 
dann sind die Parameter der Berührungspunkte der aus dem Punkte 


(7,73) zur Kardioide gelegten Tangenten gegeben durch die Glei- | 


chung (Art. 3.) 


3 Wan es — 
+ u 0. 


*) Grunert „Archiv für Math. und Phys.‘ Bd. 58. pg- 30. 
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Zwischen den Wurzeln und Coefficienten dieser Gleichung bestehen 
aber nachstehende Relationen: 


3 

el 3 y = uU, 

(0) = — 3 — u(u 4%) + U, 2% 
da—x 

(ls y ae 

Nun ist aber (Art. 2.) 
U, U =— 2u 
U 3. 


Führen wir diese Werte in die obige Gleichung, so erhalten wir: 


3x 
2U — Us; = — 
BY 
Uu — 
da—x 


Eliminiren wir aus diesen Gleichungen « und ws, so erhalten wir: 
502 — 22ax — 274? + 8a? = 0 


als den verlangten Ort des Punktes (7, 75), nämlich eine Hyperbel. 
Ihre Gleichung vereinfacht sich,. wenn wir den Mittelpunkt der 
Hyperbel zum Anfangspunkte der Coordinaten wählen, wir erhalten so 


SR. 


Der Involutionskegelschnitt bei der Kardioide ist eine Hyperbel, 
welche durch die Berührungspunkte der Doppeltangente hindurchgeht. 


Kubische Involution. 


7. Unter einer jeden Richtung können wir drei parallele Tan- 
genten zur Kardioide ziehen. Diese Tangenten schneiden die Doppel- 
tangente der Kardioide in einem vertauschfähigen Punkttripel, denn 
mit einem solchen der drei Punkte sind die übrigen zwei eindeutig 
bestimmt. Diese Punkttripel bilden auf der Doppeltangente eine 
kubische Involution. | 


Ein jedes solches Punkttripel B,, B3, B3 besitzt die Eigenschaft, 
dass der mittlere Punkt 3, die Entfernung der beiden anderen Punkte 
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B;, B, in der Weise teilt dass sich die Entfernungen B,B,, BB, 
vom Mittelpunkte der Grundkreise unter einem Winkel von 60 Graden 
projiciren *). 


Es ist nämlich die Richtungsconstante der Tangente: 
u 
ee) 
Richten wir diese Gleichung nach den Potenzen von ein, So er- 
halten wir: 


+ u Bu — : =); 


Die Wurzeln dieser Gleichung »,, «,, vs sind Parameter der Berüh- 
rungspunkte der Tangenten, welche wir unter einem Winkel, dessen 
Tangente gleieh A ist, zur Kardioide gezogen haben. Die Tangenten 
sind demnach auch involutorisch, denn mit dem einen Berührungs- 
punkte » sind vermöge der obigen Gleichung auch die übrigen zwei 
Berührungspunkte der zu 7u parallelen Tangenten gegeben. Die 
Relationen, welche zwischen den Parametern solcher drei Berührungs- 
punkte bestehen, ergeben sich unmittelbar aus der obigen Gleichung, 


sie sind 
(wu), -H 3 (w)3 = 
(u) =—3 


Lösen wir diese Gleichungen nach (« Us) und u,u, auf. so er- 
1 2 13 ’ 


halten wir: 
8 
a 


! w—3 
Kat era 
aus welchen wir die Gleichung 
2(1-+u) 
a a 


y 


ableiten können. Dieser Gleichungen bedürfen wir zum Nachweise 
obengenannten Satzes. 


Die Tangente im Punkte » der Kardioide schneidet die Doppel- 
tangente im Punkte 3. Verbinden wir diesen Punkt mit dem Mittel- 


*) Siehe Dr. Em. Weyr: Grundzüge einer Theorie der eubischen Involu- 
tionen, Abhandlungen d. k. böhm. Gesellsch. d. Wissensch. Prag 1874, sowie 
dessen „Ueber metrische Winkelrelationen der Cardioide“ Sitzb. d. k. böhm. 
Gesellsch. d. Wissensch. Prag. 


’- ie zig u‘ wu NE, de - f er Y + ’ m “ 
Ri Be DE LE 0:7 yon 7 RT 4 r pe 
% " x Bu’le Tu IR S h . % 4 d \ > 
? N ware 5 FR Ey vr er r 3 M R 
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. punkte des Grundkreises C, so ist die Tangente des Winkels, den 
die Gerade BC mit der Abseissenaxe bildet, gleich —u, wie man 
sich leicht durch Rechnung überzeugen kann. Eine zur 7‘, parallele 
Tangente bestimmt auf der Doppeltangente den Punkt 3,, und die 
Tangente der Geraden B;C mit der X-Axe ist gleich —u,; ähnlich 
ist die Tangente der 3,0 mit der X-Axe gleich — lg. Bezeichnen 
wir nun den Winkel 3,0 B, — 6, so ist 


ESTER | 
u 1-4 u, %, 


Führen wir die Werte für % u, und zu, in diese Gleichung ein, 
so erhalten wir: 
a y3 


daher 
ö = 60°. 


Ebenso können wir dartun, dass der Winkel BsC B, = 60°, (oder 
dem Supplementarwinkel 120°), woraus auch dasselbe für den Winkel 
B,CB; folgt, womit der erwähnte Satz als bewiesen erscheint. 


Evolute. 


8. Die Anzahl der Normalen, die wir von einem Punkte auf 
die Curve fällen können, bestimmt die Classe ihrer Evolute, somit 
ist die Enveloppe der Normalen bei der Kardioide d. 1. ihre Evolute 
der dritten Classe. a 


Die Normale N schneidet die benachbarte Normale N’ in einem 
Punkte der Evolute; ist nun die Gleichung der Normalen (13) 
(1— 3u2)y — 3 —u2) ur +4au = 0 
so ist die Gleichung der benachbarten Normalen 
buy-+ (3>— Bu) ce — da —= 0. (14) 


Lösen wir nun diese zwei Gleichungen nach & und y auf, so erhalten 
wir die Coordinaten des Schnittpunktes 
4a(1—+-3u2) 
77 3(l2Em2)8 (15) 
Bau? 
ER 3(1-+-u2)2 


als Gleichungen eines veränderlichen Punktes der Evolute der Kar- 
dioide, somit die Gleichung der Evolute selbst. 


Wir erhalten ihre Gleichung in der Form von F(«,y) =0, wenn 
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wir aus den Gleichungen (13) und (14) oder aus den Gleichungen (15) 
den veränderlichen Parameter « eliminiren. Zu diesem Behufe ordnen 
wir die Gleichungen (13) und (14) nach den Potenzen von x, und wir 

erhalten so 
| zud— 3yu? + (da— 32) uty = 0 (16) 
3xu? — byu—+ (da — 3x) — 0 (17) 


Multiplieiren wir die erste Gleichung mit drei und die zweite mit u, 
so erhalten wir durch Subtraction 


— 3yu? +2 (4a—32)u4+3y = 0 (18) 


eine Gleichung, welche uns die erste der zwei Gleichungen vollständig 
ersetzt. Eliminiren wir nun aus Gl. (17) und (18) den Parameter , 
so erhalten wir 


3x —6y da — 3% 0 

0 3% — by da — 3% = 
—3y  2(4a— 3x) 34° 0 

0 —3y 2(4a— 3x) 3% 


Nach cinfacher Umformung geht diese Determinante über in: 


da —3 da— 3x B: 
(Aa—3e)e—3y2 2a 0 |=0 
0 da—- 3x 3y2 | 


oder aufgelöst: 
12a2y24 (e[da— 32] — 392) ((Aa— 322-4 9y2) — 0. 


Diese Gleichung der Evolute können wir vereinfachen, wenn wir den 8 | 
Anfangspunkt der Coordinaten in den Doppelpunkt der Evolute ver- 
legen, durch parallele Verschiebung der Y-Axe. Dies geschieht, wenn ; 


wir setzen A 
4a— 3x0 —= 35 S 


und diesen Wert in die obige Gleichung einführen; wir erhalten so 


’ AETIab ne 4a?y? | 
+ ze (19) 


“ 


Vergleichen wir diese Gleichung mit der Gleichung der Kardioide, 
so erkennen wir, dass die Evolute der Kardioide wieder eine Kar- 
dioide ist, für welche der Radius des Grundkreises ein Drittel so 
gross ist, wie bei der gegebenen Kardioide. 
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Durehschnitte eines Kreises mit der Kardioide. 
Die’ allgemeine Gleichung des Kreises lautet: 
0? + y? — 2po —2qy tm? = 0 
m? — pp? g2—r. 


Die Parameter der Schnittpunkte erhalten wir, wenn wir die Werte 
für © und y aus Gl. (7) in die Gleichung des Kreises einführen. 
Ordnen wir das Resultat der Substitution nach den Potenzen von u, 
so erhalten wir: 


m?u° + (2m? -+ Sap) u? — 16aqw-- (164? — 8ap-+m?) = 0. (20) 


“oO 


Jeder Punkt schneidet die Kardioide ausser in den imaginären Kreis- 
punkten in ferneren vier Punkten, deren Parameter die Wurzeln der 
Gleichung (20) sind. Aber schon drei Punkte bestimmen die Lage 
des Kreises, somit muss zwischen den Parametern der vier Sehnitt- 
punkte eine Relation stattfinden, welche uns angibt, wann vier Punkte 
der Kardioide auf einem Kreise liegen. Dieselbe erhellt schon aus 
der Gleichung (20), nämlich 


BY, = u tw tut — 0. (21) 


Es jst dieselbe Bedingungsgleichung, auf welche wir bei der Cissoide *) 
gekommen sind, es gelten deraacı jene Sätze, die wir unmittelbar 
aus dieser Gleichung für die Serüide entwickelt haben, auch für die 
Kardioide, z. B. 


Schneiden wir die Kardioide mit einem Kreise in den 
Punkten ı,, %, ü, u,, und durch die Punktepaare Upz Ug 
und 25, ©, legen wir zwei andere Kreise, welche die Kar- 
dioide in den Punkten »,, v, resp. x, vy schneiden, so 
liegen diese neuen vier Schnittpunkte »,, 2, v3, % au 
einem Kreise. 


Krümmungskreis. 


10. Wenn drei der Schnittpunkte zusammenfallen, das ist 
%=%W=w=wu, geht der Kreis durch drei benachbarte Punkte 
hindurch, wird zum Krümmungskreise. In diesem Falle geht die 
Gleichung (21) über in 

ut 3u = 0. (22) 


Vermittelst dieser Gleichung können wir den Krümmungshalbmesser 
in einem beliebigen Punkte der Kardioide construiren. Nach der 


*) Siehe Arch v für Math. und Phye. 56. Bi. pg. 144. 
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d 
Gleichung (6) ist a WR den Halbmesser des dem Punkte 
2 


entsprecheuden Kreises bezeichnet. Führen wir den Wert für » in 
die Gleichung (22) ein, so erhalten wir 


T 


a 3a 
— — —=( 
v 02) 
oder 
vv, = 
woraus 
® 


Wir verbinden somit den Punkt « mit dem Anfangspunkt der Coor- 


dinaten O, und errichten in der Mitte 3 der Verbindungslinie «O 
eine Senkrechte, welche die Y-Axe im Mittelpunkte S des dem Punkte 


v entsprechenden Kreises schneidet, demnach ist OS —=v. Beschreiben 


wir nun einen Kreis vom Halbmesser gleich 408, der die Rückkehr- 
tangente der Kardioide in ihrem Berührungspunkte berührt, und zwar 
auf derselben Seite, wo sich der Punkt « befindet, so erhalten wir 
a, als den Schnittpunkt des Krümmungskreises im Punkte v. Die 


Senkrechte im Mittelpunkte der vw, schneidet die Normale des Punktes 


« im Mittelpunkte C des gesuchten Krümmungskreises und Cu ist 
der gesuchte Krümmungshalbmesser. 


Bezeichnen wir den Punkt ua, als dem, Punkte % conjugirt, so 
können wir nachstehenden Satz aussprechen: 


Die den Schnittpunkten eines Kreises mit der Kar- 
dioide conjugirte Punkte liegen wieder auf einem Kreise. 


Aus der Gleichung (20) folgt: 


m? (u)g = 2m? ap 
m? (u); = 16aq 
m?(u);, = 160? — 8ap + mi. 


Für einen Krümmungskreis gehen diese Gleichungen über in: 


2m? + 8ap i 
AIRES a % 
(%)a Val 77 m? 7 
16a 
= — u 
16a? — 8ap + m? 
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Aus diesen Gleichungen folgt: 
i 2.1609 
3(1-+u2)? 


4a(1-+ Bu? 
P= rer (23) 


m—— 


Fr Sau? 
HIFF 3(1-+u2)? 


Vergleichen wir diese Gleichungen mit den Gleichungen (15), so sehen 
wir, dass sie gleich sind, was natürlich klar ist, da der geometrische 
Ort der Mittelpunkte der Krümmungskreise und die Enveloppe der ° 
Normalen einer Curve identisch sind. 


Rectification der Kardioide. 


11. Die Bogenlänge einer Curve ergibt sich nach der Formel 


SV)" 


Bei der Kardioide haben wir 


dy 8a(l—3u2) 


du (1-+u2)3 


daher ist 
a Ba 
aut + u2): 
woraus 
du Sau 
's:sS = Sa data = Yıra „m 


Nehmen wir das Integral in den Grenzen O0, ©, so erhalten wir die 
halbe Bogenlänge der Kardioide, somit wird die ganze Bogenlänge sein 


Sau 
Inge; 100 


vi 


ey 


Quadratur der Kardioide. 


12. Die Fläche einer Curve ergibt sich nach der Formel 
| P = [yd« 
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demnach für die Kardioide 
(3— u?) u? du 5 
ih Rd ee 2 
N (1-42) ü 


SFR 


Setzen wir nun 


ER 


Ss 


A um du 
SE 


3 

- : 

so können wir für den Flächenausdruck schreiben: E 
P=— (8a)? (3.n,,— 4) =— Ba)? I. 4 

Nun ist y : 
JIm,n rer Jm-—2, n En Jm-—2, n—l S 

1 3 Ri 

mn 2(n—1) (1-+ u?) ne: a Fe De > E 

somit | { 3 
J=—AJ, +5 —J5. ® x 


Integriren wir in den Grenzen *) », 0, so erhalten wir die halbe 
Fläche der Kardioide, demnach ist 5 


0 
2n—3 
ea 
[ 0) 
und für die Kardioide 
0 
AR 3 N 
J= 4J; = 4.8 arctgu 
somit | EN ER 
ae St 
ET BRD z 


und setzen wir diesen Wert in den Ausdruck für P, so erhalten wir 
| Dana: | 
und die Fläche der ganzen Kardioide gleich 6ra?. 


Prag, Februar 1876. ; ; 


*) Eigentlich müssen wir vom Punkte v—= Y3 bis u = 0 integriren- und 
davon das von ee DSL abziehen, wir u somit 


SSL 


3 8 & 
— — , 
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XXI. 
Pol und Polare des Dreiecks. 


Von 


Max Greiner. 


Die Grundlagen nachstehender Entwicklungen bilden die bekannten 
Dreieckssätze: 


Verbindet man einen beliebigen Punkt der Ebene mit den Ecken 
eines Dreiecks und zieht in diesen bezüglich der beiden Dreiecks- 
seiten zu den Verbindenden die vierten harmonischen Linien, so treffen 
diese die gegenüberliegenden Seiten .des Dreiecks in drei Punkten, 
Geraden angehören. a. 7... aa . (1) 


Schneidet man die Seiten eines Dreiecks mit einer beliebigen 
Transversalen und. construirt auf jeder Seite bezüglich der Ecken 
des Dreiecks zu dem Schnittpunkte der Transversalen den vierten 
harmonischen Punkt, so gehen die Verbindungslinien dieser Punkte 
mit den gegenüberliegenden Ecken des Dreiecks durch einen und 
N TER SO 


Zufolge dieser beiden Sätze entspricht somit bezüglich eines 


festen Dreiecks jedem Punkte der Ebene eine und nur eine Gerade 
und jeder Geraden ein und nur ein Punkt. 


Es handelt sich nun zunächst darum, zwischen zwei solchen ent- 
sprechenden Gebilden eine Beziehung festzustellen. Seien die Glei- 
ehungen der festen Dreicksseiten: 


A= yet 0y40:z = 0 
You du % +bıy + bgr = 0) 
C=o2-+4y+0z =0 
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und &9%02, die homogenen Coordinaten eines Punktes, für welchen 
die Gleichung der entsprechenden Geraden bestimmt werden soll, so 
ergeben sich zunächst für die Verbindungslinien dieses Punktes mit 
den Ecken des Dreiecks die Gleichungen: 


BHiC=0; C+uA=0; A+vB=VO 
und da sie den Punkt (2,902) enthalten, hat man: 
B+G=0; Gtuhb=0; At+rB, = 0 
also sind ihre Gleichungen: 
BG—ch, 20, Da 240,20. an Pre 


Die Gleichungen ihrer vierten harmonischen Linien bezüglich der 
Dreiecksseiten sind demnach: 


Die dem Punkte (@,4,2,) entsprechende Gerade muss aber nach 
Satz (1) durch die Schnittpunkte dieser vierten harmonischen Linien 
mit den Dreiecksseiten gehen, also muss ihre Gleichung zusammen- 
fallen mit den drei Gleichungen: 
l,(BOo+ CBy)—+kgA = 0 
u (CA +AO) + WB — 0 N 
v‚(AB,+BA,)+Y,C = 0 
und somit ist: 
hy, = ul, = vıBo 
Ha = A,C, = v14y 
v, = kB, = uıAy 
folglich: 
Boy. Aa AoBo 


,= RER. en a 


Führt man diese Werte von A,uar, in obige Gleichungen ein, so 
fallen die Gleichungen in die einzige zusammen: 
AB, + BA, + CA By = 0 
oder symbolisch: 
PO) —= 0:22.50. oe 


Hiermit ist für jeden Punkt der Ebene die Gleichung seiner 
entsprechenden Geraden festgestellt. In der Möglichkeit der Bestim- 
mung der Grössen A, u, v liegt zugleich auch eine Beweisführung des 
Satzes (1). 


Es ist nun ferner zu untersuchen, wie es sich mit den sämmt- 


> 
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lichen Punkten verhält, deren entsprechende Geraden durch einen 
festen Punkt gehen. / 


Sind eA+ßB+yC—=0 und «A+ß’B+y'C—=0 die Gleichun- 
gen von irgend zwei Geraden, so stellt die Gleichung: 
(«+ 4a’) A+(B-HAB')BH(y-+Ay)C = 0 


eine Gerade dar, die durch den Schnittpunkt der ‚gegebenen Geraden 
- geht. Sei (@,9,2) ihr entsprechender Punkt, so müsste nach (3) ihre 
Gleichung auch die Forut haben: 


AB, O--BAG--CAB, =0 


und somit hat man: 
kB,C, = au’ 


kA,0, = BB’ 
k4A,B, — + Ay’ 


Durch Elimination der Grössen % und A ergibt sich hieraus die Glei- 
chung der Ortscurven des Punktes (x, y12,) 


NA S ARO ey 
4,07, ß, ß' Far 0 
| A,B,, Y> Y | 


Oder: AB(aß’— «’B)-+ AC(ya'— ya) BC(By’— By) = 0 


Dreht sich also eine Gerade um einen festen Punkt, so beschreiben 
die entsprechenden Punkte für die zeitweiligen- Lagen der Geraden 
einen Kegelschnitt, der dem festen Dreiecke umschrieben ist. . . (4) 


Hat der feste Drehpunkt die Coordinaten &,yo20, so ist: 


@ A+ß Boty G =0 


At PB’ Buty'C = 0 
woraus folgt: 


A = ufry—Py; B=ule—ye); = u(aß'’—e’P) 
Die Gleichung der Ortscurven wird also: 
| ABC, + BCA-+ ACH, = 0 
BU Fe De a A 


oder symbolisch: 


Es gehört also zu jedem Punkte der Ebene ausser einer Geraden 
noch ein ganz bestimmter dem Dreieck umschriebener Kegelschnitt. ® 


Sei nun /(@, y, 2) = 0 die Gleichung einer Curve dritter Ordnung, 
so stellen bekanntlich die Gleichungen: 


Teil LIX. 23 
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(a) ty) +2F'(&) =O und 
+ MHz) — 0 


die erste und zweite Polare des Punktes (x,y92,) bezüglich der Curve 
dritter Ordnung dar. 


. Betrachtet man nun das Dreieck als eine Curve der dritten Ord- 
nung, deren Gleichung = ABC = 0 ist, so ergibt sich hierfür: 


f'(@) = ABQ +40, BCa, 
f(y) = ABa+4Ch, + BCa, 
f'(@) = AB 6--AC), m BCa, 


also gehen die Gleichungen der ersten und zweiten Polaren eines 
Punktes (9029) bezüglich des Dreiecks ABC gerade über in: 


PO)=0 und ZI0)=0O 


Man kann demnach die Gerade P(0) die Polare und den Kegel- 


schnitt I1(0) den Polkegelschnitt des Punktes (0) bezüglich des Drei- 


ecks nennen. 


Mit Anwendung dieser Bezeichnungen lässt sich nun Satz (4) 
unter Berücksichtigung der Gleichung (5) in folgender Weise aus- 
sprechen: 

Dreht sich eine Gerade um einen festen Punkt, so beschreibt ihr 
Dreieckspol den Poikegelschnitt dieses festen Punktes. . . ... (6) 


Ebenso gilt der umgekehrte Satz: 


Durchläuft ein Punkt einen dem Dreiecke umsehriebenen Kegel- 
schnitt, so dreht sich seine Dreieckspolare um den Dreieckspol dieses 
Kegelschnitts. ee 


Sobald eines der entsprechenden Polgebilde des Dreiecks gegeben 
ist, so lassen sich die beiden andern unzweideutig sowohl auf analy- 
tischem Wege als auch constructiv ermitteln. Ist nämlich ein Punkt 
(0) gegeben, so kann man seine Dreieckspolare mit Hülfe des Satzes 
(1) construiren; zieht man alsdann durch den Punkt (0) irgend zwei 
Gerade und bestimmt hierfür nach Satz (2) die Dreieckspole, so ist 
durch diese und die Ecken des Dreiecks der Polkegelschnitt des 
Punktes (0) unzweideutig bestimmt. 


Die Gleichungen der Polgebilde P(0) und II(0) sind nach (8) 
und (5) von vornherein bekannt, sobald die Coordinaten des Punktes 
(0) gegeben sind. 


Um zu einer gegebenen Geraden P(0) den Dreieckspol und den 
Polkegelschnitt zu construiren, wendet man Satz (2) und das eben 
Erwähnte an. Ist die Gerade durch eine Gleichung: 


er 


et“ ha 
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«A+BB+YC = 0 
gegeben, so braucht man nur zu berücksichtigen, dass im Falle Punkt 
(2&9%Y029) ihr Dreieckspol sein soll, ihre Gleichung 
ABC 024% - C4A,B) = 0) 
sein muss, folglich: 
«Ad, = BB, — YO 


woraus sich die Coordiitaten des Poles bestimmen lassen. . . . . (8) 


Danın A, = de und 50 ist, so geht die Gleichung (5) 
des Polkegelsci:nitts über in: : 
«BABHayACHYBC=0....:...0) 


Ist der Polkegelschnitt gegeben, so ergibt sich construetiv sein 
Dreieckspol als Schnittpunkt der Dreieckspolaren irgend zweier Punkte 
desselben. Nach Satz (1) lässt sich dann hierzu die Dreieckspolare 
construiren. 


Im Falle aber der Polkegelschnitt durch eine Gleichung von der 


Form 
aBC+HbAC+cAB— 0 


gegeben ist, so folgt aus SERLCHUNE (5): 
Kae =o Ans ER = Be ke = C oder 
RL de par #7 N IR 
woraus die Coordinaten des Poles sich ergeben, während für die 
Gleichung seiner Polaren folgt: 
Abc+BacHCd=0 ....... ...(10) 
Hiermit ist der Zusammennang der drei Polgebilde des Dreiecks 
genugsam erläutert. 
Einen weiteren Aufschluss über die gegenseitige Lage der Pol- 
gebilde erhält man, wenn man von der Gleichung: 
ausgeht und sich hieraus durch partielle Differentiation nach «, y, z 
die Gleichungen verschafft: 
II(0)'&) = A(By6 + Od) + B An + Ca) + C(Arydo + Boa) 
IIK0)(y) = A(Bgeı + Cd) + B(Aycı + Coa) + C(Apdı + Boa) 
IKK0)' (2) = AlBgea-+ Ooba) + B (Adea-+ Ooag) + C (Aobg + Boas) 
| 237 
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Multiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit x, %0; 20 
und addirt, so folgt: 


&, 10)’ (&) + 0 10) (y) + 20 110) (2) 
= 2(AB,O + Bu + CA,B,) rn 2P(0) 
folglich: 
20) = 2,3 11(0)'(&) Yo 3. II(0)'(y) +29 3 II(0)’(@) =0 
Da aber der Ausdruck rechts nichts anderes als die Polare des 
Punktes (OÖ) bezüglich des Kegelschnitts IZ(0) darstellt, so folgt: 


Die Dreieckspolare eines Punktes ist zägleich die Polare dieses 


Punktes bezüglich seines Polkegelschnitts. . . » .......(dl) 


Es sind also auch die Verbindungslinien des Poles mit den 
Schnittpunkten seiner Polaren und seines Polkegelschnitts Tangenten 
an diesen. >... Way san Er ee Se 


Um die Gleichung der Tangente in irgend einem Punkte (x, yı 2) 
des Polkegelschnitts zu erhalten, multiplieire man obige drei Glei- 
chungen der Reihe nach mit x,, 44, 21, wodurch folgt: 


2, I10)'(@) + y1I1(0)'y)+21110)'@) = 0 oder 
A(ByC; + BC) + BAG + A) + CA Bit AB) = 0 
Man hat also insbesondere für die Tangenten in den Eckpunkten des 
Dreiecks, da hierfür 5, =0 und 3, =0, ode A, =0 und G —Ö, 
oder A, = 0 und ZB, = sind, die Gleichungen: 


Diese Gleichungen repräsentiren aber nach früherem die in den 
Dreiecksecken gezogenen vierten harmonischen Linien, welche, wie 
eben bewiesen, zugleich Tangenten des Polkegelschnitts sind... . (13) 


Sollte die Dreieckspolare eines Punktes diesen Funkt selbst ent- 


halten, so müsste: 
PO)=0 oder 343 =0 


sein; dieser Bedingung genügen aber die sämmtlichen Punkte des 
Dreiecks, und es folgt: 


Liegt der Pol auf einer der Dreiecksseiten, so ist seine Polare 


diese Dreiecksseite selbst. Es kann somit eine Gerade der Ebene 


nicht mehr als drei Punkte enthalten, deren Polaren durch diese 
Punkte selbst gehen, und diese sind die Schnittpunkte der Geraden 
mit den Dreiecksseiten. x: 2 une u. 2.2 Sn 


Soll der Polkegelschnitt in ein Linienpaar zerfallen, so hat man 


die Bedingungen: 
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| II(0)’(&) = 0 
II(0)'(y) = 0 
II(0)’(@) = 0 


Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Grössen A, B, C, so folgt: 
| Boot Code, Anco-+ Co@y Aybot- Boy 

Bat Ob, Acıt Cyay, Aodıt Boaı 

Boat Oops, Agca + Cyaz, Aobs + Boag | 


—= oder 


on bh © 
48,6% | d4 bi Cq 


dig ba Co | 


Da aber die letzte Determinante nicht Null sein kann, solange die 
Dreiecksseiten sich nicht in einem und demselben Punkte schneiden, 
so bleibt die Bedingungsgleichung: 


4,B,&% 0) 


welche erläutert, dass nur den Punkten des Dreiecks selbst als Pol- 
kegelschnitte Linienpaare zukommen. 


Liegt also der Pol (0) z. B. auf der Dreiecksseite A, so ist: 
N, 
und somit die Gleichung des entsprechenden Polkegelschnitts 
A(BG+BQ)=0 


Es besteht demnach ein solches Linienpaar einerseits aus der- 
jenigen Dreiecksseite, auf welcher der Pol liegt, und andrerseits aus 
der vierten harmonischen Geraden, die aus der gegenüberliegenden 
EU BRnEE DEROBENN St. ne ee a re 


Den Eckpunkten des Dreiecks entsprechen als Polkegelschnitte 
die durch sie gehenden Seitenpaare. 


Es ist nun ferner zu untersuchen, wie es sich mit den Dreiecks- 
polaren verhält, deren Pole sämmtlich einer Geraden angehören. 


Seien 29Y92, und 274121 die homogenen Coordinaten irgend zweier 
Punkte, so sind a-+-Ax;, y„-+Ayı, 29 +42, die Coordinaten eines 
Punktes ihrer Verbindungslinie; die Gleichung seiner Dreieckspolaren 
ist somit: 


MBH AB )(OHAC)HBAHAA Oo HAC)-HClApt AA) BotAB)—O 
oder 
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AByCy-+ BAyC, + CAgB) 
+ 1(4(B,0,+B,0))+ B(496,4+4,09)+C(AoBı + ArBo)) 
+ 12(48,0, 4 B4,0,+04,B,) = 0 
oder der Kürze halber: 
ot Ay + Au, = 0 
Eliminirt man aus dieser und aus der nach A differentiirten Gleichung: 
k U 2 = 0 


die Grösse A, so ergibt sich als Gleichung der Umhüllungslinie sämmt- 
licher-Dreieckspolaren, die den Punkten der Geraden (0, 1) entsprechen: 


up mr —=O 
aA+-ßPB-+yl=0 
die Gleichung der Geraden (0, 1), so ist auch 


«Ao+ EB, +7 — 0 
aA, +PB,+yC,; = 0 
und somit: 


ke—= BQG— BC; KB = AG —A0; y— AB, — AB, 


Sei 


Berücksichtigt man diese Gleichungen bei der Umformung der Gleichung 
Zah 
Aug U4j Fe Ui Sara. Ö 


so folgt als Gleichung der Umhüllungslinie sämmtlicher Dreiecks- 
polaren, die den Punkten der Geraden («A+ßB-yC=0) ent- 
sprechen: 

op — A?a?+ B?B? + C?y?—2ABaß —2ACay—2BCPy. . (16) 
Da aber die sämmtlichen Polaren der Punkte der gegebenen Geraden 
Tangenten dieser Curve @ sind, so müssen nach (14) auch die 
Dreiecksseiten selbst, als Polare der. Schnittpunkte derselben mit der 
gegebenen Geraden, Tangenten der Umhüllungscurve sein; demnach 
folgt der zu (6) reciproke Satz: 


Durchläuft der Pol eine Gerade, so berühren seine Dreieckspolaren 
einen dem Grunddreiecke einbeschriebenen Kegelschnitt. . . . . (17) 


Betrachtet man die Gerade («A+ßB-+-yC = 0) als die Polare 
des Punktes (0), so ist: 
e= kB; P=kAdi; y=IkAB, 
und somit: N; ) 
— 24, B,% (ABO, +BCA+ ACH) = 0. . (18) 


« 
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Da von einem Punkte aus an einen Kegelschnitt nicht mehr als 
zwei Tangenten gezogen werden können, so folgt zugleich der Satz: 


Auf einer Geraden kaun es nicht mehr als zwei Punkte geben, 
deren Dreieckspolaren durch einen und denselben Punkt gehen. . (19) 


Denkt man sich zu den sämmtlichen Punkten einer Geraden @ 
die Polkegelschnitte gezeichnet, so enthält nach (6) jeder derselben 
die sämmtlichen Pole der durch den jeweiligen Punkt der Geraden @ 
gezogenen Geraden; somit enthält also jeder Kegelschnitt auch den 
Pol der Geraden @' selbst, und da dieselben überdies noch durch die 
Ecken des Grunddreiecks gehen, so folgt der Satz: 


Die Polkegelschnitte der Punkte einer Geraden bilden einen 
Kegelschnittbüschel, der zu Grundpunkten die Ecken des Dreiecks 
und den Pol der gegebenen Geraden hat. . . . 2 2.2....(20) 


Da aber den Punkten der Geraden @ zunächst Polaren ent- 
sprechen, die alle den Umhüllungskegelschnitt @ berühren, so folgt: 


Die Polkegelschnitte der Tangenten eines dem Grunddreiecke 
einbeschriebenen Kegelschnitts @ bilden einen Kegelschnittbüschel, 
der zu Grundpunkten die Ecken des Dreiecks und den dem Kegel- 
schnitte 9 entsprechenden Punkt hat.”. . ..........01) 


Denkt. man sich zu den Strahlen eines Strahlbüschels mit dem 
Mittelpunkte M die Umhüllungskegelschnitte & gezeichnet, so bilden 
diese eine Kegelschnittschaar, deren Elemente notwendig die Polare 
des Punktes M zur Tangente haben müssen, wodurch sich der zu 
(20) reciproke Satz ergibt: \ 


Die sämmtlichen Umhüllungskegelschnitte, welche den Strahlen 
eines Strahlbüschels entsprechen, berühren die Seiten eines Vierecks, 
das aus den Seiten des Grunddreiecks und den Polaren des Büschel- 
BrteDangkons besteht... 2... 1 NE L22) 


Die Pole der Strahlen des Strahlbüschels sind aber die den Um- 
hüllungskegelschnitten entsprechenden Punkte und liegen nach (6) 
auf dem Polkegelschnitte des Büschelmittelpunktes; somit ergibt sich 
der zu (21) reciproke Satz: 


Die Umhüllungskegelschnitte, die den Punkten eines dem Grund- 
dreiecke umschriebenen Kegelschnitts entsprechen, berühren die Seiten 
‚des Grunddreiecks und die Polare des gegebenen Kegelschnitts. (23) 


Verschafit man sich zu den vier einer Geraden angehörigen 
Punkten, deren Coordinaten: 
Yon 205 2 9 A135 Sorten Yotiyı, 20+ Az; 
. | 
nt u2, Yptuy, 20T Mi 


ALLE TR KORE HERE ALERE ADT EDER BEN al ter NER MN SAN, ONes 
Baal rl e N j. \ RENNEN LEN 
«vo % y) nu 
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seien, die Polkegelschnitte, so sind deren Gleichungen: 


A,BC+B,4C+ GAB = 110) = 0 
ABC BACH GC AB= NG) =0 
(Ao+ 4A) BC+ (Bot AB) ACH (Gy AC,)AB = II) AI) — 
(Aut wA)BCH (B+uB)ACH(G+nC,)AB = II) + uIIA) — 0 
Auch aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dass die Polkegel- 


schnitte der Punkte einer Geraden einen Kegelschnittbüschel bilden, 
ausserdem folgt aber noch, da das anharmonische Verhältniss der 


vier Punkte i ist, und das anharmonische Verhältniss der vier Kegel- 
schnitte oder respective das ihren Tangenten in den Grundpunkten 
des Büschels ebenfalls - ist, der Satz: 

Das anharmonische Verhältniss von irgend vier Punkten einer 


Geraden ist gleich dem anharmonischen Verhältnisse der en 
den Polkegelschnitte.. . . . . . N a Rt RE . (24) 


Insbesondere sind auch die Polkegelschnitte von vier harmonischen 
Punkten in harmonischer Lage... ..... u an 


Verbindet man den Pol (0) mit den Schnittpunkten der Polaren 
P(0) und des Polkegelschnitts, so sind die beiden Verbindungslinien 
U(0) und V(0) nach (12) Tangenten des Polkegelschnitts I7(0); 
somit hat man die Gleichung: 4 


II(0) = AU(0) (0) + uP2(0) 


Setzt man in dieser Gleichung -statt =yz die Coordinaten des Pols, 
dann gehen I1(0) und P(0) über in 34,B,C,, während U(0) V(0) 
identisch Null wird, da beide Tangenten den Pol (0) enthalten, man 
hat also zur Bestimmung der Grösse u die Gleichung: 


34,B,C, = #:94g2By2C? | ; 


u | | 
Er re ii 
P(0)? - 


10) VO) = I 


somit ist die Gleichung des Tangentenpaares: 
T(0) = 34,B,6, II(0) — PO)? = 0 
oder umgeformt: 
T(0) 4?BC%—- B?ACy”-+ DAS 
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Da aber nach (18): 
p(0) — A®By”Cy?-+ B?Ag2CH? + C® Ag? By: 
— 24,B,&, (ABC, + ACB, + BCA,) = 0 


so folgt: | 
(0) = TO) — 4A TO) . 2... ... (27) 


Zufolge dieser Gleichung muss der Kegelschnitt »(0) durch die 
Schnittpunkte des Tangentenpaares 7’(0) mit dem Kegelschnitte I/(0) 
gehen; somit ist 7°(0) selbst Tangentenpaar des Kegelschnitts (0). 


Es berührt demnach der Umhüllungskegelschnitt eines Punktes 
die Seiten des Grunddreiecks und den Polkegelschnitt dieses Punktes 
in den Schnittpunkten desselben mit seinen Dreieckspolaren. . . (28) 


Die Dreieckspolare eines Punktes ist also die Kegelschnittspolare 
dieses Punktes sowohl bezüglich seines Polarkegelschnitts, als auch 
bezüglich des entsprechenden Umhüllungskegelschnitts.. . . . . (29) 


Sind zwei Polkegelschnitte I/(0) und II(1) mit ihren ent- 
sprechenden Polen (0) und (1) gegeben und denkt man sich für den 
Kegelschnitt I7(0) die Polare des Punktes (1) und für den Kegel- 
schnitt II(1) die Polare des Punktes (0) gezeichnet, so werden die 
Gleichungen dieser Polaren sein: 


2, 10) (@) + I0)y) +2 TO’) = 0 und 
1) + HA) Y)+ 30) — 0 


Diese beiden Gleichungen fallen aber in die einzige zusammen: 
A(BoCı + BC) + B(4,0,+4,0)+ClApBı+A,B,) = 0 
somit folgt: | | 


Zeichnet man zu zwei beliebigen Punkten die Polkegelschnitte 
und zu jedem Punkte die Kegelschnittspolare bezüglich des ihm nicht 
entsprechenden Polkegelschnitts, so fallen die beiden Polaren in eine 
un mieselbe Gerade zusammen... .. ....-.. 2. 20%, F 80) 


In Bisherigem wurden nur die allgemeinen gegenseitigen Be- 
ziehnngen zwischen den Lagen und Gleichungen der einzelnen Pol- 
gebilde erläutert, ohne dabei auf besondere Lagen derselben Rück- 
sicht zu nehmen. 


So kann man sich zunächst die Aufgabe vorlegen: Denjenigen 
Polkegelschnitt zu bestimmen, dessen Mittelpunkt sein entsprechender 
Dreieckspol ist. 


Sei 
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die Gleichung des gesuchten Kegelschnitts, dessen Mittelpunkt und 
Dreieckspol zugleich der Punkt (0) sein soll, so hat man die Glei- 
chungen: 

3110)’ (0) = AoBocı + AoCobı + BoCotı = UV 


uud hieraus ergibt sich: 


k k ke 
einer 
boC4 bore b1Co 944 Fee 1% 


A Gy FF TE 
Y 0 T agb4 — bo 


also folgt als Gleichung des gesuchten Kegelschnitts: 
AB (byey — 469) (Co — 6109) + AC bye, —byC9) (agbı — abo) 
+ BC (eyd — 6109) (agb — abo) = 0 
oder die symbolische Gleichung: 
Il(s)=0 (31) 
Für die Gleichung seiner entsprechenden Polaren folgt aber: | 
P(s) = A(bgey — by69) + B (ea, — Ca) + Claydı — ad) =0 (32) 


Nun lässt sich aber leicht beweisen, dass die Gerade P(s) nichts 
andres als die unendlich ferne Gerade der Ebene ist; denn sei 


aA+-BB+yCl=0 


die Gleichung derselben, so müssen in ihr die Coefficienten von & 
und y Null sein; also: 


+ Bbu+ yo = 0 
ca, +Bbı+yc = 0 


Durch Elimination der Grössen «, ß, y aus den drei letzten Gleichun- 
gen folgt nun die Gleichung der unendlich fernen Geraden: 


N | 


ha bi cı | > 


welche mit Gleichung (32) vollständig zusammenfällt. 


Will man sich aber zur unendlich fernen Goradtn P(s) den 
Dreieckspol verschaffen, so hat man nach Satz (2) auf den .Seiten 
des Grunddreiecks sich zu den Schnittpunkten der unendlich fernen 
Geraden bezüglich der Ecken des Dreiecks die vierten harmonischen 
Punkte zu zeichnen, die in diesem Falle die Mitten der Dreiecks: 


seiten werden; die Verbindungslinien dieser Punkte mit den Gegen- 


oe ! 
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ecken des Dreiecks schneiden sich alsdann im gesuchten Pole, der 
hier nichts andres als der Schwerpunkt des Dreiecks ist. Somit folgt: 


Der Dreieckspol der unendlich fernen Geraden ist der Schwer- 
punkt des Grunddreiecks; oder umgekehrt: 


Die Dreieckspolare zu dem Schwerpunkte des Grunddreiecks ist 
eunpnüken Tome Gerade. .... 2.2... un ,s: RR {99 


Diese Sätze sind gleichlautend’ mit denen über Kegelschnitte, da 
man den Schwerpunkt auch als den Mittelpunkt des Dreiecks an- 
schen kann. 


Die Verbindungslinien der Ecken des Dreiecks mit den auf. den 
Gegenseiten liegenden Schnittpunkten der: unendlich fernen Geraden 
sind parallel diesen Gegenseiten und sind nach (13) die Tangenten 
des Polkegelschnittes II(s) in den Ecken des Dreiecks, weshalb der 
genannte Kegelschnitt der an Inhalt kleinste sein muss, der dem Drei- 
ecke umschrieben werden kann. Hieraus folgt zugleich: 


Der einem Dreiecke umschriebene Kegelschnitt vom kleinsten 
Inhalte hat den Schwerpunkt des Dreiecks zum Mittelpunkt. . . (34) 


Die Gleichung des dem Schwerpunkte entsprechenden Umhüllungs- 
kegelschnittes wird: 


73 2ABibyc, eb, Co) (Ca Trug Aycı) — 2AClbye, — b1C6,) (ob; Tr a,bo) 
— 2BC(eyay — C109)(aydı — a,5,) = 0 


Mit Zuhülfenahme der Gleichungen (31) und (32) folgt hiefür die 
Gleichung: | | | 
P(s)—4II(s) =0 oder: 
I)— Po? = 0 


Nun ist aber 4(s)2 eine constante Grösse, da P(s)—=0 die Gleichung 
der unendlich fernen Geraden ist; somit ist der dem Schwerpunkte 
entsprechende Umhüllungskegelschnitt ähnlich seinem Polkegelschnitte 
- und liegt ausserdem mit ihm ähnlich und concentrisch; hat also zum 
Mittelpunkte ebenfalls den Schwerpunkt des Dreiecks. . . . . . (35) 


Für jede durch den Schwerpunkt des Grunddreiecks gehende Ge- 
rade ist der Umhüllungskegelschnitt cine Parabel, da unter den Tan- 
genten dieses Kegelschnittes sich auch die Polare des Schwerpunktes 
oder die unendlich ferne Gerade befinden muss und diese nur Tan- 
gente einer Parabel sein kann. Da unter den Strahlen eines Strahl- 
büschels sich immer ein und nur cin Strahl befindet, der durch den 
Schwerpunkt des Dreiecks geht, so muss unter den Umbhüllungskegel- 
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schnitten, die den Strahlen dieses Büschels entsprechen, sich immer 
eine und nur eine Parabel befinden. Sonach folgt unter Berücksich- 
tigung des Satzes (22): 


Unter den Kegelschnitten, welche die Seiten eines Vierecks be- 
rühren, befindet sich immer eine und nur eine Parabel. 


Verlegt man aber den Büschelmittelpunkt des Strahlbüschels nach 
dem Schwerpunkt des Dreiecks, so entspricht jedem Strahle als Um- 
hüllungskegelschnitt eine Parabel, die die Dreiecksseiten berührt. 


Den sämmtlichen Punkten des dem Dreiecke umschriebenen klein- 
sten Kegelschnittes entsprechen als Polaren die durch den Schwer- 
punkt gehenden Strahlen und als Umhüllungskegelschnitte die sämmt- 
lichen dem Dreiecke einbeschriebenen Parabeln. . .... . (36) 


Den sämmtlich unendlich fernen Punkten der Ebene, die man 
als der unendlich fernen Geraden angehörig betrachten kann, ent- 
sprechen als Dreieckspolaren, die Tangenten des dem Grunddreiecke 
umschriebenen kleinsten Kegelschnittes; und als Polkegelschnitte die 
sämmtlichen Kegelschnitte eines Büschels, der die Ecken des Grund- 
dreiecks und dessen Schwerpunkt zu Grundpunkten hat... . . (37) 


Will man nun den geometrischen Ort aller Punkte, deren Pol- 
kegelschnitte Parabeln sind, so braucht man blos für die Gleichung: 


BCA,+ACB,-- ABC, = 0 
in welcher die Coefficienten von «2, y? und xy die folgenden sind: 
Aybo ot Boa + & bo | 
Ada + Bst ob 
Ay (docı +10) Bo (@Cı + a,69)+ © (ad + 01 0) 
die Bedingung aufzustellen: 
4(Ayboeo + BoAgCo + Coapbo)(Aodıeı + Boaıcı + Coaybı) 
— (Anlboeı + b160) + Bolaocı + 4100) + Co(apdı+ 420))” — 


Formt man diese Gleichung um, so ergibt sich als Gleichung des 
Ortes der Punkte (0) gerade: 


ps) — 0 


Den sämmtlichen Punkten des dem Dreiecke einbeschriebenen Kegel- 
schnittes, der den Schwerpunkt des Dreiecks zum Mittelpunkte hat, 
entsprechen demnach als Polkegelschnitte Parabeln, welche dem Drei- 


ecke umschrieben sind. 22202 200. 2.3, 0 Po ee Bee ein 


Da aber eine Gerade der Ebene mit dem Kegelschnitte g(s) nicht 
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mehr als zwei Punkte gemein haben kann, so folgt unter Berück- 
sichtigung des Satzes (20), dass sich in einem Kegelschnittbüschel 
nicht mehr als höchstens zwei Parabeln befinden können. 


Den Punkten’ jeder Tangente des Kegelschnittes p(s) entsprechen 
also Polkegelschnitte, welche einen Kegelschnittbüschel bilden, der nur 
eine einzige Parabel enthält. . ... 2... 2. N Er 


Ein derartiger Kegelschnittbüschel hat aber zu Grundpunkten die 
Ecken des Dreiecks und den Dreieckspol der Tangente des Kegel- 
Schnittes @(s), welcher auf der unendlich fernen Geraden liegt; es 
gehört also nur einem Kegelschnittbüschel mit einem unendlich fernen 
Grundpunkte eine einzige Parabel an. . . . . Mae 7 EN 


Es ist nun von einiger Wichtigkeit, den Fall zu untersuchen, 
wenn der Pol in den Höhenschnittpunkt des Dreiecks rückt. 


Die Gleichungen der Dreieckshöhen sind: | 
Blayy + a7) — Clapbo-t a5.) = 0 (1) 
Clagbp + 757) — A (bycy ba) =0 (2) 
Albgeot- br) — Blayco + 44)=0 (0) 


Seien #,%Y92, die Coordinaten des Höhenschnittpunktes, so folgt aus 
den Gleichungen (1) und (2) 


Be Agbo tr aybı ‚ todo + abı 
DO 29 0 
Age a € Re 


somit ist die Gleichung der Dreieckspolaren des Höhenschnittpunktes: 


4. C 


Ad + be) + Blayy + ac) + C(dyag + b1a,) = 0 


oder symbolisch: 
RUN ee Eee Er a WERTEN) 


Für die Gleichung des Polkegelschnittes, der dem Höhenschnittpunkte 
entspricht, folgt somit: | 
II(h) — ABlbgeg-+b46,)(ayeo-+ a0) + A C(byeo+bie1)(aydo+ ayb,) 
BC lage + acH)aybo+az2,) 04 (42) 
Soll nun der geometrische Ort aller jener Punkte bestimmt werden, 


deren Polkegelschnitte gleichseitige Hyperbeln sind, so ist der Punkt 
(0) blos so zu wählen, dass in der Gleichung - 


die Summe der Coefficienten von =? und y? gleich Null wird, also: 


% 
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(Cyagbo+ Boageo + Aoboco) + (Combi + BoaeıtAobıcı) — 
oder: £ 
Aylboeo + dic) + Bolaueo + are) + Col@odo +a2)=0 
Der geometrische Ort der gesuchten Punkte ist Somit die Höhen- 
schnittspolare. 


Den sämmtlichen Punkten der Höhenschnittspolare entsprechen 
also als Polkegelschnitte lauter gleichseitige Hyperbeln. . . . . (48) 


Diese Hyperbeln müssen aber zufolge des Satzes (20) einen Kegel- 
schnittbüschel bilden, der zu Grundpunkten die Ecken des Dreiecks 
und den Höhenschnittpunkt hat. Daraus ergibt sich zugleich: 


Alle gleichseitigen Hyperbeln, die einem Dreiecke umschrieben . 


sind, gehen sämmtlich noch durch einen vierten Punkt, nämlich durch 
den Höhenschnittspunkt dieses Dreiecks. 


Unter den dem Grunddreiecke umschriebenen Kegelschnitten be- 
findet sich insbesondere auch ein Kreis, dessen Gleichung erhalten 
wird, wenn man in der allgemeinen Gleichung für die dem Dreiecke 
umschriebenen Kegelschnitte: 

«aBC+ßBAC+yAB = VO 


den Coefficienten von xy Blrich Null und die von «° und y? einander 
gleich setzt; folglich: 


«(ge + b160) + Plaocı + a,09)+ Y(aobı + abo) = 0 
abgey + Bagco+ Yaydp = br + ParcıT Yabı 


Aus diesen beiden Bedingungsgleichungen folgt: 


Age dc a,b a,b e 

KT Tan abe — u(ay2 + a7”)(bocı — b1%) 
Ageg — 61, Mpdo — Aybı 

| 408 a,b boC b1c1 * 5 

B=u a ae | — u(by + bi) — 1) 
Ab — ayb1, doeo — bıcı 
be b,e Age ac 

el pe ae a — (9 61”)(apbı — @1do) 
Dgeo — dic, no — a1 


Somit erhält man .als Gleichung des dem Dreiecke umschriebenen 
Kreises. h 


—+ BC (ag + a,2)(bocı — bo) ee (0) 


Die Coordinaten seines ul OÖ ergeben sich aus den ‚Glei- 
chungen: 
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K'.(&,) = 0 
De (%) = 0 


oder: 


AylPey + ybo) + Bolacy + Ya) Colado + Pa,) = 0 
Ay(ße, +r2,)+ Bo(ac, + Y4)+ Colab; + Pa,) = 0 


worin «, ß, y der Kürze halber wieder vorige Bedeutungen haben. 
Es werden somit: 


QCy Hr Ya, aby + Bay 


4A) = A = oA dı bj Cı 


ec --Yyaı, ab, Ba, 


| 47) by co 


Da | “but Bag, Bey + Ybo | 
' abı-tPay, Pe, +rb | 


> \| Pey-+ 720; 0 Ya | 
| Be + yb,, ac + Ya; 


Substituirt man in diesen Ausdrücken die Werte für &, ß, y und 
reducirt, so hat man: 


A, = vlay’-+a,2) (dp + b16,)E 

By = v(by?+5,?) (agc9 + ayc)@ 

Co = vl +c12) (Ayo +ab)e 
wobei der den Grössen Ay, Bo, ©, gemeinschaftliche- Factor oe den 
Wert: (Bye, — 2,69) (cya, — 149) (ad; — a,b,) hat. 


Für die Gleichung der Dreieckspolaren des Kreismittelpunktes 7 
ergibt sich nun: 


p 2 A 2 B 
Er (+ ) (byc9 +21e,) (da —+ b1?) (aeg + 4,5,) 
! C 


ee 

- ar ("+ €?) (a9, + a,b) 4 

und für die Gleichung des Polkegelschnittes, der dem Mittelpunkte 
des dem Dreiecke umschriebenen Kreises entspricht, hat man: 
Im) = AB(ey? —F 61?) (a6, +a, 2,)+4AC (22-42, 2) (aycy + ayc,) 

T BClay?-+a7?) (bye + byc,) = 02.2) (45) 
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Betrachtet man nun die Gleichungen der Polkegelschnitte: = 
Il(s), IHfm), II(h) 


welche beziehungsweise dem Schwerpunkte, dem Mittelpunkte des 
umschriebenen Kreises und dem Höhenschnittspunkte en Grund- 
dreiecks entsprechen, so findet sich, dass: 


Il(s) —- II(m) = II(h) ist. 


Aus dieser Beziehung geht aber hervor, dass sich diese drei 
Kegelschnitte ausser in den Eckpunkten des Grunddreiecks noch in 
einem und denselben vierten Punkte schneiden... . ». . 2... ..(46) 


Es folgt also nach (20) der bekannte Satz: 


In jedem Dreiecke gehören der Schwerpunkt, der Mittelpunkt des 
umschriebenen Kreises und der Höhenschnittpunkt einer und der- 
selben Geraden an. 


Sei nın M der Mittelpunkt des dem Dreiecke umschriebenen 
Kreises, S der Schwerpunkt und # der Höhenschnittspunkt; seien 
ferner Am; Bm; Om; As; Bs, Cs; An Bin, Ch die Werte von 4, B,C° 
die sich ergeben, wenn man in ihnen statt der Grössen =, y, 2 Ei 
Coordinaten der Punkte, M, 8, H einsetzt, so wird die Gleichung der 
Geraden MSH: 


ABB SG 
As D) B; $) Cs Fe 6) 
An, Dn, Ch 


Setzt man nun der Kürze halber: 


by on = U 4 = Pf, an = Y 
boco + bıcı fi Cgdg—t &14 = Pı; Ayby + Aybı ee 


so sind nach Früherem: 


k k k 
As, Sr GE 
A A 
Ar. Bi = a ER ER 
0 ßı Yı 


wodurch die Gleichung der Geraden MSH übergeht in: 
AB 
By, er N —D 


Pıy» ru cıßr d; 
oder in: 
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Aa, (yBı — YıB)-+ BPBılayı — ıy) + Cyyılazß Ei aß) = 0 


Sei Punkt O nun der Pol der Geraden MSH, so hat man hiefür die 
Gleichungen: 


u 1 u Se u 
ey ee gg B N GETRETEN G en 
4 ea, (By — Pyı) Y PB,(yı® — y&ı) Y YYılaıB — eP}) 


Der Polkegelsehnitt I/(q), der dem unendlich fernen Punkte @ der 
Geraden MSH entspricht, geht zufolge (6) und (37) durch den Punkt 
0 (als Pol der Geraden MSH) und durch den Schwerpunkt S des 
Grunddreiecks, so dass seine Gleichung wird: 


MAR AG RG 
ApBo, Aula, BoCo en. 
AsBs, AsCs, Bs(; 


oder: 
| AB, AC, BE 
Yyı(lda, — Pie), PB. (yır — ya}), aa, (fıy — Prı —0 
Y> ß, & 


ABaß( (ap, + BY, — 20,17) +ACoy( (eyı + eıy)Bı — 2a,yıß) 
+ Boßy (Pyı+Pıy)aı — 2P,yı%) = 0 


a aß = — (+ c12)y 
ey Tay= Et (de + 53)ß 
Prı +hır = — (+ a?)e 
Die Gleichung des Polkegelschnittes J/(g) geht somit über in: 
AB((c’+c ta) HACh Cr arı) Bla +a”)e, 
| +2Pıy) = 0 


Nun ist aber: 


Da aber nach (45): 
- ABl +) TtAC lb? + b2)Pı+ BCl(ag ta), = 2U(m) =ÖO 
und nach (42): | | 


ABa,ß,+ACayyı + BOByyı = II —=0 
ist, so wird: 
II(g) = IH(m)-H-2Il(h) = 0 


Nach Vorigem ist aber . 
— II(s) = HI(m) — II(k) = 0 


Somit ist das anharmonische Verhältniss des Kegelschnittspaares 
Ilm), II(h) zum Kegelschnittspaare IZ(s), Il(g) gleich —4; und 
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folglich ist nach (24) auch das anharmonische Verhältniss der Punkt- 
paare M, H und S, Q gleich —#$; also: 


(MHSQ)= —1 
MS,MQ , 
HS: HN SR 


und somit ergibt sich: 


d. h. in jedem Dreiecke liegt der Schwerpunkt mit dem Mittelpunkte 
des dreieckumschriebenen Kreises und dem Höhenschnitte auf einer 
Geraden und zwar so, dass ersterer von den beiden letzten Ent- 
fernungen hat, die im Verhältniss 1:2 stehen. 


Es soll nun untersucht werden, wie es sich mit den entsprechen- 
den Polen einer Reihe von Polkegelschnitten verhält, welche einander 
ähnlich sind. 


Sei a2? 4119?” 99 + 2ay12Yy + 2ayc + 2a) y=0 die Gleichung 
eines Kegelschnittes, so besteht für den Winkel © seiner Asymptoten 
die Gleichheit: 4 

» __ Hayı" — Ay 41) 
tg a2 — — 1 NA —_ 
; (ao +41)? 


Da nun alle Kegelschnitte mit gleichen Asymptotenwinkeln einander 
ähnlich sind, so müssen für ähnliche Kegelschnitte die Ausdrücke für 
ı einander gleich sein. 


h 


Für den Polkegelschnitt des Punktes 0 hat man aber: 
Ag —= Ayboey + Boayeo + Coaubo 
Ay = Abs + Bone Coaybı 
2091 — Aglbocı +br6o)-+ Bo (agcı + 460) Colaodı + abo) 
und somit ergibt sich als Gleichung für den geometrischen Ort aller 
Punkte 0, deren Polkegelschnitte einander ähnlich sind: 


A = [.Ag*(byeı — br69)” + Bo leo — E19)? + Co” (Agbı — abo)” 
—2AgBolboeı — bc) oo — C109) — 24, 0 ldgeı — bzco)(aodı — abo) 
—2ByCy(ooa — C1ap)laobı — abo): [Aoldo +) + Bolaeotac) 
+ Oo ab) | e | 


Be DT U A a a FE HA ar A A NT I A A 
EN a ne TB PR N Be RO Te 1a FF a ER 
TE ee ZUR 
% N 19 “» «E 
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oder, wenn man die Bezeichnungen von (35) und (41) einführt, so 
folgt: 
90(3) — A Py(h)? = 0 


Betrachtet man den Punkt O als variabel, so stellt die Gleichung: 
OS . (47) 

die gesuchte Ortscurve dar, welche ein Kegelschuitt ist, der den Um- 

hüllungskegelschnitt %(s), welcher dem Schwerpunkte des Grunddrei- 


ecks entspricht, in den Schnittpunkten desselben mit der Höhen- 
schnittspolaren P(h) berührt. 


Legt man der Grösse A nach und nach alle möglichen Zahlen- 
werte bei, so erhält man lauter Kegelschnitte, deren Punkte die Drei- 
eckspole einer gewissen Gruppe ähnlicher dem Dreiecke umschriebener 
Kegelschnitte sind. 


Jede Gerade der Ebene hat: aber mit jedem der Kegelschnitte: 
9(s)—AP(h)? = 0 


im Allgemeinen zwei Punkte gemein; und da den Punkten einer Ge- 
raden Polkegelschnitte zukommen, welche einem Büschel angehören, 
so folgt der Satz: 


Unter den Kegelschnitten eines Büschels gibt es höchstens zwei 
die derselben Aehnlichkeitsgruppe. angehören. 


Aus der Gleichung: 


(ag + 4% 


geht hervor, dass man für A = 0 den Ort aller Punkte erhalten muss, 
deren Polkegelschnitte Parabeln sind; die Gleichung dieser Ortscurve 
ist also: @(s) = 0 was mit dem in (33) Gefundemen übereinstimmt: 


Für A=o ist der Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel und 
folglich 
Pi = (0 


die Gleichung des geometrischen Ortes aller Punkte, deren Polkegel- 
schnitte lauter gleichseitige Hyperbeln sind, was schon in (45) er- 
wähnt wurde. Da jede Gerade der Ebene den Kegelschnitt höchstens 
in zwei Punkten und die Gerade P(h) blos in einem Punkte treffen 
kann; so folgt, dass unter den Kegelschnitten eines Büschels, sich 
höchstens Parabeln und immer eine und nur eine gleichseitige Hyperbel 
befinden. 


24* 


Rn 1 N RE Rt TERN 
, BL Be 
1% ! ch u 


379 Greiner: Pol und Polare des Dreiecks. 


Die Tangenten des Kegelschnittes @(s) haben unendlich ferne 
Punkte zu Dreieckspolen und haben mit dem Kegelschnitte g(s) nur 
einen einzigen Punkt gemein; daraus geht hervor, dass wenn von den 
Grundpunkten eines Kegelschnittsbüschels der eine in der Unendlich- 
keit liegt, so geht durch diese vier Grundpunkte nur eine einzige 
Parabel. Durch die Richtung, in welcher der unendlich ferne Punkt 
gelegen ist, ist dann zugleich die Richtung der Parabelaxe gegeben. 


Irgend eine feste Gerade @ der Ebene wird nun von den Kegel- 
schnitten, welche von der Gleichung: $(s)— 4 P(h)? = 0 bei sich stets 
den A, vorgestellt werden, in Punktepaaren gesehnitten, denen 
als Polkegelschnitte immer die Kegelschnittpaare einer und derselben 
Aehnlichkeitsgruppe im Kegelschnittbüschel, der zur Geraden @ ge- 
hört, entsprechen. | 


Da aber die durch die Gleichung @(s)— AP(h)? = 0 repräsentirten 
Kegelschnitte selbst einen Büschel bilden, so sind die auf der Ge- 
raden G von ihnen ausgeschnittenen Punktepaare in Involution. Es 
folgt somit der Satz: 


p7 
Die Polenpaare der paarweise auftretenden einander ähnlichen 


Polkegelschnitte eines und desselben Büschels gehören einer Involution 


I ee ee eu Br a a ne 


Dieser Involution kommen aber stets zwei Doppelpunkte zu, wo- 
von der eine immer der Schnittpunkt der Geraden G mit der Höhen- 
schnittspolaren P‘(R) ist, während der zweite als Berührpunkt des- 
jenigen Kegelschnittes erhalten wird, der überdiess noch den Kegel- 
schnitt-9(s) in den Schnittpunkten der Höhenschnittspolaren berührt. 
Den Doppelpunkten entsprechen nur gleichsam Doppelkegelschnitte, 
wovon der eine immer eine gleichseitige Hyperbel ist, der andere 
aber einer Aehnlichkeitsgruppe angehört, die. von vornherein durch 
die gegenseitige Lage der vier Grundpunkte bedingt ist. 


In Früherem wurde erläutert, dass die Kegelschnittspolare des 
Punktes O bezüglich seines entsprechenden Polkegelschnittes zugleich 
seine entsprechende Dreieckspolare ist, dass also die Tangenten, 
welche vom Punkte O0 an den Kegelschnitt II(0) gezogen werden 
können, denselben in Punkten 1 und 2 berühren, die der Dres 
polaren P(O) angehören. 


Da aber die Punkte 1 und 2 als Berührpunkte des Pölkegel- 
schnittes auch diesem angehören, so bestehen die Gleichungen: 


II,(0) = 4,B,.0, + 4A, Bo) + BA = 0 
I,(0) = A23B30y+ A203 Bo-+ Bad, = 0 
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Die Gleichungen der Dreieckspolaren der Punkte 1 und 2 sind aber: 
A,BjC4+4,0B-B,04A—=0 
A;B,C+ A,0;,B+ B,054 — 10) 

Aus diesen und den beiden obigen Gleichungen folgt aber so- 


fort, dass die Polaren der Punkte 1 und 2 auch den Punkt O ent- = 
u N . (49) = 


Die Gerade 0,1 hat aber als Tangente des de II(0) 
im Punkte 1 die Gleichung: 
4 . 2,3110) (IT Y12 0) W213 (0 @) u 
oder: 

A(BgC, + Bı0) + B(A0, + A410 DH OABı + A, B,)—=0 

Sei Punkt % der Pol der Linie O,1, so muss sein 

a RR 
"BG; +Bı& "4G+40 ° 4B,+ByA 


Da aber Punkt 1 auch auf den Dreieckspolaren des Punktes O liegen 
soll, so ist: 

#0) = AyBoCo+ BiAoCo+ CıAoBo = 0 
und hieraus: 


ABC 
BG +B Go =— Sn 
0 
B,4A,C, 
re Be 
) h 
G,ALB 
ABı+AıBo er un 
- & 
und somit: 
FA, AA, - ee Dana AR ACo 
FE 4,B,Cy ’ Te B}490, ’ AR C,AoBo 
oder: 
an ArBy,Ch Er Ag, \ — Br4,C9 BR Bo, Sa CA, By N C . 
a ET. TB}. KL Gas 


Dividirt man die Gleichung: 
IL(0) = BA +Aı Bot AB = 0 
mit der Grösse A,B, Gas so folgt: 


tt 
und folglich: 
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4xBoCy zn Br A,C, + Cr AyBo == 8) 


d. h. der Pol % der Geraden 0,1 liegt auf der Dreieckspolaren des 
Punktes 0. Ganz ebenso lässt sich zeigen, dass der Dreieckspol des 
Punktes 2 ebenfalls auf der Geraden P(0) liegt. 


Nach (41) müssen aber die Dreieckspolaren der Punkte 1 und 2 
durch den Punkt O gehen, und somit kann unter Berücksichtigung 
des Satzes (19) der Pol der Geraden 0,1 nur zusammenfallen mit dem 
Punkte 2 und der Pol der Geraden 0,2 nur zusammenfallen mit dem 
Punkte 1. 


Das Dreieck 0,1,2 hat also die Eigeuschaft, dass die Verbindungs- 
linie zweier Eckpunkte die Dreieckspolare des dritten Eckpunktes 
ee . (80) 


Ist eine Ecke des Dreiecks gegeben, so sind die beiden andern, 
als die Schnittpunkte der Dreieckspolaren und des Polkegelschnittes 
vollständig bestimmt. 


Der Polkegelschnitt irgend einer Ecke des Dreiecks geht durch 
die beiden andern Ecken und berührt hierin die beiden Seiten des 
Dreiecks. 


Bekanntlich stellt die Gleichung: 
ABO ug 


eine Curve dritter Ordnung dar, welche durch die Gerade A’ in drei 
Wendepunkten geschnitten wird, deren Tangenten die Geraden A, 
B, C sind. Rückt aber die Gerade 4’ in die Unendlichkeit, so geht 
die Curvengleichung über in: 


ABC+u=0 
worin u eine Constante bedeutet. 


Für diese Curve der dritten Ordnung, die also drei unendlich ° 
ferne Wendepunkte hat, gelten nun ganz dieselben Polarbeziehungen 
wie für das Dreieck ABC, da man hiefür ebenso als Gleichungen 
der ersten und zweiten Polaren eines Punktes O die Gleichungen 


P(0)=0 und I() = 0 


hat, die unabhängig von der Grösse u sind. 
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XX1. 
Les polygones rayonn6s et les polygones 6toiles. 


Par 


Georges Dostor. 


1. Definition. Nous donnerons le nom de polygone rayonn& 
a tout polygone compos6 alternativement d’angles saillants et d’angles 
rentrants, et tels que les cötes de ces angles sont deux par deux en 
ligne droite. 


Tels sont les polygones ABCDE (fig. 1) et ABCDEF (fig. 2) 


2. Chaque cöte du polygone rayonne joint les sommets de deux 
angles saillants, en passant par les sommets de deux angles rentrants 
qui leur sont contigus. 


Ainsi, dans le polygone rayonne ABCDE (fig. 1), la droite AB, 
joignant les sommets des angles saillants A et B, en passant par les 
sommets a et 5 des deux angles rentrants contigus, est un cöte du 
polygone. 


De m&me dans le polygone ADCDEF (fig. 2), les .‚droites AB 
et EF sont des cötes. Ä 


3. Un polygone rayonne a autant de cötes que d’angles saillants 
et que d’angles rentrants.. 


Quand nous parlerons des sommets ou des angles d’un polygone 
rayonne, nous n’entendrons parler que des angles saillants de ce 
polygone, abstraction faite des angles rentrants, & moins d’avis contraire. 


4. Il est evident que, si l’on parcourt, dans le möme sens, le 
contour d’un polygone rayonne, ou trouvera un meme nombre p de 


N 
ER ERFN, 


BR Yayaca! 
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sommets & droite de chaque cöt6 et aussi un möme nombre q de 
sommets.ä& gauche de chaque cöt6; et, sin designe le nombre des 
cötes de ce polygone, on aura n = p-+g-+2. 


Dans le pentagone rayonne ABCDE (ig. 1), nap=1 et 
q= 2; et dans P’hexagone rayonng ABCDEF (fig. 2), p est egal & 1 
et q est egal & 3. 


9. Un polygone rayonn& est dit de l’es pece e, lorsque le plus 
petit des deux nombres p et q est 6gal A e—1. 


6. Si Yun des deux nombres p et g est nul, Tautre sera &gal 
a n—2, et !on aura e=1; dans ce cas le polygone sera convexe. 
Done les polygones convexes sont de premiere espece. Les 
angles rentrants y sont &gaux chacun A deux angles droits. 


1. Au moyen d’un polygone convexe abedefg... (fig. 3) de n 
cötes, on peut’avoir tous les polygones rayonnes de n cötes. 


8. Le polygone convexe est de premiere espe£ce. 


Pour obtenir le polygone rayonne de deuxieme espe&ce ayant 
n cötes, en suivant le p6rimetre dans le möme sens, on prolonge les 
cötes de deux en deux, jusqu’ä leurs intersections mutuelles. 


Ainsi les cötes ab et cd se coupeut en A’, les cöt&s cd et ef 
en B’; les cötes ef et ga se rencontrent en C', les cötes ga et ab 
en D’; et ainsi de suite. 


Si le polygone convexe donne a un nombre impair de cötes, 
c’est-A-dire si n est premier avec 2, tous les cötes de ce polygone 
aurons et€ prolonges dans les deux sens, et, apres avoir determine n 
intersections de deux cöt6s adjacents A un m&me troisieme cöte, on 
sera revenu au premier point d’intersection obtenu. 


Si, au contraire, le nombre n est pair, comme le cas se pr&sente 
dans la figure 2, on partira du premier cöt6 ab de ’hexagone abedef, 
et on prolongera les cötes de deux en deux, ce qui fournira les 
trois sommets A, B et C'; puis on partira de möme du second cöte 
be en effectuant des prolongements analogues, ce qui donne les trois 
autres sommets D, BE et F 


- 9. On obtient le polygone rayonne de troisieme espece 
ayant n cÖötes, en prolongeant de trois en trois les cöt6s du poly- 
gone convexe de n cötes jusqu’ä leurs intersections mutuelles.’ Ainsi 
les cötes ab et de se coupent en A; les cötes de et ga se rencontrent 
en B; ga et cd se coupent en (©; et ainsi de suite. 5 


Si le nombre n des cöt6s du polygone convexe est premier avec 


ne a TE A Te TER ie Ta IE SH Fe Da ci Kae aD . 
Dale A a Ta Aate 220,000 2 Re re A 
ae SS ER A er BA Ma TR 


” 
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3, tous les cötes de ce polygone auront et& prolonges dans les deux 
sens, et, apres avoir determine » intersections de.deux cötes adjacents 
A deux cötes contigus, ou sera revenu au premier point d’intersection 
obtenu. 


Si, au contraire, le nombre » est divisible par 3, comme cela 
se presente pour l’enneagone, on fera les prolongements indiques, en 
partant d’abord du ‘premier cöte, puis du second et enfin du troisieme 
cöte. On trouvera ainsi que l’enneagone rayonn& de troisieme espece 
(ig. 4) se compose de trois triangles, dont les neuf sommets termi- 
nent les neuf rayons d’une e£toile. 


10. On obtiendra les polygones rayonnes de n cötes, qui sont 
d’une espece sup6rieure & la troisieme, en prolongeant, dans les deux 


sens, les cöt&s du polygone convexe de 4 en 4, ded end, ... de 
n—2 n—2 n—1 n—1 ? : 
nm Zu de u suivant que n est pair ou 
impair. 


11. On voit ainsi, d’apres ces constructions, qu’il y a autant 
d’especes de polygones de n cötes, qu’il existe de nombres entiers 
inferieurs & la muitie& de n ou de n-+1, suivant que n est pair ou 
impair. La premiere espece de ces polygones est le polygone con- 
vexe de n cötes. 


Il y a 2 especes de pentagones, 2 especes d’hexagones, 3 d’hepta- 
gones, 3 d’octogones, 4 d’enneagones et de decagones, et ainsi de suite. 


12. ID est aise de s’assurer que le polygone, ayant n cötes, de 
’espece p, peut s’obtenir au moyen du polygone, ayant n cötes, 
de l’espece p—1, en prolongeant dans ce dernier les cötes de deux 
en deux, dans les deux sens. 


Ainsi le polygone ABCDEFG (fig. 3) s’obtient aussi, en pro- 
longeant de deux en deux les cötes du polygone A’B’C’D'!E'F'@' 
de l’espece immeödiatement inferieure d’une unite. En effet les cötes 
A'B' et C’D' se coupent en C; C’D’ et EF!' m B,;EF' et @’A' 
en A; @'A’ et B’C’ em G; B’C’ et D'E' en F; DE et F'@' en 
BERG enAB en D;..: 


13. On voit encore que les sommets des angles saillants du 
polygone d’une espece quelconque sont les sommets des angles ren- 
trants du polygone de l’espece immediatement sup£rieure. 


Dans le polygone A’B’C’D’E'F'G'’ (fig. 3), les sommets A’, B’, 
C', ... des angles saillants sont les sommets des angles rentrants 
du polygone ABCDEFG de l’espece immediatement sup£rieure. 
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14. Theor&me I. La difference des angles saillants de 


deux polygones rayonnes, ayant le möme nombre de 


cötes mais 6tant de deux especes cons6cutives, est con- 
stante et egale & quatre angles droits, 


Designons par S,-ı et Sp les sommes des angles saillants des 
deux polygones cons6cutifs de n cötes A'B'C'... et ABO... (fig. 3), 
que nous supposerons l’un de l’espece py—1 et l’autre de l’espece p. 


Tirons les droites AF, FD, DB,...; nous formons un polygone 


convexe de n cötes AFDB...; sur les cötes de ce polygone s’ap- 
puient les n triangles AFE', FDB', DBF', ... dont les angles au 
sommet, E’, B’, F’', ... sont &gaux aux angles saillants de l’espece 


p—1; nous avons donc 
Sp—1 = 2n droits — (E'AF+ E'FA+-B'FD--B'DF-+.. „) 


Mais la somme des angles entre parenthöses egale la somme des 
angles du polygone convexe AFDB... den cötes, moins la somme 


des angles saillants du polygone rayonn& ABCD... de l’espece p; 


elle egale par suite 
(2n—4) droits —S,. 
On a done 
Sp-ı = 2n droits — [(” — 4) droits — 8,], 
d’oü on tire 
(I) Sp—1—8p = 4 angles droits. 


15. Corollaire Dans tout polygone rayonne, la diff6- 
rence entre la somme des angles rentrants et celle des 
angles saillants est constante et egale ä quatre angles 
droits. 


16. Theor&me II. Dans tout polygone de n cöt6s et de 
l’espece p, la somme 5, des angles (angles saillants) est 
egale & autant de fois deux angles droits, qu'il ya 
d’unites dans le nombre de cötes diminu6 du double 
nombre de l’espece 


Par l’egalit& (I) nous avons 
Sp = Sp—1ı— 4 angles droits; 


donnant A p successivement les valeurs 2,3, ...p-1, p et observant 
que S; = (2n—4) droits, on forme les egalites 

S; = (2n— 4) droits — 4 droits, 

S = &—4 droits, | 


Sp = Sp-ı — 4 droits. 
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Ajoutant ces p—1 £galites membre ä membre et reduisant, on ob- 
tient la valeur 


Sp = (2n—4) droits — 4(p—1) droits — (22 —4p) droits, 
ou 


(I) Sp = 2(n— 2») angles droits. 


17. Corollaire. Si » est pair, lespece la plus elevee sera 


r n 
marquee par le nombre FE donc on aura 
(III) Sn—2) = 2[n —(n—2)] droits = 4 angles droits; 


etsi n est impair, l’espece la plus &lev6e sera marquee par le nombre 
n—1 le N 
57; par suite il viendra 


(IV) Syn-1) = 2[r— (n—1)] droits — 2 angles droits. 


Il s’ensuit que La somme des angles du polygone ray- 
onne de l’espece la plus &lev6e, parmi ceux d’un meme 
nombre de cöt£s, est &gale A quatre ou A deux angles 
droits, suivant que le nombre des cöt6s du polygone est 
pair ou impair. 


Ainsi la somme des angles du triangle, du pentagone de 2°me 
espece, de l’heptagone de 3®me espece, de ’enneagone de 4me espece, 
etc. est egale & deux angles droits. 


18. Theor&me HI. Dans tout polygone ‘rayonn6, la 
somme des angles ext£erieurs, qu’on obtient en prolon- 
geant les cötes dans le m&me sens, est &gale A autant de 
fois quatre angles droits qu’il ya d’unit6s dans l’espece 
du polygone rayonn&. | % 


En effet la somme des angles, tant exterieurs que saillants, est 
egale & autant de fois deux angles droits que le polygone a de som- 
mets ou de cötes; mais, si le polygone, supposs de n cötes, est de 
l’espece p, la somme des angles saillants sera 


Sp = 2(n— 2») angles droits; 
on a par suite, pour la somme S des angles exterieurs 


S = 2n angles droits —2(n— 2p) angles droits 


ou | 
S= (2n—2n--4p) angles droits; 

done 

(V) S=p fois 4 angles droits. 


Dans le pentagone de 2®me espece, la somme des angles extörieurs 
est de huit angles droits. | 


Men 


380 Dostor: Les polygones rayonnes et les polygones etoiles. 


$ Il. Les polygones rayonnees reguliers. 


19. Theor&me I. Dans un polygone rayonn& reögulier, 
de n cötes et de l’espece p, chaque angle saillant est 


egal al’exces de deux anglesdroits sur = angles droits; 


et chaque angle rentrant est&gal Al’exctsdedeux angles 

4(p—1 
droits sur a angles droits. 

Car les n angles saillants sont egaux entre eux et leur somme 
est egale & (2n —Ap) angles droits; de m&me les n angles rentrants 
sont egaux entre eux et leur somme est 6gale ä 2n—4(p—1) angles 
droits. 

20. Corollaire. Dans un polygone rayonn6 regulier, la difference 
entre un angle rentrant et un angle saillant est egal & l’angle au 
centre du polygone r£gulier. 


21. Theor&me II. La surface du polygone regulier de 
n cötes et de l’especep est 


. T% p 
sın — COS = It 
(VD P=nR:. 
»—1 
COS IT 


® 


Joignons le centre O & un sommet A de ce polygone (fig. 5) 
et aux deux sommets voisins A’ et E’ du polygone regulier de n 
cötes et de Pespece p—1, qui sont situes sur les cöt&s issus du 
sommet A dans le polygone de l’espece p. La surface de notre 
polygone se composera de n quadrilateres tels que. AA’OE’ ou de 
2n triangles tels que AA’O. Nous avons done 


P= 2n.A4'0. | 
Or, dans le triangle AA’O, le cöte AO est egal au rayon R du cercle 
circonscrit au polygone donne; P’angle OAA’ est la moitie de l’angle 
A’AE ou la moitie de la „me partie de (n—2p)r, de sorte que 
Ken ad A | 
OAA = DE SAR 


et l’angle AOA’ est la moiti& de la nme partie de quatre angles 
IT 


2 : 
droits ou egal & ai La surface de notre triangle AA’O est. 


In n 
ainsi egale & ; 
RL 
sın — cost IC 
(et n 7 
cos It 
N 


4R? sinA04A'.sinOA4’ 
sin AA'O 


Be? 
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done on a 


22. Corollaire I. Le rayon r du cerele inserit dans notre 
polygone rayonne r£egulier est &videmment egal & Rsin0AA’—= 


. [% 4 3 
kRsin 5-: r) 25 Reos® m; par consequent nous avous aussi 


(vH BIURE 


AB 
23. Corollaire II. Le demi-cöte 5 Frl polygone regulier 


etant egal A Rcos0AA’—= Rcos (5-2r) — Rsinen, il vient en- 


core 


(VII) 6 P=3nakR. 


24. Corollaire IH. On deduit de lä que 
(IX) 7 7 


\ : er p 
sın sın sın — cot-n 
} 7 n 
Ve Inar. ORTE N —= nr? TER == ana 7 
.Dp DeI# pP pi N. p—1 
sin=-7Cos 7t COS—TT COS—— IT SIN-T COS—— rn 
N R nr v7 i n v7 


$ III. Les polygones etoiles. 


25. Definition. Parmi les polygones rayonnes, les uns se com- 
posent de polygones convexes distinets, d’autres au contraire ont un 
perimetre. 


Selon usage, nous donnerons le nous de polygone £&toil& A 
tout polygone rayonne dont les cötes forment une suite continue» 
tels qu’en les parcourant dans le m&me sens, on revienne au sommet 


de depart, apres avoir passe par tous les autres sommets et une 
seule fois par chacun d’eux. 


Tels sont le pentagone (fig. 1), l’heptagone (fig. 3) 
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26. Theor&me I. Etant donnde une courbe convexe 
divisee en n parties consecutives aux points REN. 
(ig. 6.), lorsqu’on Joint ces points par des droites, depen 
?, aA partir de l’un d’eux, deO par exemple, on formera 
un polygone 6toil& si les nombresn etp sont premiers 
entre eux et l’on n’en formera qu’un. 


En effet, si, A partir du point O0, on joint les points de division 


de » en », jusqwä ce qu’on ait tire n droites, on aura franchi suc- 


cessivement des nombres de division de la courbe exprim6s par 


ee, P, 2p, BP, N nah np. 
Pour trouver les points de division par les quels ou aura passe, 
il suffira &videmment de supprimer, dans chacun de ces n nombres, 


le plus grand multiple de n qui y soit contenu; les restes obtenus 


marqueront les points de division de la courbe qu’on aura relies. Or 
je dis que les » restes ainsi obtenus sont tous differents. 


Car soient r et r’ deux quelconques de ces restes; les deux 
nombres correspondants de la serie (1) seront de la forme 


op— Pn+r, ap= Bin-tr, 
Si les deux restes » et r’ pouvaient &tre &gaux, on aurait 


r—ep—-Pn—PB'n ou (a—a’)p — (P— BR, 


et le produit («—«’)p serait ainsi divisible par 2; or n est premier 
avec p, par suite il diviserait la difference @—@', ce qui est impos- 
sible, puisque @ et @’ sont moindres que n. 


Donc les n restes de la suite (1) sont tous differents; et, comme 
il sont moindres que », ils sont formes par les » nombres entiers 
0, 1,2, 3, .... (a—1) inferieurs & n, pris dans un certain ordre. 
Ainsi, en joignant les n points de division de notre courbe, de p en 
p, par une ligne bris6e continue, on aura passe par tous ces n points 
et une seule fois par chacun d’eux; done le polygone r6sultant sera 
etoil& et de l’espece p. 


27. Corollaire I. Il est &vident que le perimetre de notre poly- 


gone etoil&E sous-tend np divisions de la courbe, ou p fois la eourbe 
elle-m&me. 


28. Corollaire II. Si les nombres et » avaient un diviseur 
cCommun d, on verrait, par un raisonnement analogue, que le poly- 


‚ . N Ay 
gone, form& en les points de p en p, n’a que „j Cötes et que son 


perimetre sous-tend = la courbe. 


>. EEE ER 
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29. Theor&me H. Il existe autant de polygones &toiles 
den cötes, qu’il ya d’unites moins une dans la moitie 
du nombre qui exprime combien il y a de nombres en- 
tiers inferieurs ä n et premiers avec lui. 


Soient, en effet, 1,a, b, e, ...n—c, n—b, n—a, n—1 les nom- 
bres entiers, qui sont inferieurs & n et premiers avec lui. Divisons 
une courbe fermöe convexe en n parties, et joignons les points de 
divisiondei1ä1,deaen.a, ded en b,.... den—1lä n—1. Chacun 
des nombres 1, a, 2, ... (na—1) &tant premier avec n, on obtiendra 
de la sorte autant de polygones A p6erimätre continu, quil y a de‘ 
nombres entiers, inferieurs & n et premiers avec lui. 


Mais ces polygones sont deux ä deux de m&me espece. Car le 
polygone, qu’on obtient en joignant. les points de division de p en 
?, & p—1 sommets d’une part de chacun de ces cötes et n—p—1 
sommets du cöte oppos6; et le polygone qu’on obtient en joignant les 
points de division de n—p ä n—p, a aussi n—p—1 sommets d’une 
part de chacun de ces cöt6s et par suite. p—1 sommets d’autre part; 
donc ces deux polygones sont de m&me espece. 


Or deux de ces polygones sont convexes; parsuite, si « exprime 
combien il ya de nombres inferieurs & n et ipremiers avec lui, il 
existera autant de polygones 6toiles ayant n cötes quil y a d’unites 

a—2 & 
dans a re Dart ik 

On trouve ainsi qu’il y a 1 pentagone 6toile, 2’heptagones 6toiles, 
1 octogone £toile, 2 enn&agones £toiles, 1 d&ecagone £toile, etc. 


S IV. Les polygones etoiles reguliers. 


30. Considerons un polygone regulier de n cötes et de V’espece 
p; ce polygone sera etoil&E si p est premier avec n. Le cöt& CO de 
ce polygone, exprime en valeur du rayon R du cercle circonscrit sera 


(X) age 2Rsin 1. 


Cette formule nous donnera les cötes des polygones reguliers 
etoiles de 5, 8, 10, 12, 16, 20 et 24 cötes. 


31. Pentagone regulier &toile. Nous avo n=5setp=2; 
il viendra donc pour la valeur du cöte 


20 


= 2Rsin 79 =4R YIOH2Y5 


C=2Rsin 


I 
N‘ 
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On trouvera ensuite la surface P de ce pentagone au moyen de la 
formule (VI), qui donne 


} 2n RL: 

sin — C08 — | DER 

P—_ 2 0: er 572 Su 36% c0s720 iS 5 „en 360 
TE cos 36 4 cos?36° 


5 Tr — 
P=nRV0—-2y5 
32. Oectogone regulier etoile. Puisgue n—=8etp—= 3, on a 


— on = 2Rcosz ER ya Ds 


8 
a 7 IT IOTE 
PL RAY 81N ==> 
eu. FEN N IR DT et Ta 2 ErT 
P=8R:2. 55 = 8R®.—— =AR2(y21). 
09-4 cos i 


8 4 
33. Decagone regulier 6toile, Ona ici n=10, p=3; par suite 


— 0 2Rsin. —= 2Rsin54? = $3R(y5--1); 


3 
sin — 608 — : 
m 10 sin 18% cos54! sin18° singg0 
ERROR y #2 a ee 2 FE 3 
P= 10R®. “ 10RI. ae 10 
COS = 
5 , 
ou 
(Vv5-HDyiOo—2yS 5. a 
wa BE Er Da 8 RE f 
P=5R:8. Sys) =; RySw—2y5 


Appelons C, et C,, les cötes du pentagone et du decagone etoiles, 
qui sont inscrits dans le m&me cercle de rayon R. Nous avons 


10,2 yB N ee ; 541\? 
ee — RER. (+) 


— 24008. 


2 R? 


Done le cöt& du pentagone regulier &toile est l’hypo- 
tenuse d’un triangle rectangle, dont les deux cöt&s de 
l’angle droit sont le rayon et le cöt& du d&cagone regu- 
lier etoile. 


Si nous repr&sentons de möme par P, et P,, les surfaces de ces 
deux polygones, nous aurons 
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sin 180 sin 369 


al a sin 36° sin 18° 


N ee ee 
| De c0s360  ’ 
de Sorte que P, —=2P,. Dore 


La surface du d&ecagone regulier &toil& est double de 
la surface du pentagone regulier &toile. 


S Y. Les polygones reguliers convexes d’un nombre pair de eötes. 


34. Theor&me. L’aire d’un polygone r&gulier convexe 
d’un nombre pair de cöt6s est &gale au perimetre du 
poly&one regulier convexe d’un nombre de cöt6s deux 
fois moindre et inserit dans le möme cercle, multiplie 


par la moitie du rayon de ce cercle. 


Soit AB (fie. 7) le cöt6 du polygone regulier de 2n cötes inscrit 


dans le cercle 0. Tirons les rayons AO et BO et menons l’apoth@me 


OI. La surface P de ce polygone sera 
| 01 
Pr=2nABX ee, nABX OT 


Menons la corde AC perpendiculaire sur le rayon BO, qu’elle 
coupe en D. Les deux triangles rectangles ABD et BIO £tant 
semblables, nous avons l’Egalit& 


AB _ AD 
BONO, 
qui donne 
BO 
ABNX:-OI=ZADX BO > AU X 
Il viendra par suite 
: BO 
BACK ER 


ou nAC est le perimetre du polygone regulier inscerit de n cötes et 
BO le rayon de ce cercle. Notre proposition se trouve donc de 
montree. | 


35. Ce theor&me fournit immediatement l’expression de la sur- 
face des polygones reguliers convexes de 6, 8, 10, 12, 16, 20 et 24 
cötes. 

Surface de l’hexagone regulier. Nous avons n=3 et AC= 
Ry3; par consequent il vient 


\ 
Teil LIX. \ 25 
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Surfaces de l’ocetogone regulier. Posant n—=4 et AC— RV2, 
nous avons l 


Surface du decagone regulier. Pour n =5, nous avons AC—= 
IRY1O—2Y 5, de sorte que | 


Po = 3R:y10—2y5. 


Surface du dodeeagone regulier. Sin 6, il viendra AC=R 


et par suite 
Pıa = ER. 


Polygone regulier de 16 eötes. n=8 donne AC=RY2—y 2; 
on a donc Bi 
Polygone regulier de 20 cötes. Pour n=10, on a AC= 
IR(yY5—1), de sorte que 
Po = 3R?(y5—1). 
Polygone regulier de 24 eötes. Si n= 12, on aua AQ= 
y2—y3; par suite il viendra | 


x 


Pa == 6R? y2 Fre y3. 
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XXLl. 
Beitrag zur Theorie der Unterdeterminanten. 


Von 
F. Hoza. 


1) Bekanntlich lässt sich jede Determinante nten Grades in 
Teilproducte zerlegen, deren jedes aus 2 Unterdeterminanten besteht, 
wovon erstere den Grad % und letztere (na—%k) besitzt. Z. B. 


| 

“1 di2 4ız Aa Bl 
| 

‚dgı 99 Agg Agı W925 | 


EL ge eek Ne, 


ja Ay Us Io Az4 935 
Agı Ayg Agg Ayy Az5| — Qgı ga (ag » — @9] Agg QAgg| 
!dsı Aag € 054 055 O4 Ayo Ass) 5a 55 
As Asp Us Ur 5 434 4gg Ggg! @4ı Ua Was! 
Az 459 Az; Asa 955 
laı4 049. dig Idıi Go @ 
11 %ı2 813 11 C%ı2 213 
| Az4 435 Ag4 425 
AR “a1 Gga Ang - + Agı 038 Agg| » PRIER 
| j@44 945 AT. 54 955 
dzı 52 453! ı44ı A442 Las 
| 
ad a d d [4 dıea| 
11 Cı2 C13! 11 %ı2 13 
Aa Gy; Qa4 495 
— (dyı 439 Ga, . Agı La 3» 
IA | 1Q44 945 Be de A34 935 
51 52 858 d;ı 452 953 
| 
Ayı Age q ag] 492 @ag 
| “ 44 5 | 41a 95 
— Gy Ayg As5 » + Ayı Azg As3| » 
ABONG a54 955 dr dası dr Ay 45 
41 Y42 843 5ı 952 953 
| 
A191 a2 23 Ag] Qg2 Asz 
=. 1941) @ay .Qas In air Aug Qu). un 
a Qz4 Q3;5| a RG Ay 495 
Azı Az2 853 51 952 953 
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Führt man eine kürzere Bezeichnungsweise ein, nach Art jener, 
deren sich Sylvester bedient, indem man die Indices in 2 Reihen 
schreibt, oben die der Colonnen und unten die der Zeilen, so lautet 
die frühere Formel 


, 


123451 1123) 45) j123 451,123] j45 
12845 lı2asl a5 12435 "125° 8A 
1123 sh: ER) Re E3 
134° a5) 135]: 2a " 1145| 23) 21284 775 
123| ja5l [123 @5| , 1123| ja5l 
Toys 1a else 


Hieraus ist das Bildungsgesetz der Partialproducte ersichtlich. 


Die oberen Indices folgen in natürlicher Ordnung, die unteren 
aber bilden Combinationen der kten und (n—k)ten Classe der Ele- 
mente 1, 2,3... n. 


Die Anzahl sämmtlicher Teilpunkte ist 


(1) E ei: 


Das Vorzeichen richtet sich nach der Anzahl der Inversionen 
sämmtlicher unteren Indices, dieselben als eine Complexion beträchtet. 


Diese, wie allgemein bekannt, von Laplace herrührende Ent- 
wickelung, lässt sich jedoch verallgemeinern, indem man die oberen 
Indices auf dieselbe Weise combinirt, wie die unteren. 


Auch für das Vorzeichen jedes Teilproductes lässt sich eine all- 
gemeinere Regel aufstellen, die auch dann gilt, wenn die oberen 
Indices nicht in natürlicher Ordnung folgen. Unseres Wissens ist 
eine solche Verallgemeinerung noch nicht versucht worden und daher 
dürfte die nachfolgende Abhandlung als eine wesentliche Vervoll- 
ständigung der Laplace’schen Zerlegungsformel günstige Aufnahme 
erwarten. 


2) Es sei eine Determinante nten Grades 
444 we dın | 


EEE 


A = = \- 
BERN G) 


| Any ... Ayn 


Betrachten wir ein beliebiges Element apg, welches in der pten 
Zeile und gten Colonne liegt. 


Entwickelt man /„ nach Elementen der pten Zeile oder gten 
Colonne, so erhält man bekanntlich 
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ee (— 1)P+4 .Apq An. (2) 


Hier bedeutet I„n-ı jene Unterdeterminante erster Ordnung und 
(n—1)ten Grades, welche entsteht, wenn in 4„ sowohl die pte Zeile 
als auch gte Colonne weggelassen wird. Das Summenzeichen 3 be- 
zieht sich auf Summanden, welche dadurch gebildet werden, dass einer 
von den Indices pq constant ist, während der andete alle Werte von 
1 bis » der Reihe nach durchläuft. Die Anzahl aller Summanden ist 
daher » und ihre Vorzeichen werden durch (—1)P+7 bestimmt, wobei 
(p-+g) die Anzahl aller Zeilen und Colonnen bedeutet, welche man 
durchschreiten müsste, um vom ersten Elemente a,, bis zum Ele- 
mente apy zu gelangen, wozu aber auch die Zeilen und Colonnen zu 
rechnen sind, in denen a,,; und ap»g liegen. 


3) Auf ähnliche Weise lässt sich auch f„-ı entwickeln. Zu 
diesem Zwecke wählen wir uns aus f„ ein beliebiges, Element ass 
heraus, welches mit a»; weder in der nämlichen Zeile noch Colonne 
liegt und bestimmen, in der wievielten Zeile und Colonne von A-ı 
dieses Element erscheint. Wäre p >r, so hätte die Weglassung der 
pten Zeile auf die Anzahl der Zeilen, welche in 4„-ı zwischen dem 
ersten Elemente und a,s liegen, keinen Einfluss. Wäre jedoch p<{r, 
so stünde in f„_-ı das Element a,s in der (r—1)ten Zeile, weil 
zwischen der ersten und rten Zeile eine weggelassen wurde. Dasselbe 
gilt bezüglich der Colonnen. Hieraus ist ersichtlich, dass wenn die 
Indices pr eine Folge bilden, d. h. in natürlicher Ordnung folgen, 
die Anzahl der Zeilen um 1 vermindert werden muss und wenn die 
Indices gs eine Folge bilden, dass die Anzahl der Colonnen um 1 
vermindert werden muss. Bezeichnet daher « die Anzahl der Folgen 
in den Complexionen pr und gs, so muss 


PREIS: = Z(1)r+s—0.ay5.An_2. (3) 


Hier bedeutet 4n_2 jene Unterdeterminante 2ter Ordnung und 
(n—2)ten Grades, welche aus 4„-ı entsteht, wenn man jene Zeilen 
und Colonnen weglässt, in denen das Element a,s vorkommt. Auch 
kann man J„_-2 unmittelbar aus 4. erhalten, wenn man jene Zeilen 
und Colonnen weglässt, welche durch die Elemente a»g und «ss gehen. 


4) Nun sind wir auch im Stande die Frage zu beantworten: 
Welches ist die Summe aller Glieder einer vollständig entwickelten 
Determinante /„, in denen zwei beliebige Elemente a), und ars als 
Factoren vorkommen ? Die verlangte Summe folgt aus den Formeln 
(2) und (3) und hat den Wert 


S, — (— 1)" .apg. ars. An—2, (4) 
m—=p-+gatr+s— 0. 


wo 
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So z. B. ist in der Determinante 


an. Maren 


| As »--» Ass | r 
die Summe jener Glieder, welche die Elemente a,)a,, enthalten, gleich 


| 
u 213 9a] 
12 
—1)"ayga Br u) zer 


25 "055 Ina 
oder die Summe jener Glieder, welche a,,a;, enthalten, gleich 
| Ayo Aya 45) 


(— 1)" as3a;, [age aaa an 


ji ı Qga Aya 45 


5) Eine weitere Frage wäre, wie viele solche Summen S, über- 
haupt aus 4„ möglich sind. Gewiss. so viele, als Producte ayg.ars 


so gebildet werden können, dass p verschieden sei von r und g von s. 


Hierbei kann p mit q sowie » mit s auch gleich sein. Die Indices 
pr und gs bilden daher Combinationen der Elemente 1, 2,3, ...n 
zur 2ten Classe. , Da jede solche Combination sowohl für pr als auch 
qs gesetzt werden kann und weil es erlaubt ist, sämmtliehe Combi- 
nationen, die an Stelle von pr oder gs stehen, umzukehren (zu variüiren), 


2 
so ist die Anzahl aller möglichen Producte .apg.a,s gleich (5) i 


Entwickelt man die Determinante A,-2, so erhält man (n— 2)! 
Glieder, welche mit apg.ars multiplicirt und den entsprechenden Vor- 
zeichen versehen, die Summe S, geben. Solcher Summen sind aber 


(5) 2 folglich entsprechen’ sie 


(5) a2: Z (G): 


Gliedern der ursprünglichen Determinante 4,. Hieraus ist ersichtlich, 
n 
2 
unmittelbare Entwickelung von 4„. Wählen wir eine beliebige Com- 


bination pr aus, behalten dieselbe constant und lassen gs alle mög- 


dass wir auf diese Weise ( mat mehr Glieder erhalten, als durch 


lichen Variationen durchlaufen, so erhalten wir (5) Werte für $, 


und hiermit zusammen 


2()-m— = a! 
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von einander verschiedene Glieder der Determinante 4„, die also 
zusammen Z„ geben müssen. Daher lässt sich An in Teilproducte 
von der Form S, zerlegen. Nun können aber die constanten Indices, 


seien es pr oder gs, auf (3) verschiedene Arten gebildet werden, 


folglich sind (5) verschiedene Entwicklungen von f„ in Teilproducte 
S, möglich. Endlich können wir noch bemerken, dass die Summe 
aller S, jedes. N von An (3) mal enthalten muss. 


6) Betrachten wir "pr als constant, so werden,je zwei Werte von 
S, sich bloss durch die Ordnung der Indices gs also bloss durch das 
Vorzeichen unterscheiden und können vereinigt werden, wodurch die 
Summe 
apq @ps 
Ayg Urs | 


2-40 (5) 


T, an (—1)" FE — (—1)” n 


entsteht. Dasselbe gilt, wenn gs als constant angesehen werden. 


“ 


Solcher Summen T, gibt es daher a von denen (2) genügen, um 
alle Glieder der Determinante /„ zu bilden. Es lässt sich also Au 
auf © ) Arten in Teilproducte von der Form 7, zerlegen, indem 


man die constanten Indices, seien es pr oder gs, aus den Elementen 


1, 2, 3, ... n combinirt und jede solche Combination mit allen Com- 
binationen derselben Elemente der Reihe nach zu 15 H vereinigt. 
SD. 
en SEP 3 i Fa 23 
1234 Ba lıa aa 218 
12,3 5 nn 12 4| h 3! ; ; 1 2 
lu -hsltlad:lı sl 
oder 
2 34 3: ni +3 ‚23 
3347. 23:14. 4 
231 114 124 34 12 
+slhd- 23 Katbs, 14’ 
oder 
1234 123] 14 hs er 14 
12347 12) sa [13 24 1423 
123 b AN 12 3 Ad: 4 
+b3|-| 14 al: +54 22. 
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\ 


Solcher Entwicklungen sind (3) — 6 möglich. Aus diesem Beispiele 


Eu 
B 


ist ersichtlich, wie praktisch unsere Regel für das Vorzeichen jedes 
Teilproduetes ist, indem dasselbe bloss aus den Indices der ersten 
Unterdeterminante folgt. Auch muss bemerkt werden, dass dieses 
Vorzeichen auch aus der zweiten Unterdeterminante auf gleiche Weise 
folgen würde, wie später allgemein nachgewiesen werden soll. 


_ 


7) Beschränken wir uns bei der Entwicklung der Determinante 
Ay bloss auf solche Arten der Entwicklung, bei denen die Indices pr 
und gs in natürlicher Ordnung folgen, so wird immer «= 2 sein 
und setzen wir 


SO muss 
“j v S | 
ee (8 . Mr An2. (6) 


Aus dieser Formel ersieht man, dass das Vorzeichen jedes Teil- 
productes bloss von der Summe :, der Indices der Determinante’ 12 Ü 
abhängt. 


8) Kehren wir nun zur Formel (4) zurück und versuchen die 
Unterdeterminante 4„-2 zu zerlegen. Diese Determinante entsteht 
bekanntlich dadurch, dass man in, 4, jene Zeilen und Colonnen weg- 
lässt, in denen die Elemente a), und a, vorkommen. Es sei nun 
“u ein beliebiges Element von 4,„, jedoch so gewählt, dass es mit 
keinem der beiden Elemente «a»g, ars in einer Reihe liegt. 


Um 4„-2 nach der Formel (2) zerlegen zu können, ist es not- 
wendig zu wissen, in der wievielten Zeile und Colonne von Ay das. 
Element am vorkommt. Wäre p>r>t und g>s> ur do: 
bildeten die Complexionen prt und gsu keine Folgen, so hätte das 
Weglassen der pten und rten Zeile, sowie der gten und sten Colonne 
keinen Einfluss auf die Position des Elementes an. Wenn Jedoch 
diese Complexionen auch Folgen enthalten, so entspricht jeder solchen 
Folge, die bezüglich der letzten Indices t:oder « stattfindet, eine 
Verminderung der Anzahl der Zeilen oder Colonnen um 1. Wenn 
2. B. p<<t wäre, so würde zwischen der ersten und zten Zeile die 
pte Zeile fehlen. Dasselbe kann man von den Colonnen sagen. 
Bezeichnen wir daher mit 8 die Anzahl der Folgen in den Com- 
plexionen prt und qsu bezüglich der letzten Elemente t und u, 80 
stellt 4 — ß die Anzahl der Zeilen und Colonnen der Unterdeter- 
minante „2 dar, welche vom ersten Elemente an bis zum beliebigen 
at„ vorhanden sind. Daher kann nach der Formel (2) ER 


A == S(—1)!ru-B, Alu: Anz (7) Ba 


sr ER a Pr ALSEER 
PET RD N R ; en De y 


= 
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gesetzt werden, wobei An-3 jene Unterdeterminante 3ter Ordnung 
und (n—8)ten Grades bedeutet, welche aus A„—. entsteht, wenn man 
jene Reihen weglässt, in denen ai. vorkommt. Zu-3 kann auch un- 
mittelbar aus 4. durch Weglassung jener Reihen, in denen apg, @rs 
und at. vorkommen, gebildet werden. Das Summenzeichen & bezieht 
sich auf solche Summanden, welche entstehen, wenn einer von den 
“Indices tw constant ist und der andere alle Werte mit Ausnahme der 
gleichnamigen Indices in apg und a,s nacheinander annimmt, Wenn 
z.B. t constant ist, so kann « alle Werte von 1 bis n mit Ausnahme 
von q und s annehmen. Jedenfalls enthält also die Summe 3 hier 
immer (n—2) Summanden. 


9) Bezeichnen apg, @rs, atu drei beliebige verschiedenen Zeilen 
und Colonnen angehörige Elemente der Determinante 4„, so ist die 
Frage, welches die Summe jener Glieder dieser vollständig entwickel- 
ten Determinante ist, in denen alle drei Elemente als Factoren vor- 
kommen. Aus der Vereinigung der Formeln (2), (3) und (7) folgt 
die verlangte Summe 


S, = (— 1) 4 Apg rs Gtu An-3 (8) 
wenn 
= ptatrtstttu 
und 
= aß. 


i, bedeutet also die Summe der Indices der gegebenen Elemente und 
A, die Anzahl sämmtlicher Folgen in den Complexionen pri und gs. 
So z. B. wäre die Summe jener Glieder der Determinante 
RR 


[9] 


| 
As . ++ Asp! 


darzustellen, in denen die Elemente as; a55 a5; als Factoren vorkommen. 
Die Summe 


15 7.20 
und 
l; = 4, 
folglich ist | 
| SS; = A193 4z9 Q35 “u Se, 
 |Ayı @gal 


Auf gleiche Weise erhielten wir die Summe jener Glieder, in denen 
die Elemente as; a39a;,, vorkommen: 


t 
NS TE 


PR. 
Sg = — Gy Ag9 Az4 


Ayz Asp! 
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10) Fragen wir nach der Anzahl aller Summen S, hinsichtlich 
der Determinante‘ 4,, so ist leicht einzusehen, dass dieselbe gleich 
ist der Anzahl aller möglichen Producte Apg-@rs.Atu. Da die Anzahl 
der Combinationen von n Elementen 1, 2, 3,...n zur 3ten Classe 


gleich ist (3) und jede solche Combination sowohl für die Indices 


prt als auch qsw gesetzt werden kann, und weil entweder die ersten * 
oder die zweiten Indices nebstdem auch permutirt (varlirt) werden 


3 


Entwickelt man 4,-3, so erhält man (n—3)! Glieder, daher 
repräsentirt jedes S, im Ganzen (n—3)! verschiedene Glieder von 
A, und sämmtliche S, enthalten also 


31(3) a1 (Zar 


Glieder aus der Determinante 4„. Da letztere bloss n! Glieder ent- 
hält, so müssen, wie später bewiesen werden wird, auf diese Weise 


können, so erreicht die gesuchte Anzahl die Höhe 3! (3) 


immer (3) gleiche Glieder zum Vorschein kommen. Es ist hiermit 


der Schluss nahegelegt, die Determinante 4, lasse sich auf (3) Arten 
in Teilproducte von der Form $, zerlegen. 


11) Nehmen wir an, die Indices prt und gsw folgen in natürlicher 


Ordnung, so muss sein 
hy — 6 
und 
Ss = (1). apg Ars atu An_3. 2° alas 


Permutirt man entweder prt oder gsu und zwar durch successive 
Vertauschung, so ändert sich bei jedesmaliger Vertauschung zweier 
Indices die Anzahl der Folgen um eine ungerade Zahl, folglich ent- 
spricht jeder Vertauschung eine Veränderung des Vorzeichens. 


Vereinigt man aber sämmtliche so erhaltenen Producte S2, SO 
erhält man | 
Apg Aps Apu, 

T, = (—1)% Ayg rs = An-3 


Atg As Atu 


— Ga | A: ; (10) 


73 repräsentirt die Summe von 3! Producten von der Form $,. Die 


2 
Anzahl aller möglichen 7, ist daher () . 


ei Sc ac A A ae ET 
Er EP THIT 
a N 
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Weil nun 4,„.-3 bei vollständiger Entwickelung (n—3)! Glieder 
enthält, so kommen in 7, im Ganzen 3!(r —3)! verschiedene Glieder 


von 4, vor, und weil 
3: (5). 9! = a, 


‘so genügen (3) solche Teilproducte 7, zur vollständigen Entwicke- 
lung von Sy. Folglich muss sein 


An = ZN. BSR (11) 


wo das Summenzeichen & sich auf Summanden bezieht, welche ent- 
stehen, wenn eine Zeile der Indices, entweder gsw oder pri, constant 
ist, während die andere alle Combinationen der 3ten Classe der Ele- 
mente 1, 2, 3... n der Reihe nach durchläuft. 


N) Arten aus den Elementen 


Da nun die constanten Indices auf ( 
1, 2, 3... n combinirt werden können, so stellt die Formel (11) im 


‚Ganzen (3) verschiedene Entwicklungsarten von /„ dar, d. h. A 


lässt sich auf 5 Arten in Teilproducte von Unterdeterminanten 
| 3 h 


Ster und (n—3)ter Classe zerlegen. 


So-1stz. D. 
12845) 935 1a 235, 14 235 
12345 123 45) 124 aeg 
235 [141235 Da pası 1a 235) 14 
134 125 "24 145) 23 234 15) 
et 14 _ ss ne 235 Is 
235° 245 12 


Diese Entwicklung enthält & 


auf 10 verschiedene Arten geschehen. Die Bestimmung des Vor- 
zeichens aus der Summe der Indices ist höchst einfach und daher 
für die praktische Berechnung geeignet. Auch ersieht man aus dem 
angeführten Beispiele, dass das Vorzeichen ebenso aus der Summe 
der Indices des zweiten Factors jedes Teilproductes folgt. Denn die 
Summe sämmtlicher Indices ist stets eine gerade Zahl, folglich müssen 
die Summen in den Factoren zugleich entweder gerade oder ungerade 
Zahlen sein. 


.. 10 Teilproducte und könnte 


12) Durch fortgesetzte Zerlegung erhält man auf gleiche Weise 


se WERE N 2. We 
% le a SE HE u a + 
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An-3 = El-1)He77 an. Ana (12) 


Hier bedeutet a,, ein beliebiges Element der Determinante 4A„, jedoch 
darf dasselbe mit keinem der Elemente ayy, ars, at, denen eben Ay_3 
entspricht, in derselben Reihe liegen. I,_4 ist jene Unterdetermi- 
nante 4ter Ordnung und (n„—4)ten Grades, welche aus 4, durch 
Weglassung der »ten, rten, ten und vten Zeile nebst der gten, sten, 
uten und ztem Colonne entsteht. y bedeutet die Anzahl Folgen in 
den Complexionen ‘prtv und gsux bezüglich der letzten Elemente» 
und «. Das Summenzeichen & bezieht sich auf Summanden, welche 
entstehen, wenn einer von den Indices v, constant ist, während der 
andere alle Werte von 1 bis », mit Ausnahme der entsprechenden 
Indices von apg, ars und atu, der Reihe nach annimmt. Wäre z. B. 
v constant, so würde x» die Werte 1, 2, 3, ... n mit Ausnahme von 
SU anne 


N 


13) Wählen wir uns aus den Elementen von 4, vier beliebige 
jedoch verschiedenen Zeilen und Colonnen angehörige Elemente apy, 
rs, Atu Und ar, aus, SO muss die Summe jener Glieder von 4,, welche | 
dieselben als Factoren enthalten, durch 


ee ke Apg Ars Atu ans An—4 (13) 
dargestellt werden, wobei 


u = p+g+r+s+ttute-te 
und ,=a-+ß-47. 


A, bedeutet die Anzahl sämmtllicher Folgen in den Compensionen 
prtv und qsux. 


So ist z. B. für die Determinante 


die Summe jener Glieder, in denen die Elemente Ay5, Az, Ay und 
4;5 als Factoeren vorkommen: 


| agı U34 Ay6 Ayg 
Azı Azı 956 a8 | 
I 4 U % Eu 
Agı Agy Ayg gg | 


S = (—1)*# 095 Q453 417 Asa 


14) Wie gross ist die Anzahl aller möglichen Producte 5? Sie 
beträgt, wie leicht zu erweisen 


n\ 2 
! . 
«()) 


Dit Talea A VE ar AL er a ne 


10? TE at 1 a u a 
a a re Fa 
nd REN ug ie LTR 
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Da 4„.-ı aus (n—4)! Gliedern besteht, so repräsentiren alle S, im 


Ganzen 
4! (1) ge (4). 


Glieder der entwickelten Determinante Z/„. Weil aber 4. bloss n! 


Glieder enthält, so werden je ka) gleiche Glieder vorkommen, woraus 


n 
4 
von der Form S, zerlegt werden kann. Nehmen wir an, die Indices 
prtv und gsux folgen in natürlicher Ordnung auf einander. Dann ist 
4, jedenfalls eine gerade Zahl und in Folge dessen wird 


man schon schliessen könnte, dass 4. auf ( ) Arten in Teilproducte 


S, = (— 1): apg ars atu dyn Ana. (14) 


15) Durch blosse Permutation der ersten oder zweiten Indices 
ändert aber S, bei jedesmaliger Vertauschung zweier Indices das Vor- 
zeichen. Folglich müssen alle auf diese Weise gebildeten 8, die Summe 


sum 


T, ee (— 1) A An—4 (15) 


| prtv 


geben. Da 4! Producte von der Form 8, ein Product von der Form 


- 
T, geben, so ist die Anzahl aller 7, gleich (4) .. Weil ferner ein 
Teilproduct 7, entwickelt A 
4!(n —4)! 


Glieder von /„ liefert und weil 
1: (1)-@-9!=nt, 


so reichen (1) solche Teilproducte 7, hin, um alle Glieder von 4, 


zu bilden. Folglich muss sein 


sun 


Ay =: S(— 1)% ‘ An—4 (16) 


| priv 


wo das Summenzeichen & sich auf Summanden bezieht, welche ent- 
stehen, wenn eine Zeile der Indices constant ist, während die andere 
alle Combinationen der Aten Classe der Elemente 1, 2, 3...» der 
Reihe nach durchläuft. Ihre Anzahl ist ( 


R 


2 d.h. so viel als gerade 


nötig ist. Da die constanten Indices auf (ü) verschiedene Arten 


A a u NG 7 u A ae 
EN 
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combinirt werden können, so sind (5) verschiedene Entwicklungen 


nach (16) möglich. 


2.B. | | 
Be 567 a Ka 
1234567 3467| 125 83467l'lı25 

1457| BL 456 
3467 125 Baer 125 
IE 


Die Anzahl aller Teilproducte ist 


)-0-. 


und auf ebensoviel Arten könnte die Zerlegung geschehen. 


Das Vorzeichen jedes Teilproductes folgt sowohl aus den Indices 
des ersten als auch aus denen des zweiten Factors, denn die Summen 
dieser Indices müssen in beiden Factoren zugleich entweder gerade 
oder ungerade Zahlen sein. 


16) Wenn wir auf diese Weise in der Zerlegung fortfahren würden, 
kämen wir zu folgenden allgemein giltigen Resultaten: 


a) Die Summe jener Glieder der entwickelten Determinante »ten 
Grades 4„, welche % beliebige aus verschiedenen Zeilen und Colonnen 
genommene Elemente 


dp Urs, Alu ++. diyz 
als Factoren enthalten, ist 
Pr, 
5% = (— 1) . dpg Ays din :»» Ayz ; ER (17) 


%«—p+g4tr+sttter ... +92 


Ar bedeutet die Anzahl aller Folgen, welche in den Complexionen 
prt ...y und gsw ... = stattfinden. 


wobei 


An-r ist jene Unterdeterminante kter Ordnung und (n—k)ten 
Grades, welche aus /,„ entsteht, wenn man jene Zeilen und Colonnen 
weglässt, in denen die Elemente apg, @rs, «tw ... ays vorkommen. 


2 
b) Die Anzahl aller möglichen Summen Sı beträgt %! (%) . 


c) Alle diese Summen S; enthalten im Ganzen 
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(7) am! - (Ar! 


Glieder der entwickelten Determinante 4,„, also (1) mal mehr, als in 
4, vorkommen. 


d) Wenn die Indices pri... y und gsw...z in natürlicher Ordnung 
aufeinander folgen, so bedeutet A; stets eine gerade Zahl und 


Sk = (— 1)" .ApgqArs Atu ».. Ayz Ant (18) 


e) Lässt man die einen Indices constant und permutirt die an- 
dern, so entspricht jeder Vertauschung zweier Indices eine Aenderung 
des Vorzeichens, und SEHEN man alle s so erhaltenen Werte von Sr, 
so entsteht Ä 


.. \gsu 2 
N y (19) 


4 
f) Die Anzahl aller möglichen 7% ist (%) ‚ weil %! Summanden 


von der Form $, zu einer Summe 7%. vereinigt werden. 


g) Zur vollständigen Entwicklung der Determinante 4. genügen 


fe) Teilproducte von der Form 7%, weil 


k! (%) «(n—k)! = n! 


h) Folglich muss sein 
GEBURT R 


Dr UNE, 
a) Dre... y\ 


n—k (20) 


wobei & eine Summe von (2) Summanden darstellt, die gebildet 


werden, wenn eine Zeile der Indices constant ist, während die andere 
alle Combinationen kter Classe der Elemente 1, 2, 3... n durchläuft. 


i) Weil die constanten Indices auf (2) verschiedene Arten com- 


binirt werden können, so gibt es nach obiger Formel (2) verschie- 
dene mögliche Entwicklungen. 


gsu . 


k) Da der erste Factor ; 
pri. Yyı 


Grades ist, so kann 


3 eine Unterdeterminante kten 
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An = Z(— 1) Ip (21) 


gesetzt werden, wo fr eine beliebige Unterdeterminante %ten Grades 
und 4„-ı die adjuncte Unterdeterminante (n— %)ten Grades bedeutet, 
welche aus 4„ entsteht, indem man jene Reihen weglässt, die in 4; 
erscheinen. iz; bedeutet die Summe der Indices von 4}. 


l) Weil aber die Ordnung beider Factoren umgekehrt werden 
kann, so kann man unter ‘x auch die Summe der Indices von I,—k 
verstehen. Das Vorzeichen jedes Teilproductes resultirt also sowohl 
aus dem ersten, als auch aus dem zweiten Factor des Teilproductes, 
was auch aus dem Grunde folgt, dass die Summen der Indices beider 
Factoren zugleich gerade oder ungerade Zahlen sein müssen, weil die 
Summe aller Indices stets eine gerade Zahl ist. 

17) Um also eine Determinante »ten Grades in Teilproducte aus 
je einer Unterdeterminante kten und einer (n— k)ten Grades zu zer- 
legen, bilde man aus den Indices 1, 2, 3...n eine beliebige Com- 
bination kter Classe. Diese setze man entweder als erste oder zweite 
Indices der Unterdeterminante %ten Grades und behalte sie constant 
in allen Teilproducten. 


Die constanten Indices der Unterdeterminante (n—k)ten Grades 
erhält man, wenn man alle Indices, die in der früheren Gombination 
nicht vorkommen, in natürlicher Ordnung in dieselbe Zeile des zweiten 
Factors setzt. 


Die variablen Indices des ersten Factors bilden alle Combinationen 
kter Olasse sämmtlicher Indices. Die variablen Indices des zweiten 
Factors enthalten immer alle übrigen Indices, die in der ersten Com- 
bination nicht vorkommen, in der natürlichen Ordnung. 


Das Vorzeichen jedes Teilproductes ist + oder —, jenachdem 


die Summe sämmtlicher Indices eines der beiden Factoren eine ge-. 


rade oder ungerade Zahl ist. 
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XXIV. 


Ueber Unterdeterminanten einer adjungirten Determinante. 


Von 
F. Hoza. 


Der folgende Satz wurde ursprünglich von Jacobi gefunden aber 
von Borchardt allgemein bewiesen *). Ich erlaube mir diesen Beweis 


auf eine Art zu reproduciren, die, meiner Ansicht nach, Anfängern 
besser entsprechen dürfte. 


Satz. Jede Unterdeterminante 4,' des rten Grades einer ad- 
jJungirten Determinante 4’ ist gleich der (r—1)ten Potenz der ur- 
sprünglichen Determinante 4 multiplieirt mit jener Unterdeterminante 
In—r derselben, welche bei deren Entwickelung als Coeffieient der 
Unterdeterminante rten Grades 4, auftritt. 


Beweis. Es sei gegeben die Determinante 


41 HE an) 
Ze 
Any.» +» Ann 
und ihre adjungirte 
An ... An 
>, Bu a NR 
: BL Ayn 
wo 2 
- AI 
Au dakı ii 


Bilden wir aus 4 und 4’ Unterdeterminanten rten Grades, in- 


dem wir r beliebige Zeilen p,, ps ... pr und Colonnen q, 43 ... gr 
auswählen, so erhalten wir 


*) Siehe Baltzer, Determinanten, 1875, S. 58, Vergleiche auch Gün- 
ther, Determinantentheorie, 1875, S. 77. 


Teil LIX. 26 


» 
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apıg, %pıQ2 + Big, 


| 
Apıgı Waqı *** Qp24,. 


PP Karen 
9p 91 @p,92 * + @p,g,| 
und 
Apıqı Ap19 Bu Apıg, 
y Apıgı Ap,ga Nur Apıg, 
Ap,g, Ap ga 2es Ap,4, 
Nach dem Laplaceschen Determinantensatze ist nun 
Apıgı 25 Apıs, Ap,1 ae Ap,(a—b Apı(gı +1) 2a Apın! 
I 11 
Ap,aı - Ap,a, Ant... Ap,(n—n) An, HM) +: Ap,n 
nl ee se at VE > 
N Ws 0 
BR U EN 60 0 19) 0 
III IV 
OR E 0) 0 1 


Die mit I bezeichnete Abteilung enthält die Elemente von 4,’ 
in r Zeilen und Colonnen; II enthält die in diesen r Zeilen fehlenden 
Elemente von 2’ in natürlicher Ordnung und besteht daher bloss aus 
(n—r) Colonnen; UI enthält in (na—r) Zeilen und » Colonnen lauter 
Nullen, und IV besteht aus (a—r) Zeilen und ebenso viel Colonnen 
von Nullen, bloss die Diagonale dieser Abteilung enthält lauter Ein- 
heiten. 


apıtı -Apı4, ap,1 pad Ap(g4l)  -Apın | 
| 

I II | 
ap Ai „dp .q, ap,1 Ap, (a-) ap q ‚+ Alp,n 
a Te. 2 erh, Hr an 


H 
S 
I 


1II FEN: 
Dar DI, ap, LU 1a -DHR-Yq-t+l--@p,— 1) 


Hd pP tg, pP, FL Up Ha -Dap ++) Up, +l)n 


Aug, Erin d Ayıl .Aynlg, - 1) Ang, tl) Ann 


ee ln .. un Tu ir, 


” 
s + Pr 

bee? z 
ne. 


u A det ee TE FE de x 
EL ROLLTEN ce DERART F7 
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Die Abteilung I enthält die Elemente von 4, und IV die Ele- 
mente der adjungirten Unterdeterminante I„_,.. Die Anzahl der Zeilen 
und Colonnen jeder Abteilung stimmt mit der Anzahl in der gleich- 
namigen Abteilung von 4,’ überein. 


Durch Multiplication der beiden Determinanten 4,’ und +4 er- 
hält man, indem man jede Zeile der letzteren successive mit allen 
Zeilen der ersteren multiplicirt: 


A 10) ee 19) Apıl Apı2 RR Apın 
(0) A ab 10) Ap,1 dp,2 Wesle Apın 
; 0) 10) a | ap! ap,2 Biete ap,n 
+44, er ee en EL FR AT RT 
10) 16) steh Oaıı 449 ..:.. Aln 
= AD EUlas Arge 7 
0 9) ee Oanı AN? ... Ann 


Nach dem Laplaceschen Determinantensatze muss daher sein 
; +44' = (A). In 
und 
Fe =— (Ay. Pa ae 


Königgräz am 8. Mai 1876. 
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Ueber das Multiplicationstheorem zweier Determinanten 
nten Grades. 


Von 
F. Hoza. 


Wenn man 2 Determinanten nten Grades 


Ayı ... Aln 
O4 ds Az Va Ay 


BR 


| Aaul .».. Ann | 


N 
„B 


3 PIRP. 
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dr an. Bin ı 
IT UNE, DgD)) LER 


AN 
BON, 


pn ... Dan 


mit einander multiplieirt, so erhält man wieder eine Determinante 


nten Grades 
Een 


Cal ».. Cnn | 


in welcher cpg im Allgemeinen auf 4 verschiedene Arten gebildet 
werden kann *). 


Beschränken wir uns bloss auf die erste Art, da die übrigen aus 
ihr folgen, so muss sein 


og = ap bt at ap bat - - - + Apnban- 


Wir wollen nun versuchen auf combinatorischen Wege darzutun, dass 


. 


er 


Entwickelt man die einzelnen Elemente der Determinante 2”, so 
erhält man 


dt redet SR + an din Ben Ay1Önı + Ayobn2 + au am Bas 

g" ar @sıbıı Fasedaet aus —- an bin ... Ag, du + Agabn2 + or I a9 bun! 
a ee 
lanı b11 + an2b + ... + Aaunbin .. Anl bar + anzbua + es + Ayndun 

Diese Determinante enthält r Colonnen, wovon hier nur die erste 
und nte aufgeschrieben wurde. Jede dieser Colonnen besteht aus n 
Teilcolonnen. Um nun 2” in einfache Determinanten zu zerlegen, 
nehmen wir aus jeder grossen Colonne nur eine der Teilcolonnen 
und betrachten diese n Teilcolonnen als Colonnen einer Teildetermi- 
nante Z/;,, deren allgemeine Form: 


Ayk, Ok, Ayka -Dokz »-- Aık, -Onk, 


Agk, . bik, Aogka . bok, Au Ogk,, Dnk,, 
k = 


Ak, .dik, Anky.Dok, .. Ank, -Önk, 


ist, so dass 
2" = 3 Ak. 


*) Baltzer, Determinanten, 1875. 8. 49. 
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Die Determinante enthält in ihren Colonnen gemeinschaftliche 
Factoren, die man herausheben kann, wodurch man erhält 


Ayk, ph, » + Ak, | 


Ayk, Agk, ». . Agk 
Ik nn bik, Dok, er Duk,, ’ x n 


Ank, Ankz, + ++ Ank,, 


Ak Aka +.» Ak 
ee ae 
REN La em | 
Die Indices k,%g ... Ak, sind Variationen nter Olasse, mit belie- 


biger Wiederholung, 1, 2, .... n. 


Die Anzahl solcher Variationen ist n*, folglich muss 2” aus n" 
Teildeterminanten von der Form 4x bestehen. 


Unter den Variationen (k,%y ... kn) sind erstens solche, in denen 
sich kein Element wiederholt. Das sind blosse Permutationen und 
ihre Anzahl beträgt n! | | 


Jede solche Permutation kann aus der ursprünglichen Complexion 
1 SR RE) 
dureh successive Vertauschung von zwei Elementen gebildet werden. 
Der ersten Complexion entspricht die Determinante 


a dag ep dg ERER 1 9 9 FR 4 7° 


a 


Igh = b1 bog un. bag er bh ... Onn 


Vertauscht man g mit Ah, so erhält man 


Al .. Ah... Ag... Anl 


RER a n| 


Ang = bi bag ... boh ... bg ... Dan 


lajay... ag... an... an] 
112 Ra REN ER n\ 
m — du by9 Be byh des Ong En De 1. 


— — b11da2 --- Dgh ».. Org ».- Dan 


Jeder Vertauschung entspricht also bloss eine Veränderung des 
Vorzeichens des Productes dir, dgk, - - - Punk, 


Addirt man nun alle so erhaltenen Teildeterminanten, so kann 
man 4 als gemeinschaftlichen Factor herausheben und bekommt zur 
Summe der andern Factoren die Determinante 2’. 


Folglich wird die Summe jener 4x, die durch blosse Permutation 
entstehen, durch 
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A —= 41.4 
dargestellt werden. 


Zweitens betrachten wir solche Teildeterminanten 47, welche den 
übrigen Variationen (k,%g ... kn) entsprechen. In jeder solchen 
Variation sind wenigstens 2 gleiche Elemente 


und die entsprechende Teildeterminante 


ak a 
Ir k = bik, Dok, ... bik ... Dynk .'. Dyk ; ® 
Im L m 7 
nn 


Sei nun 
A = Z Ark 


r m? 
so muss sein 


4" Are IV + Ar" Be AN + va Pe 
Jede Determinante von der Form 


Ak, Ak, ».» Ak, .. ne 


N BR Mu 


entbält aber 2 gleiche Colonnen, welche den Elementen ax, und ar, 
entsprechen, folglich ist dieselbe —0 und 


Ink 27 0, 
somit auch 
Eh 
woraus folgt, dass 
"dA ®), 


Königgräz am 7. Mai 1876. 


*) Siehe Salmon-Fiedler, Vorlesungen zur Einführung in die Algebra 
der linearen Transform. Leipzig 1863, S. 15. 
und Günther, L:brbuch der Determinantentheorie, Erlangen 1875, $. 61. 


ER 
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xXXVl. 


Beispiel der Restimmung einer Fläche aus der Indicatrix 
der Normale, 
Von 


R. Hoppe. 


BuHL, 


Die Richtungscosinus p, q, r der Normale einer gesuc hten Fläche 
seien in Parametern der Krümmungslinien x, » bestimmt durch 


ptg=VÜFW)Aitv; r= Vw 


Die Werte von p, g, r als Coordinaten eines mit =, v variirenden 
Punkts gedacht, stellen auf der Kugelfläche 


a De 
« ein orthogonales Curvensystem dar; denn erstlich ist 
Pt = Hr+o’+3r 0? = 1-w—1or 
und ferner findet man: 


ıptneprtNn 2% SR Or Or 
a ade du 00 
woraus: 
Op dp , dgdg , Or Or 
Etui cn 
Sind diese beiden Bedingungen erfüllt, so werden nach N. XVII. $. 25. 


die Hauptkrümmungsradien der gesuchten Fläche g,, 9 durch die 
Gleichungen bestimmt: 


Ne a ln, 2 A 
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0?0, | de, OlogR, de, d OR, | 
Dub T du dr Te En (1) 
do oR 
0 = +7, Ri, (2) 
wo 


| Op\? Og\? Or vr Op\? dg\? Or\? 
+: ++ 
gesetzt ist, und nach Integration der Gl. (1) ist die Fläche dargestellt 
durch \ B 
u — -/ ( 2 2 0u-t 025.00 ) 


nebst analogen Ausdrücken für Yy 2. 


Im vorliegenden Falle findet man die Werte: 


re_ tete ‚_ 1 urv 
ı du 1—u2? : v1 — v2 
woraus: 
u ee 
Re uni ae RR» auto 
und die Gl. (1) (2) lauten: 
020, 1 1 00, 2 1 09; 
ua I 187 
09 


0 = 09, +2(u-+») 2 (4) 


1 
® 

Der Gl. (3) kann man durch homogene ganze Functionen jedes 
Grades genügen. Um sie für solche Lösungen einzurichten, setzen wir 


1. u =.OW 
dann geht sie über in 


g IE 9, 1 09, | 


( 1 |, 86 
” od "de TIEF  Brtdair—o 


Ihre Lösung hat die Form 
9, = v"W = rw, (a+dw,) (5) 


wo W, w,, wg Functionen von w bezeichnen, und » eine positive 
ganze Zahl oder O sein mag. Nach Einführung erhält man: 


120 (0 +1) u" — [(2n—5)w+ 2 — 1]w’— 3nw, }(a-+ biv,) 
= Nut 1) (>; + 2“) — [(2n —5)»+2n —1] bw, — 0 
} ö 


WW 
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also zur successiven Bestimmung von w, und wg: 


2 (w+1)w," = ie 5) 22 — 1], + Inh; (6) 
wg wi _@ n—5)w+2n —1 
ARE ER RS (7) 


Da füra=1, 5=0, W und w, identisch werden, so muss auch sein 


2o(w+1) W" = [(2n —5)w-+2n—1])W’+3nW 


yw Ow 
Gm i 


Tkc+ 2) In—r+3) 
Ta+2) 


Gl. (7) giebt integrirt: 


Gl. (6) wird erfüllt durch 


un—k 


kzn 
u = Z(1)K) 
- 3- 1) (n)k fc —t)k=3 1m k+3 08 


\ t 
(tut ra, 


wo (n)z den Binomialcoefficienten bezeichnet. Jeder solchen ganzen 
Function nten Grades ww, entspricht dann ein logarithmisches Integral 
w,;, aus beiden setzt sich das entsprechende W zusammen, und hier- 
aus geht durch Superposition der allgemeinste Ausdruck des ersten 
Hauptkrümmungsradius 


Sa ou (a+buw 2) (8) 
OR 
enthaltend zwei unendliche Reihen willkürlicher Constanten a, 5, 
gleichgeltend zwei willkürlichen Functionen einer Variabeln, hervor. 


Um eo, zu finden, hat.man erst, die Gl. (4), welche für unabhängige 


’ Sa 0 
u, v gilt, auf unabhängige », w zu redueiren. Hierbei geht 1 über in 
) DD ET o 09 


00, w 009, nQ1 w 00, 


m— nn — oo une 


0v ® dw ® ® dw 


gültig für die homogene Speciallösung. Dem Werte (5) entspricht 
daher 


BE m 
— rl (2nwt2n +1), —2w(wtl)w, N (a-+-biw,) — 2bw(w--1)w%03'} 


eu TE DE WAREZ 7 Zi U 

a ea 2 
N ARTE > 

- u n 
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Berechnet man den Wert der mit a multiplicirten Klammer, die wir 
mit w, bezeichnen, so findet man: 
w = (2nw—2n +1)w, — 2w (oe +1)’ 


I(k-+-;) P(n—k-+-3) 4 


kn 
ee 


kzn 1 
—= 2 (—1)K(n)wr%k S(1 —t)ktlen k—4 9e 
k=0 0 


1 1—t 
—= Sitw-+1) —1}” a 
0 
und der zum Werte (8) von go, gehörige Wert des zweiten Haupt- 
a ist 
BE nzn 
0 le (a+-bir,) — 2bw (w-H1) ww} = er W, 
n=0 N 


wo die «, 5 in o, mit den a, 5 in eo, identisch sind. 


$. 2. 


Die Coordinaten ergeben sich leicht, wenn man zu den unab- 
hängigen v, w übergeht. Hier wird 


EBD 


d 
—kcty)= eo, duo, Be az 


© e,V1 +voy1 + u+0,V1Fu oVYI+v 
nr 0, V1+vOY1 Fow-+te,YV1 Zvwoyi+tv 


EN an Ee 01% — 09 a (9, + EURER, a 10.208 1=v 
2y(12 +tvw)(1+ov) 1+ vw 
Are DE ” mnH+l 
12 [We Eh We, a 
ua vd +vw)(l+ov) 1% — vw 


Sei zur Abkürzung 
S = vr öv 
2 ViAFom)(1#o) 
dann lautet das Integral: 


sty=+ 32 We —W.) Sn + (W-+W) Sn+ı} 
Nn=0 
Dass keine Function von w hierzu zu addiren bleibt, ergiebt die par- 
tielle Differentiation nach w. 


Ei 
Be 
RT 
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Zur Bestimmung von S„ ergiebt sich die recurrente Formel: 


RA — nn ar 2, 


2>n Ki 
art (v— 1). + (n+1)wSn+ı = 0 


wo Q= Y(1 Tvw)(1 +). Eliminirt man $,, 83, ... Sn-ı, so kommt: 


Ro N) ARE N) 
w—1 
vQ— 5, RR 3 2w DRS 0 1) 
ES 

v2Q va, ee ER RN 0 
e—] | 

v3Q ee A N) 

w—1 
„m: 2Q ) 0 0%. +3) Be 
Trees 0) Ö 0 —(n—1) +(2n—1) 


und zwar ist 


BE 11T vw 
S-Fyuwe) nie 


In gleicher Weise ergiebt sich: 
| er Or _ 
—ı— 0, ut 037,°% 
— 9, Vodyutosywoyv 
= (g,V® oyow+ 0, Vow oyv 
o y 9,% 
— a Yu aVr dw 


' les, 7 > 
= & (MEN m .onint ont 


n=0 


und nach Integration: 


ız it W+W, yw 


wow 
2yw 


ern en 


n=0 


2 


w—1 | 


2 | 


Da der Coefficient von dir den Factor »*+! hat, so ist ersichtlich, 


dass zum Integral keine Function von w hinzutreten kann. 


BRENNEN TER STH. 
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8. 3. 


Die Fundamentalgrössen der im vorigen dargestellten Fläche sind 


fi) 2 ) 2 eN 2 ; 
ER 
d. OyN2 daR ® 
++) re 


y g q 
u a G=-=R: 
01 1 015 09 2 02 


und /=0; F=0. Geht man zu den Parametern y-o,u-y 
über, wo die Functionsdeterminante den Wert hat 


02 0x , 
ou 
= rt 
oy  0y 
ou Oo 
so dass 

du 020g, 0v 0, 09 
dr IE rt 0v” dx Bi, rt ou 
u 09 Op. ® g%p 
u er Bu de 


wird, so entsprechen den neuen Parametern die Fundamentalgrössen 


Rene =) +9 2) - e ): (m: 5) * (R a.) | 


0u\? f Op\? On\? 
N 
Ou\? 0 0, € 6) 
+) la lm) Helm) 
Ou\? 0v\? C 
El) tele) lem) +a (mi) 
woraus 
CR) 
4 | (Ho) IR? BR? | e 
IE GT iR OR; 


) 


(0, (0103)? Op ög , dq Op 
ge HOLE Rı’Ry’ I 9) (3 7 
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Nun ist 
Op ög , dgöp\ _Ap-+g) pt) Ap— a) Ap—g) _ ER 
(tz) = ou Ov ar ou 0v rates 
folglich 
7 SU a I BEE 
E, 6 I 


Die Differentialgleichung der Krümmungslinien für die Parameter x, y, 
in denen sie früher ausschliesslich aufgestellt zu werden pflegte, lautet: 


Ei Fila G, Eıla.a Ir @ 
0x? — 0x0: u) 
&4 Jı f e1 x ri, 91 . | 


daher entspricht die hier dargestellte Fläche dem von Fuchs in 
Crelle’s Journal, Bd. 58. behandelten Falle, wo das Mittelglied der 
Differentialgleichung null ist. Er stellt die Gleichung der Fläche _ 
durch ein bestimmtes Integral dar, welches als Lösung der Gleichung 


0 u 100 
WW 02: 
die Grösse 
Ss. petahr 
T: 


bestimmt, woraus dann die einzelnen Coordinaten durch partielle 
Differentiation gefunden werden (vergl. Crelle J. Bd. 58. Seite 369.). 
Der gegenwärtige Reihenausdruck der Fläche, welcher zu dem eben 
genannten Integralausdruck in keiner so nahen Beziehung steht, dass 
sich einer aus dem andern auf kurzem Wege ableiten liesse, hat das 
besonders für sich, dass er die Coordinaten direct in Parametern der 
Krümmungslinien darstellt, und die Werte der Hauptkrümmungsradien, 
die sich aus jenem nur durch sehr umständliche Rechnung ergeben, 
auf die leichteste Weise als 
e1, 08 —_ bzhw. für constantes v, «u 


zu entnehmen gestattet. 


Bei der Methode des citirten Aufsatzes musste zur Bestimmung 
der Krümmungslinien von den Parametern ©, y auf neue Parameter 
übergegangen werden. Es ist bemerkenswert, dass auch in diesen 
das Mittelglied der Differentialgleichung null wird. Sei nämlich 


PN q 
- = Us; 7 = c0tv 


woraus: 3 x 

. 1— c08?u, COS“v 

kart 9 2 Dr Meet 2 2 
— 7 + t?v +1 = A: - 

Be ae Ta 00h PR sin?w, sin?o, 


Er 


(9) 


NT rer Pe Fe * a 
» ud, ne * 
” ig Pa 
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dann wird 
ne 
daher 
4r4 
BC BR 21.2.2) („Bi may er 
Bra)? = 4pPg?-Fr?) = 4(p?-Hr2) (+7) Sintus ande, 
also 
u Ram Ir2ecot t 
® uU SIN 3 SIND, v—Uu = Zr"CcO u CO ®g 
woraus, mit Anwendung von (9): 
_ Sinwpsinvg _.,, sinassinug 
BT 1-4 cos2, c08%, ’ ET 1— C08 u, 0089, 40) 


Durch partielle Differentiation ergeben sich die Relationen: 


Ou Sin“ du, de sinu, 09 


Ovg RR sin ®g Ous ? 00, ws sind, Ous 


daher werden die neuen Fundamentalgrössen: 


ou 0v e S ou ö °\ (sinu,\’ 
nl) +) Re 1 2) Een (2) den 


woraus Slort die zu beweisende Relation 


9 8% 
hervorgeht. Es zeigt sich, dass dies von allen Parametern gilt, welche 


die Gleichung 
ou Oo | Ov Ou 


Du, 6 0Vg Otte Pr 
erfüllen. 


Infolge der Proportion 
62:92 = Es: @s 
reducirt sich die Differentialgleichung der Krümmungslinien unabhängig 
von /, und F, sofort auf 
& 0uz? = 92 0vg” 
das ist auf die Gleichung 


a) = (ne) 
sin?®s,/) \sin», 
in welcher die Variabeln getrennt erscheinen. Die Integration würde 


uns nur zu den vorher bekannten Gleichungen (10) zurückführen. 


mi 


x 
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XXVlL 


Ueber eine Classe irrationaler Symmetriepunkte des 
Dreiecks. 


Von 
Emil Hain. 


I. 


Es gibt einen Symmetriepunkt ? des Dreiecks ABC, für welchen 
die Summe der PA ein Minimum wird. Wir bezeichnen ihn mit 7 
und nennen ihn den Minimumpunkt. Es ist, / BMC = 120°. Hier- 
aus ergeben sich drei Gleichungen für die MA. Ihre Auflösung gibt: 


ee 
ER 
pP 
FE Sa? ' 
N yg P=75t2Fy3 


BC=a, AABC=F 


Diese Werte bestimmen den Flächeninhalt des Dreiecks BMC 
und die Normale von M auf BC. Wählen wir trimetrische Punkt- 
coordinaten, so ist dann M = be (m? — b2) (m? — e?) ein Symmetriepunkt 
6. Dimension. Da aber F durch die Seiten a nicht rational aus- 
gedrückt werden kann, so gehört M zur Gruppe der irrationalen 
Symmetriepunkte d. i. jener, deren trimetrische Punktcoordinaten 
durch keine rationale Function der Seiten «a ausgedrückt werden 
können. 


1. 


Construirt man über den Seiten eines Dreieks nach 
Aussen gleichseitige Dreiecke, So schneiden sich die 
Verbindungsgeraden der Ecken des Dreiecks mit den 


NA BI eG, a en 1 EEE 
NE PD I Pa RUE RA; 
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Gegenecken der gleichseitigen Dreiecke im Minimunm- 
punkt. 


A,BC sei das über BC nach Aussen errichtete gleichseitige Di 
eck. Dan ist mit der Abkürzung «’ — 60°-+« 


A= 1 0 0 
A, =— sin60° +siny' +-sinß’ 
AA,= 0 —sinß’ +siny’ 
BB, =+ sine’ 0 — siny’ 
Co, =—sine’  --sinß’ 0 


BB, und CC; treffen sich im Symmetriepunkt: 
sin ß' siny’ = sin (60° + ß) sin (60° + y) | 
Fa a —b2 a bE Terre 
=. el 


= be (m? — B (m? — c?) 


Wird nach Jnnen dieselbe Construction vorgenommen und sind 
A, die Spitzen dieser gleichseitigen Dreiecke, so ist: 


4,=+ sin 60° —sin (60°— y) — sin (60° — B) 
AA= 0 sin (60°— ß) — sin (60°—y) 


Die AA, treffen sich im Punkte: sin (60°— ß)sin(60°—y). Er 
fällt nicht mit M zusammen. Er werde bezeichnet mit N und heisse 
der conjugirte Punkt von M. Es ist: 

Sa? 2F 
Be 

Die Coordinaten von M und N unterscheiden sich nur im Vor- 
zeichen von Y3. Und zwar ist y3 im Ausdruck m positiv, in n 
negativ. 


N=be(n?—b?)(n"—c’, n? = 


IM. 


Verbindet man den Minimumpunkt eines Dreieckes 
mit den Ecken desselben, so verhalten sich die Umkreis- 
radien der drei so entstandenen Dreiecke wie die Seiten 
des Urdreiecks. Die dreifache Summe der Quadrate 
dieser Radien ist gleich der Summe der Quaasz über 
den Seiten des Urdreiecks. 


Für den Umkreisradius r„ des Dreiecks BMC hat man: 


BM.CM. 1.CM.BEC a 
MAD BMCHAY3 


Le jr 20 A Fa 
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Auf dieselbe Eigenschaft Z BMC = 120° gründet sich auch 
der Satz: | 


Werden vom Minimumpunkte eines Dreiecks zu den 
Ecken Gerade gezogen und die Höhenschnitte der so ent- 
standenen Dreiecke mit einander verbunden, so hatdieses 
Dreieck der Höhenschnitte mit dem Urdreieck gleichen 
Flächeninhalt. (Archiv LVII 448). 


iv 


Die Harmonikale des Punktes &, ist die Gerade &&. Für 
&, = sin ß’siny’ ist &&==sine’. Die Harmonikale von M ist die 
Gerade sin(6004«) = a(m?—.a?). Der Abstand des Punktes mit 
den Seitennormalen pa von der Geraden a, ist: Za,pa:N,, WO 
N? = 2a? — 22b,c,cose. Für a, = a(m?’— a?) ist: 


3a? = Za?(m?—a?) = mt Za?— 2m? Zat- 2a 
— Zb,c,c08@ —= & (m? — 5?) (m? — c?) (a — 5? — c?) = 
— mt 2a? 2m? Zat+ 3a? b?e? — Zat(b?-+-c2). » 


Somit ist: 
N? = Zad— 2 at(b?-+c”)—+3a?b? ei. 


Es ist also N, unabhängig von m. Ist also m eine beliebige 
Grösse, so haben die Harmonikalen aller Punkte: de (m?—b?)(m?—e?) 
denselben Distanznenner. Somit hat auch die Harmonikale von 
N = be(n?—b2)(n?—c?) denselben Distanznenner X,. Ausserdem 
stimmt der im Archiv LVIII 168 aufgestellte Wert von N, für die 
Harmonikale des Inkreiscentrums des Mittendreiecks (des Spieker’schen 
Punktes) mit dem Werte von N, für M und N überein. 


Der Spieker’sche Punkt und der Minimumpunkt eines 
Dreiecks haben also für ihre Harmonikalen denselben 
Distanznenner. 


Der Abstand d eines Punktes mit den Seitennormalen pa von 
der Harmonikalen des Minimumpunktes ist also: 


d= &apa(m?—a?):N, 


Ferner ist der Abstand d’ desselben Punktes von der Harmoni- 


-kalen des Punktes X: 


d'’ = Zapa(n?—.a?):N, 
Somit ist: 


d— d' — (m? —n2) Zapa: N; — 2F(m?—n?):N, 
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Wenn die beiden Harmonikalen einen Winkel bilden, so hat für 
jedes pa die Gleichung d— d’ = const. keinen Sinn, ebenso kann aber 
dann auch nicht dd’ = const. sein. Die Harmonikalen sind also 
parallel und d’ ist negativ zu nehmen; somit gilt der Satz: 


Die Harmonikalen des Minimumpunktes und seines 
conjugirten Punktes sind einander parallel; ihr Abstand 
18% 

8F? IE" Dos TORE REL = a BT TE NOTE TOT RE 
23 VEa°— 3 a!(b?+-.c2)+ 3a?b?e? 


V. 


Werden über den Seiten eines Dreiecks als Grundlinien ähnliche 
gleichschenklige Dreiecke entweder nach Aussen oder nach Innen 
construirt; so schneiden sich die Verbindungsgeraden der Scheitel 
dieser gleichschenkligen Dreiecke mit den Gegenecken des Urdreiecks 
in einem Punkte und zwar für die Construction nach Aussen im 
Punkte: sin(A-+-ß)sin(A+y) und für die nach Innen im Punkte: 
sin(—A-4-P)sin(—A-+-y), wenn A die Winkel an den Grundlinien 
dieser gleichschenkligen Dreiecke sind. (Archiv LV 333). 


Nennen wir den Punkt sin(A+ß)sin(A+y) den Punkt A. Die _ 
Harmonikale von A ist die Gerade sin(A-+.e). Die Determinante 


sin(A+a) sin(A+ß) sin(A+y) | 
cos « cosß cosy 
BL, d : 


kann in zwei Determinanten zerlegt werden, von denen jede Null ist. 
Die Harmonikale cos« ist, die Harmonikale des Höhenschnittes. So- 
mit sind die Harmonikalen der A einander parallel und zwar der 
Harmonikalen des Höhenschnittes, welcher der Punkt A = + %0P ist. 


Die Verbindungsgerade zweier conjugirten Punkte +4, —A ist: 


| sine A-ta)sin( A-+y) sine Ato)sin( AB) 
| sin(—A-to)sin(—A+y) sin(—A-+a)sin(—4-Hß) 


= ton un ma 


= sin (ß— y) [sin 4?— sin e?] 


Die Gerade (44, —A) geht somit durch den Schnittpunkt der Ge- 
raden sin(ß—y) und sin?« sin (P—y): 


are: te J 
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y 


neo neinyZai 00. > 
‚sin(«—ß) siny?sin(e—ß)| — Ku | 
| Die Geraden. (+4, —A) bilden somit ein Stralenbüschel, dessen 
Centrum der Schwerpunkt ist. | h 


Der Ort der Punkte x., deren Harmonikalen des Punktes Pa 
parallel sind, ist die Curve | 
XuIce FTcKka Kakb 
“| Pipe PePpa Papı | = 0 


BE NIE 


ee Sie ist ein dem Urdreieck umschriebener Kegelschnitt. Für 
Fr. za —= sin(A+P)sin(A-H+y), pa = cosßcosy erhalten wir die Determi- 
Bi nante eingangs dieses Paragraphen. Ihr Wert ist Null. Somit liegen 
die A auf einem dem Urdreieck umschriebenen Kegelschnitt. 


Wien, Jänner 1876. 
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XXVIl. 


Allgemeine Beziehungen der Symmetriepunkte 
eines Dreiecks. 


Von 
Emil Hain. 


I. 


P sei ein Punkt in der Ebene des Dreiecks ABC. Die PA treffen 
die BC in Pa. Die Geraden PA heissen die Ecktransversalen von ? 
oder kurz die Transversalen dieses Punktes; die Strecken PA die 
oberen, die PP. die unteren Abschnitte der Transversalen, die APa 
die Transversalstrecken, die BP, die Seitenabschnitte. 


Das Dreieck PıP,P. werde das Transversalenfusspunktdreieck 
genannt; es liegt mit dem Urdreieck collinear. Die PP. treffen die 
BC in Punkten einer Geraden, der Harmonikalen von 2. 


Die Senkrechten von P auf die BC heissen die Seitennormalen 
von P; ihre Fusspunkte seien mit A, bezeichnet, ihre Längen mit pa. 
Befreit von einem gemeinschaftlichen Factor können letztere als 
trimetrische Punktcoordinaten gelten. 


Diese Bezeichnungen reichen zur Definition einer grossen Reihe 
von Symmetriepunkten aus. So z. B. ist der Schwerpunkt der Punkt 
gleicher Seitenabschnitte. Das Inkreiscentrum characterisiren die 
gleichen Seitennormalen, das Umkreiscentrum die gleichen oberen 
Transversalabschnitte. Der Höhenpunkt ist derjenige Punkt, dessen 
Transversalen mit den Seitennormalen zusammenfallen, 


BR. u ru 
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II. 


PA trift BC in P. Für P=p ist PA=0, pr, pc. Somit, 
sind die Seitennormalen der Pa: 


Pr = 10) AuP AaPpe 
P=Khpa 0 Ap pe 


Pe ZHhopa Ip 0 
wo 
2F 


 bpp-tepe 
- Der er olet S, des Dreiecks PıP5 Pe ist der Symmetriepunkt: 
Pa (ko ke) = pa(bpo+ cpc) (2apa+bpo + cp.) 


Liegen die S, auf einer Geraden a,, so ist: 


& a,pa (bpo-+epe) (2apa-+bpp ep.) = 0 


d.h. Liegen die Schwerpunkte von Transversalenfuss- 
punktdreiecken auf einer Geraden, so liegen die Colli- 
neationscentra dieser Dreiecke mit dem Urdreieck ann 
einer Curve dritten Grades. 


la = 


Sind A, die Fusspunkte der Seitennormalen, so gibt die Figur: 


Ah= 0 po pacosy Pc-+pacosP 
B=patrscony.  ....0 ps + pn cos « 
CO, =patpecosß pt pecos« 0 
Somit ist der Schwerpunkt S, des Dreiecks ApB)C, der Symmetrie- 
punkt: 
2pa-tpocosy-—+-pecosPß 


Es sei x. der Ort jener Punkte P, für welche S, auf der Geraden a, 
liegt. Es ist dann: 


| Za; (2xa+ x, c08y-+x.cosß) = & (2a; +d,c08y+e,c0sP)za — 


Liegen die Schwerpunkte der Normalenfusspunkt- 
dreiecke auf einer Geraden, so liegen die Schnittpunkte 
dieser Normalen auch auf einer Geraden. 


II. 


Die Fusspunkte der Seitennormalen eines Punktes bilden als 
Ecken ein Dreieck, das im Allgemeinen mit dem Urdreieck nicht 
collinear liegt. Es ist die Bedingung der Collinearität zu bilden. 
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P=pa sei ein Punkt, welcher derselben genügt. Es ist: 


A 1 0) 0 
Ap 2 0) pb pa coSsYy Pc pa cosß 
AYy= 0 +(petracosß) — (pr+-paCosY) 


Die AA, treffen sich in einem Punkt, wenn: 


I 


0 pe+pacosß —(ps+pacCosy) | 
— (pe-+pr cos) 0 Pat pr cos y 
Po pe CoS« — (Pa+-pe cos ß) 0) | 


— II(pa+ pvcosy) — II(pa+pccosß) = 0 
Nun ist: 


II(pa-+p»cosy) = (1+ Hcose)IIpa+ Zpape?cosa-+ Zpaps?cosßcosy 
II(pa--pecosß) = (L+ Hcosa) pa + Zpapv?cosa—+ Zpape? cosß cosy 


Somit ist der Ort der Punkte ?P, für welche sich die AA, in einem 
Punkte schneiden, die Curve: 


2200080 (0? — 2) + 2 xaCcosß cos Y (2?— x?) 
— Ira (09? — 02) (C0OSse— cosßcosy) = 0 


IV. 


Die Distanz d zweier Punkte P und Q mit den Coordinaten pa 
und q. wird ausgedrückt durch die Formel: 


de = — #0, Za(polp— uk) (Pehp—gehe) 
wo 
PP) ABO 
ae Be 
Fa "  Zaga 


Eine einfache Umwandlung gibt: 


abe a (pp Faga — apa) (PcZaga — ge Zapa) 


dis 3 
(Sapa h Saga) 


Sonach ist für die Entfernung a’ der Punkte P(pa, pt, pe) und 
A(1, 0, 0): 
; be 
em Zap) [(&p» -+ epe) (Bpe-+- ep) — a*pspe] 
Setzen wir Za’? — const. = e2, so folgt: 


e?(Zapa)? = Zbe(bpp + cpe) (Epc+ ep) — abeZappe 
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Nun ist: 
(Zaxı)? = Sa?xa® +2%beryxe 


Zbe(biy + cxe) (dre+ ex) = Za?(b?-+ 02) za + Zbe (dc?) au Xe 


Somit ist der Ort der Punkte P, für welche Zar g ist, der 
Kegelschnitt: 


3a? (de? — e?) 2.2 + Zbe (+ — 2e?)ayx. = 0 


Für Za,a'?—=e?, wo «, beliebige Constanten von der Dimension 
Null bezeichnen, erhalten wir ebenfalls einen Kegelschnitt. Es können 
also die PA ebenfalls wie die PA, für ein trimetrisches Coordinaten- 
system verwendet werden. 


V. 


Sind A’ die Seitenmitten und ist die Gerade A’A” parallel zu 
‚PA, so ist: | 

PA == Ö pe —pb 
AA =albım —ceye) +b(bpp-tepe) —etbpp+t cp.) 


Die Gleichung der letzten Geraden genügt nemlich zunächst dem 
Punkte A’=0, ce, 5 und ausserdem verschwindet die Determinante: 


a(bpp — cp) +5(bpp + epe) et ce (bp +cpe) | 


0 +pe Pb | 


a b c 
Somit ist PA || A’A". | 
Die Geraden 4’A” bilden ein Dreieck von der Fläche: 


abeF N? 
NaA Ne 


Und zwar ist hier: 


albpp—cpe) : +dlöpntepe) —e(bpp-+ cp.) 
A = | —alepe+apa) -b(epe—apa) -e(epetapa) | = O0 
| +a(apa+bpı) —b(apa+bp) +e(apa—bpn) | 


Ferner wird Aa = 4abe3apa.apa. Die Determinanten des Nenners 
werden also für endliche Punkte pa, die nicht in den Dreieckseiten 
liegen, nicht Null. Kein Paar der A’A” bildet ein System von Pa- 
rallelen. Diese Geraden treffen sich also in einem Punkte und zwar 


im Symmetriepunkt: 
be(bpp-+ epe). 
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v1. 
Die Distanzformel in IV. gibt: 


Ap2 — Pe pet ep») (dpo-tepe) — a?bepnpe 
: (dp + epe)? 


Der Ort der Punkte 7, für welche 


ARrR=BRhR=CcH=-f 
ist ein Punktsystem, gegeben durch drei Gleichungen von der Form: 
be (bpe+cpr) (dpo+ epe) — a?bepp pe = F?(bpn+ epe)* 
Die beiden andern Gleichungen werden durch cyklische Vertauschung 
erhalten. Wir erhalten aus der ersten: 
pı? (b?e? —f? b?) pe? (b2e? — f?ec?) PP be (2? 2 rn 2f?) e 0, 

pe PL be (Bear 2) ee 

pe? " pe b?(c? —f?) 0 b2(e? —f2) 
woraus folgt: 

m __ € ee If? + =] 


pe b 2(c?—f?) 
wo 
d, = VRLE—R— Y°— 402 —f2) (Of?) 
— VW? + — ad)? — 4920? +4adf? 
— 2yaft AR? 
wo 


16F? = (a+b--e) II(b--c—.a) 


Ist nun p. ein Symmetriepunkt, so muss / eine symmetrische Function 
der Seiten a sein. Also ist der Ausdruck: 


+2 —a?—2f?+ DD. = 2a, 


nach 5 und c symmetrisch. Es ist sonach 


BRICHT 
a) c2—f? 
und 
Det Dr aa 
mp ce b2—f? 


woraus sich ergibt: 
4° — (#? -— FP)le—F?) 


[+0 — a — 24? +2 yaf?—AF?]? — 4(0?—f?) (ce? —f?) 


an 
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(52+ 0? — a? — 2/3? — 4? —f?) (27?) 
+4(0?+02— a? —2f2) Vaf?—AF?+4(af?—AF?) = 0 

Nun ist 
(+0 —- a — 2/2)? —4(0?—f2) (Ef?) = Da? — 4(af?— AP) 
Hieraus erhalten wir: 
Qyarf?—4F? + (2 +02 — a — 2f?) = 0 
Aa2f?— 16F? — (b2-4- c2— a2)? — 4f?(b°+ 02 — a?) +4f! 
f—f? (et ce) —— 2? 
Hier erscheint f nur nach 5 und e symmetrisch; mithin gilt der Satz: 


Es gibt kein ungleichseitiges Dreieck mit einem 
Symmetriepunkte gleicher Transversalstrecken. 


Wien, Mai 1876. 
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XXX. 


Untersuchung über die binären lateralen Geraden. - 


Von 
F. E, Thieme. 


Erster Abschnitt. 


Von den lateralen Geraden in einer auf der Coordinatenebene 
senkrecht stehenden Ebene. 


$.1. Es sei PMO Fig. 1. eine Ebene, in welcher PM senkrecht 
auf OMN; durch MP lege man eine Ebene QMPR senkrecht auf der 
der ersten und zwar sei MQ senkrecht auf OMP. In der letzteren 
Ebene ziehe man ABD|| OM und mache BD= AB; ferner ziehe 
man in der Ebene QMPR die Gerade BC senkrecht auf MP, daher 
auch parallel zu MQ, und mache BC = BA = BE. Betrachtet man 
MP als Orklinatenachse, so wird, wenn man BA=-a setzt, BD=—a 
annehmen, so dass man bei dem Uebergange von der einen Seite der 
Ördinatenachse auf die andere mit —1 zu multipliciren hat. Bei 
dem Uebergange von BA auf BC, in der verticalen Ebene multiplieire 
man mit ö, so dass BC=i. BA= ia ist. Geht man von BC auf 
BD über, so macht man dieselbe Operation als vorher, es ist daher 
BD=i.BCd. i. —a=2.a oder ?=—1dii—Yy-—1i Geht 
man daher von einem Punkte der Ebene PMO auf den entsprechen- 
den Punkt der Ebene QMPR über, so hat man den senkrechten Ab- 


stand von der Ebene mit = Y—1 zu multipliciren. Ebenso. wird 
man schliessen it BE=— ia, daher BA=— da —=-a. 


Die Coordinatenebene heisse die Fundamentalebene, die senk- 
rechte Ebene die Lateralebene, die Schnittlinie beider die Lateral- 
achse. 


Ha ee 2 3 Be a u EEE 
Lie: u, BEN BEE HER- KR ‘S MAT EhZ z “, 
N FEN et a EEE N 
er - f 


w 
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Nimmt man die Ordinatenachse als Lateralachse, so entsprechen 
den Punkten der 


Fundamentalebene 4y, 4x2; +y, —x; —y, 4x; —y, —x die Punkte der 
Lateralebene +y, tie; Ay, ie; —y, Hir; —y, — ie. 


Verlegt man den Anfangspunkt der Coordinaten in den Punkt 
—Y1, — 2%, so dass die neuen Achsen den alten parallel sind, so er- 
hält man als Coordinaten y+ys, (ce +2,). 


$.2. Zieht man:in der Fundamentalebene die Gerade MA, in der 
Lateralebene die Gerade MC, so dass /_ AMO = £.CMR ist, dann 
entspricht jedem Punkte der Geraden MA ein Punkt der Geraden 
MC der Lateralebene; wenn die erste Gerade dargestellt wird durch 
y= ax, so wird die Gerade der Lateralebene, die laterale Gerade, 
bestimmt durch y = ‘ax. Hier sind MO und MB die zugehörigen 
Abseissenachsen, so dass «a = tgCMQ. Die Gleichung 


y= ax 


bezeichnet daher eine Gerade in einer auf der Fundamentalebene 
senkrecht stehenden Ebene; diese Gerade geht durch den Anfangs- 
punkt der Coordinaten. 


Ebenso bezeichnet 
y+yıtia(e+2,) = 0 


eine Gerade der vertikalen Lateralebene, welche durch den Punkt 
— 41, — 2 geht. 


Für zwei in derselben Lateralebene enthaltene Gerade deren Achse 
parallel zur Ordinatenachse ist, muss x, immer denselben Wert haben, 
während die eine Gerade y,, die andere 3, als Ordinaten hat. 


$. 3. Die beiden Gleichungen: 


ytytiAa@te)=0. 
y+yt+iB@+r)=0 


so wie auch ihr Product: 


y®+i(d+B)ya—ABer+[yy + ya +ilA+ B)au]o 
7 [24 Ba,-Hi (Ays+-Byı)] & +Y19a—ABeı? ir (Ayt+By)=0 W 


stellen zwei laterale Gerade dar, wovon die eine die Fundamental- 
ebene in dem Punkte —y,, —z,, die andere in dem Punkte — ys, 
— x; die Fundamentalebene schneidet; die Tangente des Winkels, 
welchen die eine mit der zugehörigen Abscissenachse bildet, ist — A, 
bei der andern —B. 
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Man stelle Gl. (I) allgemein dar durch 


Pt (a +b)yr+(cHid)e®+(letHifyt(gtihetktü=0 (MW 


Vergleicht man Gl. (II) mit Gl. (D), so isst a=0, d=0, so dass 
daher die Gleichung wird: 
ytÜya ten +le-tHif)yt(gtihetk+ä=0 (NM) 
Es ist 5=4A+B, c=— AB; hat daher c einen negativen Wert, 
so ist 52 > 4c; ferner ist A= 45+4YV 2244, B= 45 — 4y0?T-4e, 
2cf 
e=y-y, f=bxr, daher =, 7, le 
h= Ay Byı = 36(ys +y)+4y u) VE, Yan BEL ‚ 
vVb?-A4c 
2h —be (2h — be)? 
= 1 Ba) 54 RL. 
Y2 = 20 Ip lt YıJa — € 4(6? + 4c) 


2h—be 
vb? + de 


Yı = de — 

cf (2h — be)? fh 
k= yıyat „— te BE BEER TS, rt: 
Dies giebt folgende Bedingungsgleichungen: 


2h — be)? fh 
Er it ra SE und b2? > — 4e, 


wenn c negativ. 


Es sind fünf Elemente zu bestimmen, dafür acht Constante ge- 
geben, daher drei Bedingungsgleichungen. 


Löst man Gl. (III) in Beziehung auf y und trägt die ontsprechen- 
den Werte ein, so ergiebt sich: 


yHhBact jet) = EHVR FE ++ 


9%h— N, 
Vb?}+4c 


woraus man die beiden ee; lateralen Geraden erhält: 


vet 440 VorFR) (»+2) = 0 


wir 


en +3:0+ vn) (+) = 0 


er 


Hiernach erhält man aus der Gleichung 
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y?+biya — 8224 (d-+120)y— (32 A) — 44482 — 0: 
y—24+2ikc +2) =0 di. y—2 = i(r+2)tg116° 34°, 
en y-+6 — ia 2181040 2. 


$. 4. Wenn die Winkel der lateralen Geraden mit ihren Ab- 
scissenachsen sich zu 180° ergänzen, so wird aus Gl. (I), dd A+B=0 
ist: 


y? ax Ar? + (y-+ yı)y-+ (24?2, +iA(y —yı))e 4 Yıya + A’? 


+1, Ay — yı) =. 
Gl. (ID) erhält die Form: Re ge 


Pte +tey+lgtiaettl=0 (IV) 
Die Bedingungsgleichungen sind: | 


h? g? 
e positiv, k=4e® —1} PSaHE EP. a ee 


Durch Eintragung dieser Bedingungsgleichungen erhält man für 
die beiden lateralen Geraden: 


vhdet 37V (+2) 0 
he grtivelett) = 0. 


$.5. Treffen sich die beiden. lateralen Geraden in demselben 
Punkte der Lateralachse, so ist in Gl. (I) „g =y, und man erhält: 


y?+ÜUA+ B)ye— ABa?+[2y,+iA+ Ba, )y 
+ l— 2ABx, + iy (4-+ B) et: ABe,?-+iny(A-+B) —(. 
Dadurch wird Gl. (ID: 


yE+ üya+ 0x2 +(e+if)yt+(gti)etk+ü (V) 
Die Bedingungsgleichungen sind: 
b? > — de, 


wenn c negativ: 


2c} ef? 
g:= b ’ h= %be, k=le+ 77: I = }ef. 


Trägt man diese Werte ein, so erhält man als Gleichung der beiden 
lateralen Geraden: 


yet 40 VRR) (+7) = 0, 
yHde+ 30 VE FR) («+7 


| 


0. 


430 Thieme: Untersuchung über die binären lateralen Geraden 


Wenn auch noch die Winkel, welche die lateralen Geraden mit 
ihren Abseissenachsen bilden, sich zu 180° ergänzen, so fallen die 
imaginären Coefficienten aus und die Gleichung wird: 


rer tey+ge+k —u (VI) 


2 
Hier ist ce stets positiv und = je®-+47- : dadurch erhält man 
die Gleichungen: 


ytHie-iVele+32) 0, 
y+je+ive(e+32)=0 
$. 6. Wenn die beiden lateralen Geraden durch den Anfangs- 
punkt der Coordinaten gehen, soist „= 0, x; = 0 und Gl. (I) wird: 
y?-+-i(A-+ B)yc — ABa? — 0, | 
daher erhält Gl. (II) die Gestalt: 
y-ibyct ex’ = (VII) 


Da zwei Elemente zu bestimmen, auch zwei Constante gegeben 
sind, so giebt es keine Bedingungsgleichung, ausgenommen dass, wenn 
c negativ ist, 52> — 4c sein muss. Die Gleichungen der lateralen 
Geraden sind: 


y+Fie(b — VB? 4c) = 0, 
y4Fal-+ VE &) = 0. 
Wenn die Winkel der beiden lateralen Geraden mit ihrer Ab- 


scissenachse sich auch zu 180° ergänzen, so ist in Gl. VD 2=0 
und ce nur positiv; dann wird die Gleichung: 


y2?4-ca? = 0 (VIII) 
Daher die Gleichungen der beiden Geraden: 
ytaye=0_0, y-aye=\. 


Setzt man ce =1, so stellt „-+2?—=0 zwei laterale Gerade dar, 
wovon die eine mit dem positiven Teile der Abseissenachse einen 
Winkel von 45°, die andere von 135° bildet. 


87. Von zwei Geraden liege die eine in der Fundamental-, die 
andere in der Lateral-Ebene, sie gehen aber durch verschiedene 
Punkte der Lateralachse, dann sind die Gleichungen der Geraden; 


N a BT Pe ea A BEE SEHE » 
Kr? 4° EBEN A . g 5 b ' 
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y+ytAla+r)=0 
y+Y92 +iB(e+2,) = 0. 


Das Product beider ist: 
y?’+(A+iB) yet iABe’-+-(y-+ y2-+Arı +iBe,)y 
+ (Ay + By + 2ABe,))at+yıyotArıye + Ba,yı+ABe?)=0 (IX). 
Die Gleichung (II) wird dadurch: 
Pla +) yatide +(etif)yt(gti)aetk+ü=0 (X) 


Daraus ergeben sich folgende Bedingungsgleichungen: 


bg EUR gf 
gb. K= be— —, = —-_-, = ef— 
ab, af-+-be gr = ER .==,ef = 


Löst man die Gl. (X) in Beziehung auf y, so ergiebt sich: 


43a +2)a+3cc+if) 
re ee nr 2 Age: 3 
—+ ıV @-0)%+2@-2) ef | cH(e—if ent 


2 
= +4l@-Wa+-- 2] 


Daraus ergeben sich die Gleichungen der beiden Geraden: 


„+2+0(2+5) =, 


Treffen sich die beiden Geraden in demselben Punkte der Late- 
ralachse, so ist y5 = y, und die Bedingungsgleichungen sind: 


a? EL 
N ja 40, h=H4be+jaf, k = 4e—ta? je’ 


| af? 
jr. 
Die Gleichungen der beiden Geraden sind: 
| ARE f af 
+ 40 (e+2)=0, v4 +0le+7)=0, 
Gehen beide Gerade auch durch den Anfangspunkt der Coordi- 
naten, soist „—=0, 9%» =0, z, = 0 und die Gl. (II) vereinfacht 


sich in: 


y2+(a-+ 1b) ye-+ ice? = 0 (XI) 
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worin ce= ab; die Gleichungen der beiden Geraden sind: 


ytax=(0, ytiöx —=0. 
$. 8. Stellt man die erhaltenen Resultate zusammen, so ergiebt 
sich: 
A. Die beiden Geraden gehen durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten: 


a. Die eine Gerade ist reell, die andere imaginär: 
y2+(a-+-1b) yet iaba? — 0 (XI) 
b. Beide sind lateral: 
y?+ibyc+ ex? = 0 (VII), wenn c negativ ist, so ist absolut 5?> 4c. 


c. Beide sind lateral und die Winkel derselben mit dem posi- 
tiven Teile ihrer Abseissenachse betragen zusammen 180°: 


y2-c2? = 0 (VII); e ist positiv. 


B. Die beiden Geraden gehen nicht durch den Anfangspunkt der. 


Coordinaten, wohl aber durch denselben Punkt der Abscis- 
senachse: 


a. Die eine Gerade ist reell, die andere lateral: 
++) ge-tiabet+(cHiN)9+ 3|;@e—ar)-+it0e+ Bar) | 


a2f“ e 
+1 (2-2) + W70e—ar) = 0 
b. Beide sind lateral: 
LE ER CH 
tige tert cHinet (7 +hWe)etie4 Gr +er= 0 (N) 
22>— 4c wenn e negativ ist. 


c. Die Winkel der beiden lateralen Geraden mit dem positiven 
Teile ihrer Abscissenachse betragen zusammen 180°; 


y2+-cz?+ey-gae+He +92) =0 (VD, e positiv. » 


C. Die beiden Geraden schneiden die Lateralachse in verschie- 
denen Punkten. 


a. Die eine Gerade ist reell, die andere lateral: 
; 
Pat yetiae+etiy+[s+ (at 2) |e 
ir (2) (& ch r) 2.040 


EURER TL. „. © ur 
dl EICHE 
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b. Beide sind lateral: 


tigt + +Hn)o+te 


cf? (2h—be)?  ifh 
En Mer un 


b?2 > — 4c, wenn ce negativ. 


” 
ec. Die Winkel der beiden lateralen Geraden mit dem positiven 
Teile ihrer Abseissenachse betragen zusammen 180°: 
igh 


GA, Ri h? g2 
ca? +ey+(g+ ee +te—4 + +5, —0, (WM) 
e positiv. | 
Hieraus ergeben sich folgende Regeln: 


1. Wenn die eine Gerade reell, die andere imaginär ist, so fehlt 
der reelle Factor von x?, der imaginäre ist «ab. 


2. Sind beide Gerade lateral, se fehlen der reelle Factor von yx 
und der imaginäre von «*. 


3. Ergänzen sich die Winkel der beiden lateralen Geraden mit 
dem positiven Teile ihrer Abscissenachse zu 180°, so fehlt das Glied 
yx ganz, von x? und y der imaginäre Factor. 


Zweiter Abschnitt. 


Von den lateralen Geraden, welche in Ebenen liegen, die schief 
auf der Fundamentalebene stehen. 


8.9. Es sei PMO Fig. 2. die Fundamentalebene, PM die Ordi- 
natenachse und senkrecht auf MO; durch MP lege man die Ebene 
MPRQ, welche mit der Fundamentalebene den Flächenwinkel « bildet; _ 

. die Abseissenachse MQ sei senkrecht auf der Ordinatenachse, welche 
zugleich Lateralachse ist; es sei ferner ABD senkrecht auf MP, 
ebenso BC in der Ebene MPQR; man mache BA= BU= BD. 
Um von BA der Ebene PMO, auf BC der Ebene MR überzugehen, 
multiplicire man die erstere mit /(«), es ist daher 


BC—= BA.f(e), 


ebenso ist 
BD = BC. f10’—o), 
folglich 
BD = BA.f(o).f(180°— e), 
u 


f(a).F(L80°— 0) =—1, 
Teil LIX. 28 


ee I er} > 
Ken. Er ie > Fe AR nl DEREN EN 
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dies ist aber der Fall, wenn /(«) = cos«-t-isin«, daher hat man bei 
dem Uebergange aus der Fundamentalebene in die Lateralebene, 
welche gegen die erstere unter einem Winkel « geneigt ist, mit 
cosa—+-isin« zu multipliciren. 


$. 10. *Man ziehe in der Lateralebene MR die Gerade MC, 
welche mit ihrer Abscissenachse MQ den Winkel @ bildet. Wäre 
MR Fundamentalebene, so würde die Gerade dargestellt durch 

y=tgp.n, 
da sie aber in der Lateralebene liegt, welche unter dem Winkel « 
gegen die Fundamentalebene geneigt ist, so muss sie dargestellt 
werden durch: 
y=tgY.x(cose+ sine). 


Dieser Gleichung kann man auch die Form geben: 


y=»x(a+ lb), 
so dass 
tep = YVa?-2? COSL = ———— sind een 
59 V +b°, Veit’ Var 


Die Gleichung y = x(a-+i2) stellt daher eine Gerade dar, welche 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht, in einer Ebene liegt, 
welche mit der Fundamentalebene einen Winkel bildet, dessen Cosinus 


a * ® . [3 [ 
——— und die gegen ihre Abscissenachse unter einem Winkel 


Y a?+ p2 
geneigt ist, dessen Tangente Ya?+-2?. Die gemeinschaftliche Ordinaten- 
achse ist Lateralachse. 


Verlegt man den Anfangspunkt in einen andern Punkt, dessen 
Coordinaten y, und x, sind, so aber, dass die Lateralachse parallel 
zur Ordinatenachse ist, so ergiebt sich die Gleichung: 


y—yı = tgp (c— 2,) (Cosa -H-isin«) 
y=»(at+l)+c-tid, 


welche Gleichung auch auf die Form gebracht werden kann: 


oder 


vc+ = (e+5)(at m). 


A. Die beiden Geraden gehen durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten. 


$. 11. Die Gleichungen zweier lateralen Geraden, die in zwei 
verschiedenen Ebenen liegen, welche die Winkel « und ß mit der 
Fundamentalebene bilden, sind: 


N, NE gr a FOND 2. dsl Er SE a 
“ e u? £ TE & 
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y+ Ax(cosa+:isin«e) — 0, 
y-+Be(cosß-+isinß) — 0; 
ihr Product giebt: 
y’+2y[Acose+ Bcosß-+Hi(Asin«-+ Bsin ß)] 
+224B(cos(«+ß)+Hisin(@ +) =-0 
Man stelle diese Gleichung dar durch: 


y°r(a4-)yc+ (c+ id)a? — 0, (AI) 


so dass 
a= Acosa-+Becöspf, ce —= AB cos(a+-P), 
Die Asina+ Bsinß, d= ABsin(e—+P). (I) 


Eine Bedingungsgleichung ist nicht vorhanden, da vier Grössen durch 
vier Coefficienten zu bestimmen sind. 


Löst man Gl. (U) in Beziehung auf y, so ergiebt sich: 


y+Lltd)e=+ Ja ya’ — 0? —AcH i(2ab— Ad). 


Man setze den absoluten Wert von & — 3? — 4 — ), 


ai E - - - - 2ab—Ad = u, 
so kann man folgende vier Fälle unterscheiden: 
en 3 ER 1 a 
+ +. - 
"+ - + — 
Es sei 


so ergeben sich folgende laterale Geraden: 


I y+3[e—8-+:0 —ö)le=0, U. y+3[la— d+:i(—6)]z — 0, 
y+3la+$-+i(i-+6)]e — 0, y-+3la +d-+i(+0)]e = 0, 
U. y+3[a +8+:i6—ö)]ae=0, W. y+3la+d-+ilb— 9)]z = 0, 
y+3la—9+:(+6)]2 = 0, y+3la—d+i-+9)]z — 0. 


$. 12. Bilden die lateralen Geraden mit ihren Abseissenachsen 
gleiche Winkel, so ist in Gl. (I) und (II) 8.11. A= 2, folglich: 


a = A(cosa-+-cosPß) — - 24.08  (a+B) cos) (a —ß), 


b = ag ind) — 24sin!(a+P) cos! (a — P), 
folglich: 


SS | 


— tg$(e-+P), 


28* 
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Es ist ferner 
d = A?’sin(«&+ß), 


ce = 4?cos(@e—+-Bß), 
folglich: 


SINN 


= tg(a+-P), 


daher. 
Dabe 


d === DUSIER 


Es ist ferner 
a? — 4?(cosa?+cosß?+2cos«cosPß), 
2? — 4?(sina® +sinß?—+-2sinasinß), 
a? —b? — A? (cos?« + c0os2ß+2cos(e+B)), 
— 24?cos(@e+-Pß) ERlae (@«— ß)], 


4 
a?— 5b? < 4A?cos(@a+ß) oder a@— 5? <4e und -; eh 


Hieraus folgt auch, dass wenn ce negativ ist, auch 5? & a? sein muss, 


4e 
so dass BI in jedem Falle positiv ist. 


D? 


Setzt man in Gl. (ID 8.11. den Wert von d ein, so wird die 
Gleichung: | 


Pat Det gt) = 0. N 


Die Gleichungen der beiden Geraden sind: 


ee 
tale) „= a —14slatal, , es 3-1)]e=0 


8.13. Es mögen die beiden lateralen Geraden in derselben Ebene 
liegen, so ist in Gl. (ID) und (IV) 811. 2 —= Z « und man erhält: 


a=(A+B)cos«, c—= ABcos2e, 


— (A4+ B)sina, d= ABsin2e. 
Daher 
Dabe 
RT a?— b2 
Ferner: 
a? — (A+B)?cosae?, a?—b?—= (A-+B)?cos2e, 


02 — (A+ B)? sine“. 


ß x 4 
Nun aber ist (A+2)?>44B, folglich a —b? > 4e, oder ee, 27 
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Die Gleichung (II) $. 11. erhält dieselbe Form wie (IV), aber 
die Gleichungen der beiden lateralen Geraden sind: 


lm Vet Er Veto) ” 
tale Va) Hal Via) 


Ergänzen sich ausserdem noch die Winkel der beiden lateralen 
Geraden mit ihren Abscissenachsen zu 180°, so ist A+ B = 0, daher 
el bl und GI: 8.11: wird: 


y?+ (c+id)e? = | (V) 


Die Gleichungen der beiden Geraden sind, wenn man VY?+d2—=o 


setzt: EN. 
re WARE 
A Ba 
et 
0o—c  .‚Ye-te 
VE 


$. 14. Die eine Gerade sei lateral, die andere reell, so ist ($. 11.) 


ß=0 und man erhält: 
a= Acosa+B, c—= ABcosa, a?—= A2cosa’+2ABcos« -+ B?, 


b = Asine, d= ABsine, 4 = —4ABcose, 
l b 1 
1 ,; Acose = = = a5. a?—4c = (Acos«— B)?, daher 


a? > 4c, und d= $b(a+ Va?—4ec), wodurch Gl. (I) wird: 
y2+(a+i2)ye +[e+ ti (a+ Va —4c)]ao? = 0. (VD) 


Daraus ergeben sich die Gleichungen der beiden Geraden, entweder 
y+$(a— Va? - 4 4c4+20)2 = 0, oder y-+$(a-+ + Va? — 4c+ 2ib)2=0, 
y+${a+Va?—4)x = 0, y+la— Va— 4) —=0. 


Bilden die Geraden mit ihren Abseissenachsen auch gleiche Win- 
kel, so ist auch A = B und man erhält: 


a—= All-+ecose), ce= A?cose, ab = A?sina(1+-cose) < 24°?sin«, 


b = Asine, d= A!sine, d>!%ab, 
b d Dabe (a? +5?)(a?— D?) 
n —=tg 3a, A —tg0o, daher d= PET c ERRERNTNE ea - 


b 2 
daher d= Hr b2). 


Ws 
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Trägt man diese Werte ein, so ergiebt sich die Gleichung: 


y>+(a-+i5)yc + a (a-+5)22? — 0. (VII) 


Die Gleichungen der beiden Geraden sind: 


y+4(® +. N, 
y+i + 2. a) 


$. 15. Es stehe die eine Lateralebene schief, die andere senk- 
recht auf der Fundamentalebene; dann ist ß — 90° und die Gleichun- 
gen (III) $. 11. nehmen folgende Gestalt an: 


2 d 
a = Acose, e=—-ABsino, =-; 


b= Asina+B, d=ABcoso, tge = — 5 folglich: 


da=ta(b+Yb-&e). 
Die Gleichung wird: 
yP+(a+Ü)yc+[c-+ia(d + VB?+4)]e—=0. (VIM) 
Daraus ergeben sich die Gleichungen der beiden Geraden: 
+3: + V3’-+40)2 = 0, 
y»+la+3:6F V3?+40))z = 0. 


Wenn die beiden Geraden mit ihren Abscissenachsen gleiche Winkel 
bilden, so ist auch = A, und man erhält: 


2 
2 Dane By 21 72 _ dd, 
- @+(5 )=5 oder Br 
BEE, 7 
trägt man den oberen Wert von d ein, so ergiebt sich: e = a 


daraus ergiebt sich 4=$a(b+ yVb2--4c), und daher d= „ (b?-+a?); 


die Gleichung der beiden Geraden ist: 


tat) yet pol 4 Bad? ta] =0. (IX) 


Hieraus ergeben sich für die Geraden folgende Gleichungen : 


BR (= 2-0, 
+ (+4 E))2= 0. 


VE era WA ea TEE, 


Te N N RN. 
wu re v 


a D 
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$.16. Die Winkel, welche die Lateralebene mit der Fundamental- 
ebene bilden, ergänzen sich zu 360°, oder, was dasselbe ist, zu 180, 
so ist in den Gleichungen (II) 8.11. ß = 360° —«, daher: 
a= (A+DB)cose, GAB, 
db =(A— B)sine, RR, 
Es sei zuvörderst c positiv, so ergiebt sich die Gleichung: 
y?-+(a+ 2%) yc-+ ca? = 0. (X) 
Die Gleichung gelöst, giebt: 
y+Ila+Ü)e=+ I Va? — 52 —4c-+ ab, 
Man setze a@ —b?—4c — A, so ist, wenn 0 — VA? 4a22}, 
A i 
A = 0C08«, cose — ER: 2cosda®—1=1—2sin}e?, folglich 


2ab — osine, 


A | —ı4 
cos$a = GB ‚, singe = e 


so erhält man als die Gleichung der beiden lateralen Geraden: 
y+4e[a— 9 -+i(—0)] = 0, 
y+ $e[a+9+:6+9)] =. 
Diese Gleichungen stelle man dar durch: 
y+-$etgY (cos$+isind) = 0, 
y+Iatgv (cosn+isinn) = 0. 


Dann ist: 
— 1 
cosg — Er ER Vı- ie) 
b—6 1 
Va ro- Ver 
: a+% 1 
I YatooH Vı+($ N ar 
R el Da 1 


rer Vesy+ 127 


N ae un, 
F: EN REN 


N 
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Es ist aber a —22 > 1 oder a?—4 > 22, folglich 4da!—4a?ı+12 > 
2 --4a?b2, d. i. 2a?—A > 0, daher a > yeH oder « >%, es ist 
also a—#, d.i. cos$ positiv, so wie cosn. 

Ferner ist 241 <.a2, 44244521412 < 1244202, d.i. 2221 <Zo, 
De Ve b—6, d.-i.-sing ist negativ, während sinn einen posi- 
tiven Wert hat. 

Bringt man die Brüche 5) und (= >) auf gleiche Nen- 
ner, so ergiebt sich die Identität beider, daher 

cos$=cosn, —sind= sinn, d.h. &=360°— n. 
Daher sind die Gleichungei:: 
y-Hrtg op (cos (360° — 9) + sin (360% — n)) = 0, 
y-4-ztgyY (cosn+isinn) =. 
Statt der ersten Gleichung konnte man auch schreiben: 
y—+xtg(180°— op) (cos (180°— n)—+ isin (1800 7) 
Ist aber e negativ, so dass die Gleichung wird: 
y°-+ (a+ib)ye— ex? — 0, 
so wird eben so wie vorher bewiesen, dass a < daher 
a— % negativ, dagegen 5—6 positiv, folglich & = 1800—n ist, wo- 
durch man die Gleichungen erhält: 
y—ztgp(cosn+isinn) = 0, 
y+xtg [eos (180°— m) + sin (180° — n)] = 0; 
die letztere Gleichung kann man auch darstellen durch: 
y—+xtg (180° — ı) [cos (360° — n) +isin (360° — n)] = 0. 


Sind auch die Winkel gleich, welche die lateralen Geraden mit ihren 
Abseissenachsen bilden, so ist A= B, woraus folgt = 0, und die 
Gleichung erhält die Form: 


y? + ayc--cx? = 0 (XD 


worin e stets positiv und a? </ 4e ist. Die Gleichungen der beiden 
Geraden sind: 
y+Ir(a—iyt—a) = 0, 


y+J3r(a+iy4c—a?) — 0. 


. 


3 SE en 
a nu FA 
er Aut 
fi en 4 
. Bi 
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$. 17. Stellt man die Resultate für binäre laterale Gerade, welche 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehen, zusammen, so er- 
giebt sich: 


1. Die beiden Geraden liegen in verschiedenen schiefen lateralen 
Ebenen: 


„+ (a-+ ib) yc+(c+id) a? = 0 (II) 


2. Sie liegen in verschiedenen Ebenen und bilden mit ihren 
Abseissenachsen gleiche Winkel: 


| 
y? +(a-+ib)ye + - en —=0 de>a—b (IV) 


3. Sie liegen in derselben schiefen Ebene: 


a- won 


y2 (a4 ib) ye-+ — = ae Ni del a? — 2 (IV) 


4. Sie liegen in derselben schiefen Ebene, aber die Winkel, 
welche die Geraden mit ihrer Abseissenachse bilden, ergänzen sich 
2u.180°; | 

y?-+-(c+id)a?—=0 (V) 


5. Die eine Gerade liegt in der Fundamental-, die andere in 
einer Lateral-Ebene: 


y2-+(a-+ ib) yc-+ [c-+HFid (a + Va —4c]z = 0 (VI) 


6. Die eine Gerade legt in der Fundamentalebene, die andere 
in der Lateralebene und beide bilden mit ihren Äbscissenachsen gleiche 
Winkel: 


Platt" N (+22 = 0 (vn 


7. Die eine Gerade liegt in der er die andere in einer 
schiefen Lateralebene. 


(at i)yat[lct+ kat tV®k)]e®—-0 (VI 


8. Die beilen Geraden von 7 bilden mit ihren Abseissenachsen 
gleiche Winkel: 


tat Het -0 m 


9. Die Flächenwinkel der Lateralebenen mit der Fundamental- 
ebene ergänzen sich zu 360°: 


y—+(a-+ib) yet ex? = (X) 
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10. Auch bilden die beiden Geraden mit ihren Abseissenachsen 
gleiche Winkel 


ytayctce?=0, 4c> a? (XD 


B. Die beiden lateralen Geraden gehen durch einen auf der 
Lateralachse gelegenen Punkt, dessen Ordinate —y, und Abscisse 
x ist. 


$. 18. Man erhält die Gleichung zweier lateralen Geraden, welche 
in verschiedenen Ebenen liegen und die Lateralachse in dem Punkte 
— 1, — 2; Schneiden, wenn man in Gl. (II) $. 11. setzt für y:y+yı 
und für z:x-+x,, wodurch man erhält: 


(„+ y)?+(a+%)(y+yı) (@ +21) —+-(e-+id) («-+2,)?=0 (DP 


Entwickelt und ordnet man diese Gleichung, so erhält man: 


y+la-+ib)yc+(cHid)e?4(2y, tax, +2dr,)y | 
+ayı+2ex, +iÜdy+2de,))e +yı?Tayızı ter ?+ dry rde,?)—0 (pP 


Man stelle diese Gleichung dar durch: 
y+(a+)ye+(c+ia)e® +e+if)yt+@+ine+r+ü—=0 (Up 


Hieraus ergiebt sich: 


so wie die Bedingungsgleichungen: 


027.7 2207. N Nr = 
A ee er Br k=4e—1 p2 ‚DR 


aa af df? 
h= 4be— daf4+ —- z’ 1= Jef—%7- 7 584 


Durch Eintragung dieser Werte und Lösung der Gleichung in Be- 
ziehung auf y erhält man die Gleichungen der beiden Geraden, wie 
sie $. 11. angiebt, wenn man daselbst für yirtde— und für 
2: +, setzt. 

$s. 19. Wenn die beiden Geraden mit ihren Abseissenachsen 


gleiche Winkel bilden, so gilt ebenfalls (II)P, so wie die Bedingungs- 
gleichungen des $. 18., aber ausserdem noch: 


F 

R 

b 
0 
3 
e 

a 

& 

u 
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Dieselben Bedingungen als vor, mit Ausnahme der letzten, wofür man 
zu setzen hat 4ce < a?—22, gelten, wenn die beiden lateralen Gerade 
in derselben Ebene liegen. 


Sollen ausserdem sich die Winkel zu 180° ergänzen, so ist a0, 
2=0, f=0 und Gl. (IIID)® wird: 


+ (c+id)a® +y+(g-+iM)e +41 = 0 
Mierast 9, — Je, 2, — 5: und die Bedingungsgleichungen sind: 


IL ELDER RN A __ dig? 
h=-.: k-4ld+,, 1=75 


[4 


8. Liegt die eine Gerade in der Fundamental-, die andere 
in einer Lateral-Ebene, so gilt Gl. (III)® mit den Bedingungsgleichungen 
von $. 18., wozu noch kommt: 


d=4b(a+YVa?—Ae). 


Die Werte von y, und x, sind wie in S. 18. 


Sind ausserdem die Winkel gleich, welche die beiden Geraden 
mit ihren Abscissenachsen bilden, so kommen zu den Bedingungs- 
gleichungen des $. 18. noch: 

ART 


— Se 


b 
IE r| 2 
len pr (au 187: 
$. 21. Wenn die eine Gerade sich in der senkrechten, die an- 
dere in einer schiefen Ebene befinden, so gelten ausser den obigen 
Bedingungsgleichungen von oben noch: 


d—= 4a(b+ YV52--4e)- 


Sind auch die Winkel gleich, welche die Geraden mit ihren Abseissen- 
achsen bilden, so kommen zu den obigen Bedingungsgleichungen 
noch hinzu: 


at — b* a 
ce = NEN di= 3,0’+a°). 


$. 22. Wenn die Winkel der beiden Lateralebenen sich zu 3609 
ergänzen, so wird aus Gl. (III)®: 


+ (at) yet en +(e+tif)gt(g-tin)+k+ = 0 


Es so erhält Gl. II» die Form: 
haatattertote - — 


Es ist hier FEED 
ce — ag 


ea Bun 


6: - ist t positiv und 4e> ee endlich: » 


+ Be ag 
4c Ana NE 


Sy) 


(Vergl. Archiv TI. 58. 8. 218.). 
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3: 
Eine geometrische Aufgabe. 


Vorbemerkung. Aus den elementargeometrischen Anwendun- 
gen der elliptischen Functionen ist unter Anderem der Satz bekannt: 
Wenn 2 Kreise eine solche Lage haben, dass dem einen ein Polygon 
eingeschrieben werden kann, welches dem anderen umschrieben ist, 
so ist die Anzahl solcher Polygone unendlich, und es bestehen zwischen 
den beiden Radien r und oe und der ÜOentrallinie d bestimmte Rela- 
tionen. Dieselben lauten beispielsweise für das Dreieck 


r?—2ro = d2, 
für das Viereck | 
2 +) = (ra), 
für das Fünfeck 


oe +a)VYar = el +M)Yr—a—e+lr—d)r+a+o)Vr tag, 


Untersuchungen über diesen Gegenstand sind von Jacobi und Richelot 
(Crelle’s Journal III. und XXXVIII) angestellt und von mehreren 
Autoren über die Theorie der elliptischen Functionen z. B. von 
Schloemilch und Durege reproducirt worden. Uebrigens sind diese 
Relationen, wie es in der Natur der Sache liegt, auch ohne alle 
Bezugnahme auf elliptische Functionen gefunden worden, wie denn 
die Formel für das Dreieck schon Euler, die für das Vier-, Fünf-, 
Sechs-, Sieben-, Achteck Nicol. Fuss in den Nov. comment. Petropol. 
XI. und Nov. acta Petropol. XIII. gegeben hat. Bewiesen ist die 
Dreiecksformel von vielen Verfassern elementar-geometrischer Lehr- 
bücher, u. A. von Unger, v. Swinden-Jacobi, Kunze u. s. w. Man 
kann aber diesem Gegenstande eine — wie ich vermute — neue Seite 


i ET nt > ur." or RE 


ur) a 7 R Br be 


446 Miscellen. 


abgewinnen, wenn man, von der Existenz dieser Dreiecksformel ab- 
sehend — wir beschränken uns der Kürze wegen auf diese — sich 
folgende Aufgabe stellt: | 


Gegeben 2 Kreise, dem einen soll ein Dreieck so umschrieben 
werden, dass es dem anderen eingeschrieben sei. 


Auflösung. Der Radius des äusseren Kreises sei r, der des 
inneren (berührenden) oe, die Centrallinie a, der Mittelpunkt des 
letzteren sei der Coordinatenursprung. Die Gleichungen der Kreise 
sind hiernach 
| Bat, ty: 


Als unbekannt nehmen wir den Punkt A der äusseren Peripherie an, 
von welchem aus die. erste Sehne (welche zugleich Tangente ist) 
gezogen werden soll, und setzen dessen Coordinaten 

y=rsinp, 2 = a-trcoso. 


Bezeichnen wir mit u den Winkel dieser Sehne mit der X-Achse, so 
schneidet die Sehne die Peripherie in einem zweiten Punkte 3, dessen 


%; = a—rcos(p—2u), %Y, = rsin (pP — 2u), 


wie sich entweder durch analytisch-geometrische oder rein geome- 
trische Betrachtung leicht zeigen lässt. Soll der Winkel « dergestalt 
bestimmt werden, dass AB den zweiten Kreis berühre, so erinnere } 
man sich der Bedingungsgleichung | 


’1-+-m’) = 


wo m und n die Constanten der Geraden y= mx--n sind. Im vor- 
liegenden Falle ist 


Yı 7 Ya 


m —= ee taneu 
ag gu, 
24Yg— LE rsin(p—-%) 
nn a Fyı > Tr ee A LA, 
1% COos% 


Die Gleichung o®(1-+m?) = n? geht hiernach über in die. Form 
Le=rsin(p—u) — asinu 


und zerfällt natürlich (wegen des Vorhandenseins zweier Tangenten 
von A aus) in die 2 Gleichungen 


1) e = rsin(P— wu) —asinu, 
2) —e = rsin(p— u) —asinu, 


Es sind nunmehr ausser A noch 2 Punkte fixirt: 


DE TEN ER EEE NER SEN DENE RE ET, Zr 
R y De 3 Bert A en Ar 
P 4 4 5 \ 
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B:2, = a—rcos(p—2u,), Ya = rsin(P— 2u,) 
Ci; = a—rC08(P— 2u5), Y3 — rsin (9 — 2u,) 


Es erübrigt noch die Darstellung der Eigenschaft der Geraden BC 
als Tangente des Kreises x-+y? = e?. Mit Benutzung der bereits 
erwähnten Bedingungsgleichung g?(1-+m2} = n? ergiebt sich: 


3) te = r C08 (U — U) — a C08 (u, 4 ug — p) 


Diese Gleichung in Verbindung mit 1) und 2) reichen aus zur Be- 
stimmung des Winkels p, von welcher allein die Lösung der Aufgabe 
abhängt. 


Die Addition von 1) und 2) giebt 
4) asin _ — rsin (35°). 


desgleichen die Subtraction 


5) e=sin ("=") (aco en a -cos( 5), 
Aus 4) folgt 


U4t%  _rsino Ut% rcosp+a 
PD np 2 rcospta an VAN 
UtUg rsinp 


wo 
N = a?-+2arcosp—-r?. 


Diese Werte in 5) eingetragen: 


EI IRTN I EEE Ma Be 
Ban 2 BE) | Por Pta Treo) r?sin?p 
yN yN yN 
oder & 
N ne 
2  a?-arcosp+t arcosp + r?cos?p—+-r?sin?p 


a N ET E 
a®+2arcsp+r? YN 
Liebrecht. 
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} 2. 
Eine Quadratur. 


In den Hippokrateschen Halbmond soll der grösste Kreis ein- 
geschrieben werden. Welches ist der Ort seines Mittelpunktes, wenn 
sich der Scheitel des gegebenen rechtwinkligen Dreiecks auf der 
Peripherie des ihm umgeschriebenen Kreises bewegt? 


Ist a der Halbmesser des festen Kreises, so ist der Ort des 
Mittelpunktes des veränderlichen Kreises in Polarcoordinaten r, @: 


r= 5 (cosp-+sing +1). 


‘Die Fläche der Curve 


1, 


4 


0 


Die Fläche der Curve zerfällt in zwei Teile, in einen rationalen und 
einen irrationalen Teil. Schreiben wir in den festen Kreis ein Quadrat 
ein und dem Quadrat wieder ein Quadrat ein, dessen Seiten die Dia- 
gonalenhälften des grösseren halbiren werden, und beschreiben aus 
dem gemeinschaftlichen Mittelpur kte einen Kreis, dessen Radius gleich 
ist der Seite des kleineren Quadrats, so ist die Summe dieser drei 


Flächen gleich der Fläche der Curve. 
K. Zahradnik. 
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Methode und Prineipien. 


Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale. Von Dr. 
J. Thomae, Professor an der Universität Freiburg iu Baden. 
Halle a./S. 1875. Louis Nebert. 4°. 488. 


Da man erst in neuerer Zeit angefangen hat die elementaren 
Grundlagen der Integralrechnung. einer ernstlichen Prüfung zu unter- 
werfen, so ist es gewiss ein sehr förderliches Unternehmen, die Er- 
gebnisse dieser Prüfung zum Gegenstand einer- von der Matcrie der 
Doctrin gesonderten Schrift zu machen; denn es dient dazu die 
objecetive Entscheidung über die prineipiellen Fragen herbeizu- 
führen, während cine einem bestimmten Lehrgang vorausgeschickte 
Behandlung derselben die Basis als subjective, durch die Wahl der 
Methode motivirte erscheinen lässt. In der Tat beschränkt sich die 
vorliegende Schrift auf die Begründung der Begriffe und elementaren 
allgemeinen Sätze. Fleiss und Sorgfalt in der Bearbeitung ist durch- 
weg unverkennbar, exactes Zuwerkegehen und Bündigkeit für einen 
hinreichend grossen Teil zuzugestehen, damit ungeachtet. wesentlicher 
Mängel das Ganze im Zusammenhang verstanden werden kann. Wegen 
dieses im ganzen bewahrten Zusammenhangs ist es aber auch nicht 
schwer zu erkennen, wie eine Incorrectheit im Anfang die Ursache 
immer neuer Dunkelheiten wird. Der Verfasser ist nämlich noch 
nicht darüber zur Klarheit gelangt, was unendliche Grössen sind: es 
fehlt in den anfänglichen Bestimmungen, so wie in principiellen An- 
wendungen durchweg die Unterscheidung der Variabeln und Constanten. 
Er sagt, die Rechnung mit irrationalen Zahlen beruhe auf einer Aus- 
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dehnung des Gleichheitsbegrifis. „Zahlen heissen gleich, wenn man 
von ihnen nachweisen kann, dass sie sich um weniger als jede dem 
absoluten Betrage nach noch so klein vorgegebene (zunächst rationale) 
. Zahl unterscheiden.“ Offenbar wäre diese Differenz = 0, wenn es 
sich um beiderseitig constante Grössen handelte. Dann aber wäre . 
der Sinn: Zahlen heissen einander gleich, wenn ihre Differenz null 
ist. Und das wäre keine Ausdehnung des Gleichheitsbegriffs. Die 
hier gemeinte Differenz, welche allein Sinn hat, ist also eine variabele, 
der Bestimmung gemäss, trotz der Vermeidung des Namens, unendlich 
kleine, die approximativ dargestellte Irrationale ist eine variabele 
Zahl, ihr ideeller Wert deren Grenzwert. Zur Erleichterung des 
Ausdrucks schreiben wir in vielen Fällen die Variabele statt ihres 
Grenzwerts, z. Bm =3, 14... statt m—lim3, 14... und zwar 
ohne Zweideutigkeit, weil unter x eine Constante verstanden wird. 
Der Sinn der Gleichheit aber ist hier genau derselbe wie überall. 
Daher ist nicht der mindeste Grund zur Erweiterung des Gleichheits- 
begriffs. Allein die Statuirung einer solchen ist nicht bloss über- 
flüssig, sondern auch falsch und unklar, falsch, sofern sie die Aus- 
sage includirt, das gleich Genannte und als gleich Behandelte sei nicht 
eigentlich gleich, unklar, sofern sie die Bedingung des exacten Ver- 
ständnisses verhüllt, die Auffassung der gesetzmässigen Variabilität. 
In der Tat scheint der Verfasser Mühe darauf verwandt zu haben, 
es mit der Formulirung der Definition denjenigen recht zu machen, 
denen das Erlernen jener Bedingung unbequem ist, die am liebsten 
solange mit unsichern Grundsätzen wirtschaften, bis sie auf einen 
Fehler stossen. Die Begünstigung solcher Leser, die sich namentlich 
durch Umgehung des Wortes „unendlich klein“ kund giebt, ist um 
so verwerflicher, weil die völlige Klarlegung des Sachverhältnisses 
äusserst leicht gewesen wäre. 


Die hervortretendste Folge des genannten Mangels ist die Dunkel- 
heit, welche beständig über dem Verhältniss der Einzelwerte der Va- 
riabeln zum Intervall walte. Da wir das Verhalten einer Function 
im Intervall analytisch nur durch die Auffassung von Einzelwerten 
fixiren können, so musste über die Beziehung zwischen beiden Rechen- 
schaft gegeben werden. Dies ist hier nicht geschehen; vielmehr lässt 
die Darstellung den Schein bestehen, als wenn die Einzelwerte das 
Intervall ausmachten. Namentlich wird von Rational- und Irrational- 
zahlen in einem Intervall (etwa von O bis 1) stets so gesprochen, als 
wären sie 2 coordinirte Classen von Zahlen, die sich in das Intervall 
teilten. Dabei bleibt unbeachtet, dass die Irrationalen durch kein 
Gesetz auf Einzelwerte beschränkt sind, sondern als blosser Rest 
auftreten, während die Rationalen eine unendliche Doppelreihe von 
Einzelwerten bilden, nach deren Wegnahme das Intervall so gross 
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bleibt, wie es war. Wie wir aus der geometrischen Darstellung ken- 
1 

nen, hat das Integral f/(x)0dx einen Wert nur vermöge des Intervalls, 
0 


das x» durchläuft, und bleibt unverändert, wieviel auch Einzelwerte 
von /x, sei es auch eine unendliche unendlichfache Reihe von solchen, 
beliebig abgeändert werden, da ja unendlich viele Ordinaten keinen 
Teil der Fläche bedecken. Was so durch räumliche Betrachtung sofort 
erhellt, folgt aber auch aus der analytischen Definition des Integrals. 
Letztere gründet sich zwar auf die Einzelwerte, hebt aber die ein- 
geführte Lücke durch die Bedingung vollständig auf, dass das Integral 
von der Teilung des Intervalls. unabhängig sein muss. Die Definition 
lässt eine exclusiv rationale Teilung zu, gestattet aber auch alle ratio- 
nalen Werte zu überspringen. Entweder ist in beiden Fällen das 
Resultat dasselbe, oder es giebt kein Integral; nie aber können die 
Werte von /(x) für rationale x einen Einfluss auf den Wert des Inte- 
grals üben. Diesen Umstand verkennt der Verfasser augenfällig, 
indem er in $. 20. „Beispiele unendlich oft unstetiger integrabeler 
Funetionen“ Fälle aufführt, wo die zu integrirende Function /(&) für 
alle irrationalen & null ist, und gleichwol ihre Werte für rationale & 
noch besonders gesetzmässig bestimmt. Der Integralwert musste null 
sein auch ohne jenes letztere Gesetz. Dieses hatte die müssige Be- 
stimmung, dass.der für solche Fälle offenbar nicht ausreichende Wort- 
laut der Definition aueh hier zutreffen sollte. Doch der Begriff hat 
sich nicht nach dem Wortlaut, sondern der Wortlaut nach dem Be- 
griff zu richten. Um Integrale von Functionen einführen zu können, 
deren Einzelwerte eine vom trennenden Intervall abweichende Be- 
stimmung haben, war der Ergänzungssatz notwendig: Das Integral 
einer Function ist unabhängig von allen durch Intervalle getrennten 
Einzelwerten derselben. Giebt es also für’alle Teilungen, welche die 
Einzelwerte überspringen, einen von der Teilung unabhängigen Grenz- 
wert der in der Definition bezeichneten Summe, so ist dieser unbedingt 
der gültige Integralwert. Dann fallen viele bloss durch Ungeschick 
in die Betraehtung hineingezogenen Sonderbarkeiten weg, und die 
Theorie vereinfacht sich bedeutend. 


Wenn im Verlauf der Schrift öfters Fragen auftreten, die sich 
nur unter Beschränkungen des Functionsbegriffs entscheiden liessen, 
so ist es nicht der wahren Sachlage entsprechend, diesen Umstand 
als Besonderheiten jener Fragen darzustellen. Der allgemeine Func- 
tionsbegriff hat sich nach jeder Richtung hin als unfruchtbar erwiesen. 
Wie der Erfolg lahrt, ist die successive Erweiterung der einzig natur- 
gemässe Weg. Man sollte daher nicht den entgegengesetzten Schein 
solange als möglich zu erhalten suchen. Wie nun in $. 4. der Ver- 
fasser sagt, tritt der Functionsbegriff in seiner allgemeinsten (d. h. 


he 9 BE 
Ge eörE ae ae = 
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doch wol allgemeineren) Bedeutung zum erstenmal bei der Lehre von 
den bestimmten Integralen auf. Er rechtfertigt dadurch eine voraus- 
gehende Besprechung desselben. Noch mehr gerechtfertigt ist aber 
jedenfalls die Forderung, dass zur Grundlegung der Theorie nicht 
Sätze verwandt werden, die sich auf den specielleren Begriff stützen. 
Da der Verfasser sie ausser Augen setzt, da er den Differential- 
quotienten in die Betrachtung zieht, einige auf denselben fussende 
Sätze über Integrale als bekannt citirt, daraus den Mittelwertsatz ab- 
leitet und diesen wieder für die fernere Begründung gebraucht, so 
ist die ganze vorausgehende Besprechung, abgesehen von einem gros- 
sen Teile, der schon für die Differentialrechnung notwendig, und 
dahin zu verweisen ist, nur eine Störung des logischen Connexes. 
Der Satz über den das Integral darstellenden Summengrenzwert liess 
sich ohne alle Vorbereitung auf algebraischer Basis begründen; aus 
ihm folgten dann leicht der Mittelwertsatz, die Differentiation sowie 
die übrigen bekannten elementaren Sätze, und die Bedingungen der 
Gültigkeit, die wie richtig bemerkt immer nur als ausreichend nie als 
notwendig nachgewiesen werden können, lagen dann weit übersicht- 
licher zutage, als es auf dem längeren und heterogen gemischten 
Wege der Herleitung erreichbar ist. H. 


Die ersten Sätze der ebenen Geometrie. Grundbegriffe. Winkel. 
Dreieck. Viereck. Von Aug. Moroff, Assistenten an der Studien- 
austalt zu Hof. Mit in den Text gedruckten Figuren. Hof. Franz 
Büching. 45 S. 


Indem wir, absehend von der besondern Bestimmung für gewisse 
Schulen, das Werkchen als einen methodischen Versuch betrachten, 
geleitet von dem Gedanken eine vorgefundene Abneigung der Anfänger 
gegen das Studium der Geometrie zu überwinden, wird es bier nur 
darauf ankommen, das Eigentümliche daran herauszustellen. Eine 
vorausgeschickte Besprechung der Grundbegriffe giebt zu erkennen, 
dass der Weg durch den Verstand zur Anschauung gewählt worden 
ist. Ein solcher hat mindestens die gleiche Berechtigung wie der 
umgekehrte, bei welchem überdies gewöhnlich die Verstandesentwicke- 
lung vernachlässigt, oft sogar vereitelt wird. Die beste Wahl wird 
immer ein Gleichmass in der Inanspruchnahme beider Fähigkeiten 
sein. Die Besprechung ist stellenweis einfach, leichtfasslich und exact, 
stellenweis wieder geschraubt und nur für Kundige verständlich, z. B. 
die Erklärung der Richtung durch die Visirlinie. Doch dem lässt 
sich durch den Vortrag abhelfen; wichtiger ist es, dass sich, und 
zwar nicht selten, das Richtige mit Falschem untermischt vorfindet. 
So steht z. B. hier: „Wir sagen, der Raum sei unbegrenzt — den- 
noch betrachten wir ihn als ein Ganzes —“, Diese Aufstellung ist 
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nicht zu ergänzen, sondern geradezu umzukehren: Der Raum ist 
unbegrenzt; man spricht oft incorrect von ihm, als wenn er ein 
Ganzes wäre und Teile hätte. Ferner liest man hier die falsche Be- 
hauptung: „Eine ununterbrochene Folge von Punkten heisst eine 
Linie“. Die Vorstellungen der Bewegung und des gleichzeitigen Statt- 
findens einer Vielheit mischen sich hier unklar durch einander. Dass 
unendlich viele Punkte keine Linie ausmachen, war wichtig genug, 
deutlich auszusprechen. Statt dessen wird der Unterschied geflissent- 
lich vertuscht, und die Lücke des Verständnisses mit dem unverein- 
baren Prädicat „ununterbrochen“ verdeckt. Aehnliches würde viel 
zu rügen sein. Auch dem Parallelensatz ist ein falscher Beweis bei- 
gefügt worden; die darunterstehende Bemerkung, der Beweis sei 
offenbar correct, kann die fehlende Gedankenverbindung nicht her- 
stellen. H. 


Reine Analysis. 


Ueber eine Function, welche einer linearen Differential- und 
Differenzengleichung vierter Ordnung Genüge leistet. Von Dr. J. Tho- 
mae, Professor an der Universität Freiburg in Baden. Halle a./S. 
1875. Louis Nebert. 4%. 228. 


Der Verfasser hat in den Gött. Nachr. 1874. p. 249. die Differen- 
tialgleichung, durch welche diese Function definirt ist, hergeleitet, 
und führt gegenwärtig die damals angeküudigte Absicht aus, dieselbe 
in ausgedehnterer Weise zu discutiren. Er definirt im Artikel I eine 
Function P durch ihre Periodieität und weist im Artikel II deren 
Identität mit dem vollständigen Integrale einer Differentialgleichung 
4. Ordnung nach, woraus ihre Existenz sich ergiebt. Im Artikel III 
wird gezeigt, wie sich eine Differenzengleichung durch eine nach 
Gauss’schen II-Funetionen fortschreitende Reihe mittelst der Methode 
der unbestimmten Coefficienten integriren lässt, im Artikel IV, dass 
die Function ?P auch noch das vollständige Integral einer Differenzen- 
gleichung 4. Ordnung ist. Im Artikel V werden die Darstellungen 
sämmtlicher Zweige der Function P in den Punkten O0, 1, © durch 
bestimmte Integrale aufgestellt, im Artikel VI die Anwendung von 
Integralen gerechtfertigt, welche nach gewöhnlicher Definition keinen 
Sinn haben. Im Artikel VII werden gewisse Coefficienten, die den 
Zusammenhang der einzelnen Zweige von P unter sich vermitteln, 
durch II-Functionen und hypergeomcetrische Reihen 3. Ordnung dar- 
gestellt. Der Verfasser hebt noch eine im Artikel IV enthaltene 
Untersuchung als von allgemeinerem Interesse hervor, in welcher eine 
aus den Lösungen einer Differenzengleichung 2. Ordnung und ihren 
ersten Differenzen gebildete Determinante durch IZ-Functionen voll- 
ständig dargestellt wird. H, 
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Elliptische Functionen. Theorie und Geschichte. Academische 
Vorträge von Dr. Alfred Enneper, Professor an der Universität 
zu Göttingen. Halle a./S. 1876. Louis Nebert. 541 8. 


Wenn man beim Erscheinen eines neuen Lehrbuchs über ellip- 


tische Functionen hauptsächlich an 3 verschiedene Darstellungsweisen 
denken kann, die historische, systematische und methodische, so ist, 
wie der Titel es noch nicht kund giebt, hier sichtlich die zweite ge- 
wählt worden. Für die Anordnung scheint vorzugsweise die Natur 
des Lehrstoffs und die Uebersichtlichkeit der Resultate massgebend 
gewesen zu sein, wenn man auch in einzelnen Punkten nicht mit der- 


selben einverstanden sein kann, z. B. wo die Reduction der Integrale 


in einem Abschnitt beginnt, in einem viel späteren fortgesetzt wird. 
Die Geschichte hat dabei in doppelter Hinsicht Beachtung erfahren, 
einesteils durch den, wie sich wol annehmen lässt, vollständigen Nach- 
weis der zu den einzelnen Theoremen gehörigen Litteratur und durch 
viele darauf bezügliche Notizen, andernteils durch die Reproduction 


der Methoden aus den ÖOriginalarbeiten, welche im wesentlichen bei- 


behalten sind. Beides ist jedoch nicht ausreichend den Entwickelungs- 
gang der Entdeckungen im Zusammenhange, sowie die Art und Weise 
der Beteiligung erkennen und so den historischen Gesichtspunkt als 
obersten oder auch nur ernstlich ins Auge gefassten erscheinen zu 
lassen. Mit jener Wiedergabe historischer Methoden wäre offenbar 
die dritte Darstellungsweise unvereinbar gewesen. Nimmt man sich 
zum Ziele, den gesammten Inhalt auf kürzestem, instructivstem und 
elegantestem Wege herzuleiten, so kann man nicht gleichzeitig Me- 
thoden aufbewahren wollen. Erwägt man aber, dass zu letzterem 
Zwecke die Jedermann zugänglichen Originalarbeiten genügen, und 
dass im ganzen schon eine grosse Anzahl von Bearbeitungen der 
Theorie existirt, so wird man einen wesentlichen Fortschritt in der 
Methode von einem neuen Gesammtwerke über den Gegenstand mehr 
erwarten und wünschen als nochmalige Reproductionen, und zwar 
einen Fortschritt, der das Ganze, nicht, wie die Darstellung des Ent- 
deckers, das blosse Theorem im Auge hat. Der Verfasser sagt nun, 
dass seine eigenen Arbeiten im 9. Abschnitt enthalten sind. Dieser 
handelt von der Substitution „ten Grades und der Multiplication und 


” 


besteht aus Deducetionen namhafter Autoren, ohne Angabe was der. 


Verfasser dazu getan oder daran geändert hat; eine neue Beziehung 
der Theoreme unter sich tritt hier so wenig wie in den übrigen Ab- 
schnitten zutage. Consequenterweise ist mit den Methoden auch die 
Bezeichnung beibehalten werden, was der Verfasser mit den Worten 
motivirt: „Die Theorie, wie sie Jacobi hinterlassen, kann nicht. als 
abgeschlossen angesehen werden, so dass wol einer spätern Zeit eine 


einheitliche Bezeichnung vorbehalten bleibt.“ Unter diesem Gesichts- 
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punkt durfte wol allenfalls Jacobi die Beibehaltung der Legendre’schen 
‚ Bezeichnung rechtfertigen, wiewol er sowenig, als es Abel getan hat, 
sich daran für gebunden zu halten brauchte. Heutzutage aber ist 
der Grund gänzlich hinfällig, da kein Mensch mehr daran denkt, dass 
die Theorie durch neue Entdeckungen in ihren Grundzügen verändert 
werden könnte. Worauf wir dann noch warten sollen, ist nicht ab- 
zusehen. Es handelt sich nicht um ein Uebereinkommen über frei 
zu wählende Zeichen, sondern vor allen Dingen um Anerkennung der 
Sachlage, die vermöge der Inversion eine andere ist, als sie für Le- 
gendre war. Die. Amplitude war ein aus praktischem Grunde ge- 
wähltes Functionsargument, jetzt ist sie für Deductionen eine dispo- 
nibele Vermittelung, für das Functionszeichen aber ein bedeutungsloses, 
entstellendes Einschiebsel. Hierüber existirt keine Meinungsverschie- 
denheit; entschliesst man sich aber, der Sachlage Folge zu geben, 
so ist auch die Wahl der Zeichen keine Frage mehr; denn, mögen 
es Viele oder Wenige sein, die der Gudermann’schen Bezeichnung 
beigetreten sind, es sind eben Alle, die jenen Entschluss gefasst haben, 
und von Seiten der Uebrigen liegt kein Einwand vor. Das einzige 
zutreffiende Motiv für die Beibehaltung der Legendre’schen Zeichen 
‘ist daher die Erhaltung & tout prix, und dieses ist allerdings mit 
dem Geiste des Buches in voller Uebereinstimmung. Was den Um- 
tang des Lehrstofis betrifft, so wird: man zwar in manchen Stücken 
dem Ermessen des Bearbeiters gern überlassen die Grenzen zu be- 
stimmen; in der Theorie der elliptischen Functionen kann jedenfalls 
darüber wenig Zweifel sein. Dass ‘aber das von Abel so kurz und 
_ elegant gelöste Problem der Division der elliptischen Functionen, nebst 
der daraus leicht hervorgehenden Lösung für (die Thetafunctionen 
keine Aufnahme gefunden hat, ja nicht einmal erwähnt ist, lässt sich 
kaum durch irgend welche Erwägungen erklären. Nach Behandlung 
der Multiplication im letzten Abschnitt muss die Frage der Division 
entstehen; hier aber bricht das Lehrbuch ab und lässt den Leser 
ohne Bescheid. Bei allem indes, was im einzelnen zu misbilligen bleibt, 
ist anzuerkennen, dass das Buch das Interesse der Studirenden mehr 
im Auge hat, als es eine Reihe von Erscheinungen auf dem gleichen 
Gebiete betätigt haben. Nachdem eine zeitlang Methoden beliebt wa- 
ren, welche die Anfangsgründe aus der Theorie der Complexen her- 
leiten, also an sich Deutliches auf undeutlichen Grund stellen, dadurch 
die Einbildung des Wissens mehr als die selbständige Productions- 
und Urteilskraft fördern, den Studirenden gerade das verschweigen, 
was sie bei Vorkommen elliptischer Integrale in eigenen analytischen 
Rechnungen notwendig brauchen, um von der Theorie Anwendung 
zu machen, musste eine Rückkehr zur natürlichen reellen Methode 
schon als solche willkommen sein, so wünschenswert es auch war, 
dass sie sich durch höhere Ausbildung mehr empfohlen hätte, gerade 
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um der überhand nehmenden Macht des verkehrten didaktischen 
Princips den Boden zu entziehen. H. 


Geometrie. 


Elemente der Geometrie. Erste Abtheilung. Geometrie der Ebene. 
Systematisch entwickelt von Dr. Friedrich Kruse, Oberlehrer am 
königlichen Wilhelmsgymnasium zu Berlin. Berlin 1875. Weidmann. 
319 S. 


Das Vorliegende ist eine neue Bearbeitung der Geometrie der 
Lage. Obgleich keine directe Aeusserung darüber gegeben ist, scheint 
doch die Bestimmung für den Schulgebrauch teils indireet angedeutet 
zu sein, teils aus dem Umfang der behandelten Gegenstände zu er- 
hellen. Der Verfasser sagt, auf fremde Aeusserung gestützt: es habe 
bisher nur an dem einen gefehlt, dem Principe der Projectivität auch 
im Gebiete der Euklidischen Geometrie die Herrschaft zu verschaf- 
fen; er glaube mittels einer eingehenderer Gliederung der perspectivi- 
schen Lage diese Herrschaft fest begründet und die Grundlagen eines 
Lehrgebäudes klar gelegt zu haben, das den richtigen wissenschaft- 
lichen und didaktischen Anforderungen in hohem Grade genüge. Da 
die gegenwärtige Bearbeitung die räumlichen Grundbegriffe gründ- 
licher, exacter und richtiger behandelt als die meisten Lehrbücher der 
Geometrie es tun, so ist es wol am Orte, die bestimmten Punkte zu 
besprechen, welche in dieser Hinsicht verschiedenes vermissen lassen. 
Der erste bezieht sich auf die Ausführungen im Vorwort. Hier ist 
das Verhältniss, in welches der Verfasser die Geometrie der Lage zur 
Euklidischen Geometrie stellt, ganz ungenügend. Es trifft nicht ein- 
mal genau zu, dass letztere von der Grösse, erstere von der Lage 
handele: in der Euklidischen sind, gleichviel ob viel oder wenig da- 
von die Rede ist, die Elemente der Lagenbestimmung vollständig ent- 
halten. Was er aber ganz ignorirt, ist das entgegengesetzte didakti- 
sche Ziel beider, dass nämlich letztere die Concentration auf die 
notwendigen Bedingungen mathematischer Erkenntniss, erstere die 
Ausbreitung und Systematisirung des Lehrstoffs verfolgt. Soll aber 
erstere die Herrschaft im Gebiete der letzteren gewinnen, so muss 
man verlangen, dass sie entweder dahin gelangt das Concentrations- 
vermögen in gleichem Masse zu cultiviren oder zeigt, dass es über- 
flüssig sei, was kein wissenschaftlicher Mathematiker zugeben wird. 
Die gegenwärtige Bearbeitung besteht nur in Ausbreitung und Glie- 
derung. Soviel man auch Wert auf diese legen mag, zur mathema- 
tisch wissenschaftlichen Bildung den Grund zu legen reicht sie nicht 
hin. Anders haben andere Bearbeiter das Verhältniss aufgefasst, 
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Thomae (s. litt. Ber. 229. S. 6.) charakterisirt die Geometrie der Lage 
als die allgemeinere, auf weniger Voraussetzungen basirte, woraus eine 
wertvolle Verwendung für das Studium der Methodik, aber nicht für 
den Elementarunterricht hervorgeht. | 


In dem Hauptstück über die Grundbegriffe finden sich 3 Stellen, 
welche der Ergänzung bedürfen. Bei Einführung der Bewegung (8. 4. 
3. 3) fehlt die notwendige Voraussetzung des Grundbegriffs der Con- 
gruenz. Wird diese Voraussetzung nicht ausgesprochen, so bleibt eine 
Unklarheit für die ganze Folge zurück. Schreibt man einem Raum- 
gebilde Bewegung zu, so gehört dazu die Vorstellung, dass es bei 
Ortsveränderung dasselbe bleibe. In der Physik beruht diese Iden- 
tität auf der Materie, in der Geometrie, welche davon «abstrahirt, 
kann sie nur in der Congruenz bestehen, man müsste denn den Be- 
griff der Bewegung weiter ausdehnen wollen, als es hier und gewöhn- 
lich geschicht. Der Mangel macht sich besonders bei Erklärung der: 
Geraden bemerklich. Zweitens ist die Erklärung einer Strecke (2.4. 
S. 5.) nicht in Uebereinstimmung mit der Anwendung. Nach jener 
giebt es zwischen 2 Punkten nur eine Strecke, nach dieser 2 ent- 
gegengesetzte. Letzteres ist richtig, die Erklärung ist zu berichtigen. 
Drittens ist (8. 7. S. 6.) bei Verschiebung einer Geraden nur von 
Verschiebung in sich die Rede; wie es mit der Verschiebung nach 
aussen steht, fehlt jede Erörterung. H. 


Elöments de geomötrie projective. Par Luigi Cremona, Di- 
recteur de l’&cole d’application des ingenieurs A Rome, traduits, avec 
la collaboration de l’auteur, par Ed. Dewulf, Chef de bataillon du 
Genie, Officier de la Legion d’Honneur, ete. Premiere partie. Paris 
1875. Gauthier-Villars. 272 S. 


Die Bestimmung des Buchs ist es nach Erklärung des Verfassers, 
die Kenntniss der Theorien und Methoden der neuern synthetischen 
Geometrie, von Carnot, Brianchon, Poncelet, Möbius, Steiner, Chasles, 
Staudt u. A. sämmtlich in der ersten Hälfte unseres Jahrhunderts 
geschaffen, auf den italienischen Schulen zu verbreiten. Obwol er 
dem Werke in keiner Hinsicht Originalität zuschreibt, so ist dasselbe 
‚doch keine blosse Reproduction; die einheitliche Verarbeitung nach 
dem Gesichtspunkt leichtest möglicher Aneignung ist jedenfalls eine 
Leistung, die ihm als eigene zukommt. Er deutet dies nur in Form 
einer Rechtfertigung an, indem er sagt, dass er sich an den Gang 
der einzelnen Autoren nicht gebunden habe. Eine gleiche Freiheit 
nimmt er zum Zwecke der Verdeutlichung und Vereinfachung auch 
in Anspruch, indem er sich nicht auf exclusiv planimetrische Be- 
trachtung beschränkt, vielmehr öfters auch Raumgebilde ausser der 
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Ebene zuzieht. Eine dritte Licenz, zu der er sich bekennt, ist, dass 
er nur selten die Quellen citire, auch bisweilen andere als die ersten 
Bearbeitungen angebe; er habe bei den wenigen Citaten allein den 
Zweck, die Jugend mit den Namen der grossen Meister der Wissen- 
schaft bekannt zu machen. Gegen das Verfahren an sich, nur unter 
anderm Gesichtspunkte, würde nichts einzuwenden sein; bei Anwen- 
dung oder Verbreitung längst bekanuter Sätze und Methoden denkt 
man gewöhnlich nicht daran, ihre Entdecker zu nennen, und oft 
wird man Veranlassung haben auf eine leichter zugängliche Schrift 
als auf die Originalschrift zu verweisen. Mit dem hinzugefügten 
Motiv hingegen, wenn man von dem vorliegendem Falle und den 
Personen absieht, auf die es sich hier bezieht, wird die Maxime einer, 
unserer Zeit durchaus nicht fremden, intriganten Agitation proclamirt, 
welche unter dem obigen Vorgeben durch vorzugsweise Citation be- 
rühmter Namen die unverdiente zeitweilige Berühmtheit zu schaffen 
und zu vermehren, die ihr entgegenstehenden Leistungen in Unbe- 
kanntschaft zu erhalten sucht. Da der Verfasser, natürlich ohne es 
zu wollen, diese Taktik durch Bekenntniss zu jenem Motiv selbst in dem 
flagranten Falle gutheisst, wo der verschwiegene, weniger gekannte 
Autor wirklich dasselbe geleistet hat — denn meistens wird das ver- 
schwiegen, was die Richtung des bevorzugten Schriftstellers kreuzt 
— go ist voller Grund gerade hier auf die Verwerflichkeit des Prin- 
cips, welches unter populärem Titel angekündigt nicht nur einer 
grossen Ungerechtigkeit, sondern auch einer Verzögerung der Fort- 
schritte der Wissenschaft dient, aufmerksam zu machen. Doch nur 
gegen das Princip soll hier Einspruch erhoben werden; im Vorwort 
finden sich die Entdecker der Reihe nach aufgeführt, auf welche im 
Hauptwerke kein Bezug genommen werden konnte. H. 


Ueber Pole und Polaren der parabolischen Curven dritter Ord- 
nung. Von Dr. Ad. Hochheim, Öberlehrer an der Höheren Ge- 
werbeschule zu Magdeburg. Halle a. S. 1875. Louis Nebert. 4°. 
16 S. 


Die Schrift untersucht nach einander Gestalt, Lage, Eigenschaften 
der konischen, der geraden Polare, die Durchmesser einer paraboli- 
schen Curve 3. Ordnung, die Pole einer Geraden, Beziehungen der 
Polaren zu einander, die gemischte Polare zweier Punkte, Polaren, 
deren Pole auf einer parabolischen Curve 3. Ordnung liegen, die 
Hesse’sche Curve einer solchen Curve, die harmonische Polare,. den 
begleitenden Kegelschnitt, die Polokonik und gemischte Polokonik 
zweier Geraden. H. 
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Litterarischer Bericht 
BERXXLV: 


Geometrie. 


Ueber gleicheckige und gleichkantige Polygone. Von Dr. Ed- 
mund Hess, Privatdocent an der Universität Marburg. (Aus den 
Schriften d. Gesellsch. z. Beförd. d. gesammten Naturwiss. zu Mar- 
burg. Bd. 10, 12. Abhdl.). Cassel 1874. Theodor Kay. 1338. 


Ueber zwei Erweiterungen des Begriffs der regelmässigen Körper. 
Von Dr. Edmund Hess, Privatdocent an der Universität Marburg. 
20 8. 


Unter dem Namen „gleicheckige, gleichkantige Polygone‘‘ werden 
solche Polygone gerader Seitenzahl eingeführt, deren Winkel, bzhw. 
Seiten sämmtlich, deren Seiten, bzhw. Winkel alternirend gleich sind, 
wie Rechteck und Rhombus. Der Betrachtung solcher Polygone gehen 
einige allgemeine Anordnungen und Sätze, ebene Vielecke überhaupt 
betreffend voraus. Die folgenden Capitel handeln von den verschie- 
denen Arten und Varietäten der gleicheckigen Figuren, den vollstän- 
digen durch die (n-+n) Kanten eines gleicheckigen 2necks gebildeten 
Figuren, einer anderen Art der Entstehung gleicheckiger 2necke, den 
verschiedenen Arten und Varietäten der gleichkantigen Figuren und 
deren wichtigsten Eigenschaften. Wir müssen es denjenigen, denen 
es Vergnügen macht, sich an dergleichen Excursen zu beteiligen, über- 
lassen davon Kenntniss zu nehmen. 


Bot die erste Schrift noch zu geringen Anlass, gewisse Mängel 
in Angaben und Begriffsbestimmungen zu erwähnen, so können die- 
selben um der zweiten willen, in der sie stark vermehrt auftreten, 
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nicht unbesprochen bleiben. Die Beschlagnahme allgemeiner Termini 
(Art, Figur, regelmässig, u. s. w.) für specielle Begriffe mag in den 
Grenzen einer Abhandlung bei consequenter Beschränkung gestattet 
sein; nur muss der Autor sich des Doppelsinns bewusst bleiben, den 
eine fernere Anwendung seiner Ausdrücke herbeiführt, und sich selbst 
für jede daraus entspringende Undeutlichkeit verantwortlich machen. 
Bei Vorkommen eines einzelnen doppelsinnigen Wortes pflegt der 
Leser bereitwillig die Entscheidung durch nachfolgende Aeusserungen 
abzuwarten. Folgen aber bald nach einander 5 doppelsinnige Aus- 
drücke, so ist es gewiss keinem Leser zuzumuten, die entsprechenden 
32 Deutungen durchzuprobiren. In ähnlichem Masse häufen sich in 
der Tat hier die unvollständigen Angaben und halb erklärten Be- 
nennungen. Kante soll beim Polygon etwas anderes sein als Seite; 
Kante ist erklärt, Seite nicht. Ob unter Polygon der Linienzug oder 
das Flächenstück zu verstehen sei, bleibt in der ersten Schrift un- 
entschieden; die zweite hebt den Zweifel nicht, sondern vervielfältigt 
die Ungewissheit noch sehr durch Uebertragung auf räumliche Ge- 
bilde. Der Gebrauch des Wortes Oberfläche stimmt nicht mit dem 
gewöhnlichen; doch fehlt hier jede Definition. Alles vermisste auf-. 
zuführen würde nicht lohnen, auf den ferneren Inhalt der Schrift 
können wir aus dem genannten Grunde nicht wol eingehen. Nur 
über die Aufstellung des Themas der Betrachtung sei bemerkt, dass 
dieselbe in viele überflüssige und zum Teil nicht zutreffende Wörte 
eingehüllt ist. Regelmässig heisst offenbar nichts weiter als durch 
Regel bestimmt; durch welehe Regel, sagt das Wort nicht. Seine 
anfängliche Usurpation für die 5 regelmässigen Polyeder hatte sich 
keines Widerspruchs zu versehen, weil keine Anwendung des Wortes 
im allgemeinen Sinne denkbar war. Eine gleiche «Benennung für 
Polyeder unter erweiterten Bedingungen ist dann keine Erweiterung 
des Begriffs der regelmässigen Polyeder, sondern bestreitet das 
Recht der ersten Usurpation, consequenterweise verurteilt sie sich 
zugleich selbst. Es wird dem Verfasser gewiss nicht in den Sinn 
kommen, dass seine Polyeder eine bedeutungsvollere Begrenzung der 
Regelmässigkeit für die Geometrie darbieten als die bekannten fünf. 
Warum klammert er sich dann an einen unrechtmässigen Namen an 
und lässt nicht die Sache für sich selbst sprechen? Hätte er statt 
Namen anzuführen kurz und bündig die Bedingungen für die sog. 
Platonischen, dann die Poinsot’schen Polyeder ausgesprochen, so wäre 
es daran anknüpfend leicht gewesen die selbst gewählten Bedingüngen 
deutlich zu formuliren und zu motiviren. Dies geschieht jedoch nicht; 
vielmehr lässt er, als wenn der Nimbus gerade sein Zweck und Streben 
wäre, letztere aus eingestreuten Andeutungen gemischt mit Folgerun- 
gen, man sieht nicht, wo sie herkommen, erraten. H. 
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Trigonometrie. 


Trait@ de trigonometrie. Par J. A. Serret, ‘'Membre de /’In- 
stitut, Professeur zu College de France et A la Facult& des sciences 
de Paris. Cinquieme edition. Paris 1875. Gauthier-Villars. 336 S. 


Das Werk giebt sich durch seinen elementären, methodisch ge- 
ordneten Lehrgang als Lehrbuch für Schulen zu na und zeichnet 
sich als solches durch Ausführlichkeit, exacten Ausdruck und elegante 
Darstellungsweise aus, beschränkt sich jedoch nicht auf die notwen- 
digen Grundlagen, sondern verwebt damit eine grosse Menge des 
Wissenswerten ohne gerade ein umgrenztes Thema erschöpfen zu 
wollen. Logische Gründlichkeit wird man zwar selten vermissen; doch 
wird sie in Punkten, wo sie eine eigens darauf gerichtete Aufmerk- 
samkeit erfordern würde, wie z. B. bei Grenzwerten, Convergenz der 
Reihen u. a., ohne weiteres als Nebensache bei Seite gesetzt; dass 
tge > x steht als unbewiesener mitten unter bewiesenen Sätzen, so 
als ob der Schüler nicht darauf achten sollte. Das Buch ist in 6 
Capitel geteilt: 1) Circuläre Functionen 2) Construction und Gebrauch 
der Tafeln 3) das geradlinige 4) das sphärische Dreieck 5) Moivre- 
sche Formeln und höhere Theorie der Kreisfunctionen 6) Auflösung 
der Dreiecke mittelst der Reihen und Ditterentialformeln. H. 


Geodäsie und praktische Geometrie. 


Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von F. A. Klingen- 
feld, ordentl. Professor der darstellenden Geometrie und der mecha- 
uischen Technologie an der k. polytechnischen Schule zu München. 
Band III. Mit vier Tafeln. Nürnberg 1876. Friedr. Korn. 96 S. 


Dieser dritte Band tritt als Vermehrung eines schon wiederholt 
aufgelegten in 2 Bänden bearbeiteten Lehrbuchs auf, damit es den 
Bedürfnissen der technischen Hochschulen entsprechen könnte, wozu 
die Behandlung der Schattenconstruction und der Perspective erfor- 
dert wurde, die anfänglich noch fehlte. Der Gegenstand ist nicht 
dasjenige Zeichnen, welches das Bild zur Entnahme der exacten wirk- 
lichen Anordnung und Abmessung durch einfachste Beziehung dazu 
entwirft, sondern dasjenige, welches dem Totaleindruck dient. Aus 
diesem Grunde wählt der Verfasser bei der Parallelperspective, mit 
Verwerfung der 2 oder 3 orthogonalen Risse, den einen Riss auf der 
schräg gestellten Tafel. Ausser der Schattenconstruction im 6. Ab- 
schnitt, werden im 7ten und 8Sten noch die Parallel- und Central- 
perspective behandelt, worauf schliesslich Aufgaben folgen. Die geome- 
trischen Gebnälcnei, werden hier als bekannt vorausgesetzt. H. 
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Mechanik. 


Die graphische Zusammensetzung der Kräfte. Ein Beitrag zur 
graphischen Mechanik von Friedrich Steiner. Mit 27 ın den Text 
gedruckten Holzschnitten. Wien 1876. Carl Gerold’s Sohn. 40 8. 


- Die hier behandelte Doctrin beruht auf einer bekannten reciproken 
Beziehung zwischen Geometrie und Statik. Man kann im Interesse 
der Statik die Zusammensetzung der Kräfte auf constructivem Wege 
ausführen; man kann aber auch umgekehrt in rein geometrischen 
Interesse von den in der Statik gewonnenen Anschauungen und Me- 
thoden Verwendung machen. Von letzterem Gesichtspunkte aus hat 
die Methode von Bellavitis für die Geometrie der Ebene einen hohen 
Grad der Entwickelung und Ausbildung erfahren. Für die gegen- 
wärtige Schrift hingegen ist die Aufgabe der Statik allein massgebend; 
ausserdem umfasst sie von Anfang an die 3 Dimensionen des Raumes. 
Im Grunde müssen beide Auffassungsweisen dieselbe Theorie ergeben; 
nur entwickelt sich diese in andern Richtungen und begrenzt sich 
unter der statischen weit enger als unter der geometrischen; denn die 
Aufgabe der Statik ist durch die Reduction des Kräftesystems, 
welches hier zunächst als Pyramide der Kraftlinien construirt, dann 
auf das Raumpolygon zurückgeführt wird, erledigt, während sich für 
die geometrischen Verwendungen keine Grenze ersehen lässt. 


Die Darstellung lässt in den ersten Elementen Klarheit vermis- 
sen, wodurch jedoch die Deutlichkeit auch im weiteren merklich be- 
einträchtigt wird. Der Verfasser sagt: „Das Wesen der Kraft ist 
uns unbekannt“. In der Tat zeugt die ganze Einleitung von einer 
Unbekanntschaft mit dem Wesen der Kraft, wie sie nur bei Solchen 
vorkommt, die dem Studium der Mechanik fern geblieben sind, und 
sich mit vulgären Vorstellungen begnügen. Ihr zufolge soll die Kraft 
die Ursache der Ortsveränderung sein, u. a. dergl. Der Unbestimmt- 
heit, in welcher für den Verfasser der Begriff der Kraft schwebte, 
mag es wol zuzuschreiben sein, dass er sich über die Anfangsgründe 
der Statik, die Bedingungen des Gleichgewichts gar nicht ausspricht, 
sondern sofort zu Constructionen schreitet, ohne nur die Vorstellungen 
fixirt zu haben, ob die Angriffspunkte frei oder so und so verbunden 
gedacht werden sollen. | H. 


Praktische Mechanik. 


Ueber die Quelle und den Betrag der durch Luftballons geleisteten 
Arbeit. Von Josef Popper. Mit 1 Tafel. Sitzber. d. k. Akad. d. 
W. LXXI 2. Abth. April. Wien. 1875. 378. 
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Es wird die bei Füllung aufgespeicherte und die beim Steigen 
geleistete Arbeit eines Luftballons berechnet und gleichgesetzt, und 
zwar besonders erst für leeren Ballon, dann mit Gas, dann mit warmer 
Luft gefüllten. Gleich von Anfang aber wird als null betrachtet das 
Gewicht des Ballons, der Luftwiderstand, die Variabilität der Erd- 
anziehung und der Temperatur. Es ist demnach weder auf Erreichung 
grosser Höhen noch auf schnelles Steigen gerechnet; vielmehr handelt 
es sich nur um die schliesslich gestellte Frage, ob sich der Luft- 
ballon mit Vorteil zur Hebung von Lasten, namentlich aus Schachten, 
eigne. H. 


Theoretische Untersuchung der Constructionssysteme des Unter- 
baues von Locomotiven. Von Johannes Einbeck, Ingenieur, Mit- 
inhaber der Firma Einbeck u. Vetter in Frankfurt a M. Mit 11 
lithographirten Tafeln. Leipzig 1875. Leopold Voss. 127 8. 


Im Anfang der Schrift wird ausgeführt, und daraus der Anlass 
zur gegenwärtigen theoretischen Untersuchung genommen, dass die 
Locomotiven in Betreff des Oberbaues, des krafterzeugenden Bestand- 
teils, schon sehr frühzeitig ihre definitive Gestalt gewonnen haben, 
indem die vom Engländer Stephenson construirte Maschine dauernd 
als Vorbild einer grossen Zahl verschiedener Systeme diente. Von da 
waren alle Verbesserungsversuche darauf gerichtet den Unterbau so 
zu construiren, dass alle Störungen beseitigt und ein gleichmässiger 
Gang erzielt wurde. Nach einem’ kürzern Abschnitt über die Zug- 
kraft werden die Bedingungen eines solchen unter Berücksichtigung 
aller erfahrungsmässigen Störungen einer eingehenden und ziemlich 
ausgedehnten Rechnung unterworfen. H. 


Optik. 


Untersuchungen über die scheinbare Ortsveränderung eines leuch- 
tenden Punktes, herbeigeführt durch ein von zwei parallelen Ebenen 
begrenztes, lichtbrechendes Medium. Mathematisch-physikalische Ab- 
handlung von P. Moennich, Rostock. Mit vier Tafeln. Rostock 
1875. Wilh. Werther. 47 S. 


& 


Die Schrift behandelt die im Titel vollständig ausgesprochene 
leichte Aufgabe mit grosser Ausführlichkeit und leicht verständlichem 
Vortrag. Die möglichen Fälle werden zuerst für ein Auge, dann für 
zwei, einzeln durch Rechnung gelöst, die Abhängigkeit der Ablen- 
kungswinkel und Entfernungsänderungen discutirt und die Maxima 
und Minima ermittelt. H. 
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Astronomie und Meteorologie. 


Ueber die Möglichkeit einer Axenänderung der Erde. Von 
Friedrich Stark, Major im kgl. Bayerischen II. Infanterie-Regi- 
ment. München 1875. Theodor Ackermann. 32 8. 


Die Schrift führt uns Gedanken eines Laien über die Bildung 
des Erdkörpers vor. Doch selbst in dieser Kategorie steht sie hinter 
den zahlreichen Schriften über das beliebte Thema zurück, sofern sie 
keiner Art Fähigkeiten kund giebt, die etwa für den Mangel an Sach- 
verständniss entschädigen könnten. Die Anschauung ist so wenig ent- 
wickelt, dass, häufig wechselnd, von Axenstellung im Raume und im 
Körper die Rede ist, als ob beides dieselbe Sache wäre. Noch mehr 
aber vermisst man die Fähigkeit des verständlichen, unzweideutigen 


Ausdrucks: bei Beschreibung von Versuchen fehlen die notwendigsten - 


Angaben, auch bleibt das Ziel sehr im Dunkeln. Ebenso wenig ist 
ein geordneter Gedankengang durch das Ganze zu entdecken. H. 


Die Gesetze der Kometen, abgeleitet aus dem Grävitations-Ge- 
setze von Albert R. v. Miller-Hauenfels, Professor a. D. in 
Graz. Graz 1875. Leusehner u. Lubensky. 118 S. 


Nach Ansicht des Verfassers sind die Kometen Gasbälle, die durch 
einen im Weltraume gleichmässig vorhandenen, zur Anziehung der 
eigenen Masse hinzutretenden Druck, hervorgebracht durch ein äusserst 
dünnes Gas, zusammengehalten werden. Unter dieser Annahme unter- 
sucht er nach einander: die allgemeinen Gesetze für einen Gasball 
im freien Raume, die Dichte und Temperatur der Himmelskörper, 


insbesondere der Kometen und Meteoriten, die Gestalt der schweif- 


losen Kometen, die Gestalt und inneren Bewegungen der geg@hweiften 
Kometen und schliesst mit Betrachtungen über den wahrscheinlichen 
einstigen kometarischen Zustand der Planeten. Die Untersuchung 
nimmt in jedem einzelnen Fragepunkte einen recht gründlichen, ex- 
acten Anfang, doch werden die Rechnungen nicht viel weiter geführt, 
als ihre Entwickelung in bekannten mechanischen Theoremen bereits 
vorgefunden ward; von da an werden noch eine zeitlang die Vor- 
gänge an den Teilen ohne Rücksicht auf das System verfolgt, und 
endlich bringt die lose Phantasie mit Ausserachtlassung aller Causal- 
verbindung das gewünschte Ziel herbei. Die Schweife sollen aus Teilen 
der Kometen entstehen, welche zuerst nach der Sonne zu abgerissen, 
um den Kometen herum weit nach der abgekehrten Seite hin fliegen, 


dann von ihm wieder zurückgezogen werden. Hier beruht aber allein 


die Abtrennung auf einer, noch dazu falschen, Rechnung. Es ist nicht 


beachtet worden, dass die Anziehung der Sonne durch die Centri- 
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fugalkraft im Schwerpunkt aufgehoben wird, daher die Abstände des 
neutralen Punkts nicht in zweiter, sondern in dritter Potenz in An- 
rechnung zu bringen sind. Doch, wo auch immer der neutrale Punkt 
liegen mochte, es ist unbegreiflich, wie der Verfasser einer Kraft, die 
momentan null, vor und nachher, sowie in der Umgebung, unendlich 
klein ist, die Wirkung einer plötzlichen, tumultuarischen Bewegung 
zuschreiben konnte, welche die abgetrennten Teile fortschleudern 
sollte. Ebenso fehlt aller Grund für die fernere Bewegung, wie er 
sich dieselbe vorstellt. | H. 


Grundzüge der Meteorologie. Die Lehre von Wind und Wetter 
nach den neuesten Forschungen gemeinfasslich dargestellt von H. 
Mohn, Professor .der Meteorologie an der Universität zu Christiania, 
Director des k. norwegischen meteorologischen Instituts. Deutsche 
Originalausgabe. Mit 24 Karten und 35 Holzschnitten. Berlin 1875. 
Dietrich Reimer. 304 S. 


Dieses bereits ruhmvoll anerkannte Werk kann man unbedenk- 
lich den grössten didaktischen Leistungen zuzählen, die auf irgend 
einem wissenschaftlichen Gebiete betätigt worden sind. Es gehörte in 
der Tat eine seltene Begabung dazu, bei Behandlung eines Gegen- 
standes, der mit der Zeit so grosse Dimensionen angenommen hat» 
und der theoretischen Concentration einen so hartnäckigen Widerstand 
darbietet, wie die Meteorologie, die beiden auf dem Titel genannten 
Ziele, Einführung in den Standpunkt der neuesten Forschungen und 
Gemeinfasslichkeit, so vollkommen vereint zu erreichen. Physikalische 
Einsicht und richtige Logik, welche man wol sonst geneigt wäre als 
selbstverständliche Voraussetzungen unerwähnt zu lassen, müssen gleich- 
wol factischen Zuständen gegenüber als Auszeichnungen genannt wer- 
den, welche dem Vorliegenden ohne Einschränkung zuzuerkennen sind, 
Namentlich hat es der Verfasser verstanden, ohne Unterbrechung des 
Connexes der Darstellung die hypothetischen Elemente sammt den 
mehr und weniger sichern Folgerungen sichtlich geschieden zu er- 
halten von der Mitteilung und Anordnung der Tatsachen. Obwol die 
Aufgabe der Meteorologie in der Erforschung der Ursachen der Ver- 
änderung der Zustände liegt, so bringt es doch ihre Eigentümlichkeit 
mit sich, dass bei weitem der grösste Teil des Vortrags der Auf- 
fassung der Zustände selbst gewidmet sein muss, dass es daher erst 
einen umfangreichen Lehrstoff rein beschreibend zu behandeln giebt, 
ehe von Ursachen, d. h. von der in Atmosphäre factisch wirksamen 
Combination derselben, nicht von den experimentell darstellbaren 
Wirkungsrelationen, welche letztere zur Auffassung beitragen und sich 
von der Beschreibung nicht sondern lassen, klarerweise die Rede sein 
kann. Im Zustand der Atmosphäre scheiden sich 5 Elemente, die in 
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den ersten 5 Capiteln behandelt werden: Temperatur, Wasserdampf- 
gehalt, Druck, Wolkenbildung und Niederschlag. In Betreff eines 
jeden werden die Instrumente und das Beobachtungsverfahren, die 
eingeführten Gradirungen und Ülassifieirungen, die Statistik der Re- 
sultate, die sich local und temporal ausdehnt, und deren Verwendungs- 
weise beschrieben. Die locale Darstellung wird nach wenigen’ Bei- 
spielen durch Karten vertreten. Hierauf handelt das sechste Capitel 
vom Wetter, wo nun das Zusammenwirken aller vorher betrachteten 
Umstände discutirt wird. Besonders ausführlich werden die Vorgänge 
bei den Wirbeln und deren Bewegungen erörtert. Es folgen dann 
noch 3 Capitel über die Stürme, die Gewitter, die Klimatologie und 
Vorausbestimmung des Wetters. Das Buch war 2 Jahre früher in 
norwegischer Sprache erschienen. Die Karten der isothermischen 
und isobarischen Linien sind nach Dove und Buchan mit Benutzung 
des später hinzugekommenen Materials construirt, die Karten über 
den Druck der Wasserdämpfe neu entworfen. ‘ Als Hauptquellen führt 
der Verfasser die klimatologischen Mitteilungen in der Zeitschrift der 
österreichischen Gesellschaft für Meteorologie und die Publicationen 
des meteorological office in London, der schottischen meteorologischen 
Gesellschaft, des niederländischen meteorologischen Instituts sowie 
die Jahrbücher und Bulletins der übrigen meteorologischen Central- 
anstalten an. H. 


PANPVR IR 


Die beiden Urkräfte der Natur. Ein Beitrag zur Physik und 
Astronomie von H. GC. Howe. Lübeck 1876. Rudolf Seelig. 98 S. 


Eine Probe von unentwickeltem Denkvermögen in einem Grade, 
wie es nur bei keinem oder ganz erfolglosem Schulbesuch vorkommen 
kann, und wo man gern jeden Versuch einer Verständigung aufgiebt, 
in starkem Contrast mit dem Umfang herbeigezogener Kenntnisse 
von physikalischen Gegenständen. 158 


Das Moleculargesetz mit besonderer Anwendung auf das Wasser, 
den Wasserdampf und die Luft. Von P.E. Harder. Hamburg 1866. 
Otto Meissner. 168 S. — Ergänzungen und Erläuterungen zum 
Vorstehenden. 1874. 


Mit dem Moleculargesetz bezeichnet der Verfasser die von ihm 
lee aufgestellte Relation | 
P= Am(T-+ .Bmi) — Cm? 

zwischen dem Druck P, der Temperatur 7 und der Dichtigkeit m 
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eines vollkommenen Gases. Der Ausdruck wird zwar durch voraus- 
gehende Betrachtung motivirt, und tritt der Darstellungsform nach 
als Resultat auf, doch beschränkt sich die Betrachtung auf beliebig 
ausgesonderte Teile in speciell gewählter Anordnung und bleibt weit 
entfernt von einer wirklichen Deduction. Der Hauptrelation wird 
eine zweite 
V?—= 7-4 Bmi 

zur Seite gestellt, worin Y die Atomgeschwindigkeit bedeuten soll. 
Beide haben im Grunde mit Molecularvorgängen nichts zu schaffen, 
da solche weder untersucht worden sind, noch von der untergelegten 
Beziehung der summarischen Grössen V u. s. w. auf Bewegung der 
Atome irgendwo Gebrauch gemacht wird, so oft sie sich auch erwähnt 
findet. Daher ist ein principiell theoretischer Fortschritt in der Auf- 
stellung nicht wol ersichtlich; es kann sich bloss noch darum handeln, 
ob dieselbe den Wert einer empirischen Formel hat. Dem ent- 
sprechend werden dann auch im Verlauf der Schrift die Consequenzen 
der Relation für das Verhalten des Wassers, des Wasserdampfs und 
der Luft entwickelt. Die Vergleichung derselben mit Versuchsresul- 
taten, auf die es jetzt ankam, da von ihr allein noch ein günstiges 
Urteil zu erwarten war, ist eine äusserst dürftige, und selbst die 
wenigen Angaben zeigen keine befriedigende Uebereinstimmung. Durch 
die 8 Jahre später erschienenen Ergänzungen und Erläuterungen, in 
welchen der Verfasser gewisse Mängel der Begründung einräumt, die 
Aufstellung selbst aber aufrecht hallen will, ist nicht das mindeste 
gebessert. Zum grössten Teil sind sie auf fernere Stützung der un- 
genügenden Vorbetrachtungen gerichtet, die sie aber nur vervielfältigen 
und mit überflüssigem Wortreichtum umgeben. H. 


Exposition analytique et experimentelle de la theorie m6canique 
de la chaleur. Par G. A. Hirn. Troisieme edition, entierement 
refondue. Tome second. Paris 1876. Gauthier-Villars. 435 8. 


Dieser zweite Band schliesst den ersten Teil der mechanischen 
Wärmetheorie. Er enthält davon das 4te und Ste Buch. Ersteres 
beschäftigt sich ausschliesslich mit den thermischan Motoren, letzteres 
behandelt nach einander folgende Themata: die absolute Wärme- 
capacität der Körper, die innere Arbeit an sich betrachtet, die Zer- 
legung der innern und äussern Arbeit in ihre verschiedenen Factoren, 
das Gesetz, welches das Atomvolum, das interatomische Volum, das 
zur Erscheinung tretende Volum, den innern und äussern Druck und 
die absolute Temperatur verbindet, die Ausdehnung des Gesetzes für 
Wärmequantum und Temperatur auf Liquiden und die Allgemein- 
gültigkeit desselben. Es folgt dann noch ein Rückblick, eine kritische 
Besprechung einzelner Punkte und allgemeine Schlüsse. H. 
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Die Theorie der Wärme. Von Dr. Hermann Scheffler. Mit 
einer Figurentafel. Braunschweig 1875. Friedrich Vieweg und Sohn. 
14.8. 


Aus einem beigefügten Prospect ersieht man, dass das Vorliegende 
als Probestück aus einem Universalwerke, die gesammte Naturwissen- 
schaft einschliesslich der Naturphilosopie unter dem Titel: „Die Natur- 
gesetze“ umfassend, ‚ausgegeben wird, um im voraus Gelegenheit zu 
einer Beurteilung darzubieten. Gleich der Anfang der Schrift, in 
welchem der Verfasser eine Originalhypothese aufstelit, zeugt von 
einer seltenen Unfähigkeit seine Gedanken mitzuteilen. Man bleibt 
dabei in Zweifel, ob er selbst die fehlenden Bestimmungen hinzu- 
gedacht und nur vergessen hat sie auszusprechen, oder ob ihm das 
Bewusstsein der Erfordernisse eines klaren Gedankens gänzlich abging. 
Das letztere wird, wenn man weiter liest, das wahrscheinlichere. Die 
Neuzeit ist sehr ergiebig an litterarischen Erzeugnissen, die mit Welt- 
ideen auftreten ohne von den elementären Bedingungen exacter Auf- 
fassung eine Ahnung zu haben. Wir können nicht auf jedes der Art 
ausführlich eingehen. In Betreff des gegenwärtigen ist zu wünschen, 
dass das beabsichtigte Unternehmen nicht zur Ausführung kommt. 


H. 


Jordmagnetiska bestämningar i Sverige under ären 1869 — 1871. 
Af Rob. Thal&n. Med 2 taflor. Till Kougl. Vet. Akad. inlemnad 
den 13 december 1871. Stockholm 1872. P. A. Norstedt och söner. 
4°, 80 8. | 


Om spektra tillhörande yttrium, erbium, didym och lanthan. Af 
Rob. Thal&n. Med en tafla. Till Kongl. Vet. Akad. inlemnad den 
9 september 1873. Stockholm 1874. P. A. Norstedt o. söner. 4°. 
24 S. 


Redogörelse för en ny method att medelst magnetiska mätningar 
undersöka jernmalmfält, jemte anförande af nagra ji sammanhang der- 
med anstälda experimenter. Af Rob. Thal&n. Öfversigt af K. Vet. 
Akad. förh. 1874. Nr. 2. Stockholm. 15 8. 


Om de isodynamiska ytorna kring en vertikal magnetstäng, med 
tillämpning häraf vid en pa magnetiska mätningar grundad under- 
sökning af jernmalmfält. Af Rob. Thalen. Öfv. af K. Vet. Akad. 
förb. 1874. Nr. 5. Stockholm. 13 8. 


Om magnetiska mätningar A jernmalmfält. Af Rob. Thalen. 
Öfv. af K. Vet. Akad. förh. 1874. Nr. 8. Stockholm. 21 8. 


Recherches sur les speetres des metalloides. Par A. J. Äng- 
ström et T. R. Thal&n. (Extr. des Nova Acta R. Soc. Sc. Upsal., 
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ser. IH. vol. IX.) Avec 2 planches. Upsal 1875.. Ed. Berling. 4°. 
34 8. 


Vier von diesen 6 Arbeiten handeln vom Magnetismus, zwei von 
Spectralanalysen; schliessen wir uns in der Betrachtung dieser Schei- 
dung in 2 Classen an. - Die erste Arbeit ist ein Bericht über Mes- 
sungen, welche der Verfasser im Laufe dreier Jahre in dem Teile 
von Schweden zwischen Umea (Nordende) und Schonen (Südende) 
angestellt hat um die erdmagnetischen Constanten zu ermitteln, eine 
Untersuchung, welche vor ihm von Angström, Lemström und Lundquist 
begonnen und gefördert worden war. Es ist dies ein Landstrich, in 
welchem die localen Störungen ‘besonders hohe Grade erreichen. Die 
Schrift enthält die Beschreibung der Instrumente, des Beobachtungs- 
und Berechnungsverfahrens, die Aufzeichnung der Beobachtungsresul- 
tate und die Bestimmung der Constanten. 


Die dritte, vierte und fünfte Schrift haben die Entdeckung der 
Eisenerzlager auf magnetischem Wege zum Ziele, was jedoch auch 
Anlass bot, eine geometrische Aufgabe in analytischem Interesse zu 
verfolgen und zu lösen. Im dritten Artikel wird das Messungs- 
verfahren und die Construction der isogonischen und isodynamischen 
Linien, welche 2 Pole, einen des Maximums, einen des Minimums der 
Ablenkung, umschliessen, beschrieben, erstere entsprechend der Wir- 
kung einer verticalen Magnetstange und des Erdmagnetismus, letztere 
der Wirkung dieser zwei und eines fernen Deviationsmagneten. Um 
auch auf die Tiefe des Centrums der Eisenmasse zu schliessen, werden 
im vierten Artikel die isogonische und isodynamische Fläche berechnet. 
Der fünfte Artikel enthält theoretische Betrachtungen, welche die zur 
Ermittelung der Lage eines Eisenerzlagers anzustellenden Intensitäts-, 
Inclinations- und Declinations-Beobachtungen leiten, und handelt zum 
grössten Teil von der Bestimmung des Südpols der Eisenmasse. Der . 
zweite Artikel’ist ein Bericht über Versuche, welche darauf ausgingen, 
die Spectra des Yttriums und Erbiums, sowie die des Didyms und 
Lanthoms gesondert zu erhalten, was in der Tat gelang, mit dem 
Resultat, dass die anscheinend gemeinsamen Linien nur je einem von 
beiden Stoffen angehörten. Die sechste Schrift, noch von Ängström 
bearbeitet, nach seinem Tode von Thalen zusammengestellt und heraus- 
gegeben, ist eine umfassende Abhandlung, welche die gesammten Unter- 
suchungen über die Spectra der Metalloide hinsichtlich des bis jetzt 
Erreichten entwickelt ohne über Specialversuche zu berichten. Sie 
handelt nach einander von den Spectren der alkalischen und alkalin- 
erdigen Metalle, dann des Kohlenstofis und seiner Verbindungen, 
dann des Azotes und seiner Verbindungen, stellt dann die Versuchs- 
weisen zusammen, erörtert die Bestimmung der Wellenlängen und 
giebt schliesslich die Tabelle der Resultate. H. 
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Verschiedene Schriften, Zeitschriften. 


Nova Acta Regiae Societatis Scientiarum Upsaliensis. Seriei 
tertiae vol. VIII. 1873. IX. 1874, 1875. 


Der Inhalt des Sten Bandes an mathematischen und mathematisch 
physikalischen Abhandlungen ist folgender. 


H. Gyld&n: Untersuchungen über die Rotation der Erde. 

R. Hoppe: Systeme gleicher Linien und Flächen begrenzt durch 
gemeinsame Radien. 

M. Falk: Ueber die Integration partieller Differentialgleichungen 
„ter Ordnung mit 1 abhängigen und 2 unabhängigen Variabeln. 

L. A. Forssman: Von den Relationen zwischen dem Nordlicht, 
den magnetischen St“rungen und den meteorologischen Erscheinungen. 

Göran Dillner: Abhandlung über höheren geometrischen Caleul. 


Der Iuhalt des 9ten Bandes ist folgender. 


G. Lundquist: Ueber die Reflexion des Lichtes an der Ober- 
fläche isotroper Körper. 

Otto Pettersson: Untersuchungen über die Molecularvolumina 
einiger Reihen von isomorphen Salzen. 


C. F. Lindman: Ueber eine transscendente Function. 


Herman Schultz: Mikrometrische Beobachtungen von 500 
Nebelflecken. 


H. Hildebrand Hildebrandsson: Ueber die obern Ströme 
der Atmosphäre in ihrer Beziehung zu den isobarymetrischen Linien. 


A. J. Ängström und T. R. Thal6n: Untersuchungen über die 
Spectra der Metalloide. H. 


Nouvelle Correspondance Mathematique. Publie par Eugene 
Catalan, ancien 6löve de l’&cole polytechnique, Docteur Es sciences, 
Professeur & Yuniversit& de Liege, etc. et Paul Mansion, Docteur 
special en sciences math6&matiques, Professeur ä l’universit de Gand. 
Tome I. Mons, 1874. 1875. Hector Manceaux. 


In Betreff der 3 ersten Lieferungen verweisen wir auf litt. Ber. 
228. Der Inhalt der, besonders an Aufgaben reichen 3 übrigen an 
Aufsätzen ist folgender. 


P. Mansion: Principien der Theorie der Determinanten nach 
Baltzer und Salmon (2 Artikel). | 
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J. Neuberg: Ueber 2 Probleme von Simon Lhuilier. 

E. Catalan: Ueber einen geometrischen Ort. 

L. Saltel: Sätze über die Curven und Flächen 3. Ordnung: 
E. Catalan: Ueber die binomische Formel. 


De Tilly: Note über das Prineip des arithmetischen Mittels 
und dessen Anwendung auf die mathematische Theorie der Fehler. 


B. Niewenglowski: Note über die Bogen sphärischer Curven. 
P. Mansion: Ueber eine Maximum-Frage, Huygen’sches Problem. 
E. Catalan: Ueber die Asymptoten der algebraischen Curven. 


H. 
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Geschichte der Mathematik und Physik. 


Geschichte der mathematischen Wissenschaften. Zweiter Theil. 
Vom Anfange des XVII. bis Ende des XVII. Jahrhunderts. Von 
Dr. Heinrich Suter. Mit zwei lithographirten Tafeln. Zürich 1875. 
Orell Füssli u. Co. 378 8. 


Die Abfassung des Buches. giebt als obersten Gesichtspunkt zu 
erkennen die Charakterisirung des Fortschritts der Wissenschaft in 
ihren verschiedenen Zweigen und Richtungen. Es ist keine Zusammen- 
stellung der Litteratur und Biographie, in der man etwa jede Notiz 
nachschlagen könnte. Es berichtet nicht über die einzelnen Arbeiten 
und Facta als gesonderte Gegenstände, wenn es auch beispielsweise 
solche vorführt. Biographische Angaben finden sich, ausser dem 
jedesmal beigefügten Geburts- und Todesjahr, nur bei wenigen her- 
vorragenden Autoren und nur in der Kürze vor. Vielmehr sind die- 
jenigen Leistungen, welche von Folge für die fernere Zeit waren, die 
also eine Kette von Untersuchungen hervorriefen oder im Entwicke- 
lungsgang einen namhaften Fortschritt bezeichneten, ausschliesslicher 
Gegenstand der Darstellung. Doch, fern von einer Schilderung in 
allgemeinen Worten, bleibt diese Darstellung stets innerhalb der Ma- 
terie der Doctrin, welcher die Auffassung des. Verfassers nur den 
verbindenden Gedanken leiht. Dass irgend eine Partie überflüssig 
lang ausgesponnen wäre, wird man sicher nie finden; ein näheres 
Eingehen auf manche Arbeiten, auch solche die einen gewissen Ruf 
in neuster Zeit haben, würde man für wünschenswert erklären können ; 
die Grenzen scheinen in dieser Beziehung so eng als möglich gezogen 
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zu sein; bei alledem bleibt. es eine sehr anerkennenswerte Leistung, 
dass die Knappheit der Angaben nirgends Unbestimmtheit mit sich 
führt, nirgends Ergänzung vermissen lässt, um das Mitgeteilte für 
sich zum deutlichen Verständniss zu bringen; auch fehlt es innerhalb 
desselben nicht am litterarischen Nachweis. Der gegenwärtige zweite 
Teil des Werkes setzt den Standpunkt der Wissenschaft im Beginn 
des behandelten Zeitraums als bekannt voraus, und gruppirt die von 
da an neu hinzutretenden Entdeckungen in einer der Zeit ihrer Ent- 
stehung entsprechenden Reihenfolge. Als vor Descartes’sche werden 
bezeichnet die Logarithmen, die Inhaltsbestimmungen, die Tangenten 
der Curven, die Maxima und Minima, die Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
die Zahlentheorie, die Perspective. Es folgt dann die Cartesische 
Geometrie, die mathematischen Principien der Naturlehre, die Diffe- 
rentialrechnung. Von dieser an die Entwickelung des höhern Calculs, 
die Fortschritte der Mechanik, die einzelnen Zweige der reinen Ana- 
lysis und Geometrie, endlich die Mechanik im 18ten Jahrhundert. 


He 


Bulletino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e 
fisiche. Pubblicato da B. Boncompagni. Tomo VIII. Roma 1875. 
Tipografia delle scienze matematiche e fisiche. 


Der Inhalt der letzten 6 Hefte ist folgender. 


7. Heft. B. Boncompagni, über einige Briefe von Evangelista 
Toricelli, von P. Marin Mersenne und von Francois du Verdus. 


8. Heft. L. Am. Sedillot, grosse Herbstexecution, Briefe an 
Dr. Ferdinand Hoefer betreffend die mathematischen Wissenschaften 
der Indier und den Ursprung des Sanskrit. 


9. bis 12. Heft. L. C. B&ziat, das Leben und die Arbeiten 
von Johannes Hevelius. 


Publicationsverzeichnisse im 8. 10. und 12. Heft. HE 


Methode und Principien. 


Die Naturgesetze und ihr Zusammenhang mit den Prinzipien der 
abstrakten Wissenschaften für Naturforscher, Mathematiker, Logiker, 
Philosophen und alle mathematisch gehillefen Denker. Von Dr. Her- 
mann Scheffler. Erster Theil. Die Theorie der Anschauung oder 
die mathematischen Gesetze. Mit 26 Figurentafeln. Erste Lieferung. 
Mit 4 Figurentafeln. Leipzig 1876. Friedrich Förster. 460 $. 
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Der Verfasser legt sich das mathematische Gebiet, von dessen 
Inhalt er wol nur durch Leetüre mancherlei äusserliche Kenntniss 
erhalten hat, zurecht, setzt die Gegenstände gemäss ‚seinem davon 
erhaltenen Eindruck in Beziehung und giebt den Beziehungen Namen. 
Der Vortrag ist durchweg imperatorisch absprechend, also wol für 
Unkundige bestimmt, die geneigt sind sich jedes Urteil dictiren zu 
lassen. Wissenschaftliche Ergebnisse wird man in dem ganzen volu- 
minösen Buche nicht finden; doch muss man wol einräumen, dass 
die Abfassungsweise dem Geschmack und der Geistesrichtung zahl- 
reicher Individuen, die sich heutzutage als Philosophen betrachten, 
entsprechen mag. H. 


Lecons d’analyse infinitösimale Par Paul Mansion, Docteur 
special en sciences math@matiques, Professeur ä& P’universite de Gand. 
I. Objet de analyse infinit6simale. II. Propriets fondamentale des 
fonctions d’une seule variable ou th&or&me de Rolle. Gand, Ad. Hoste. 
Mons, H. Manceaux 1876. 30 8. 


Die Schrift lässt etwas anderes erwarten als sie in der Tat bringt. 
Sie ist keine Grundlegung der Principien der Analysis, keine metho- 
dische Bearbeitung des Lehrstoffs, überhaupt kein Ganzes, sondern 
behandelt nur einzelne Partien aus den Elementen der Functions- 
theorie, und zwar gerade solche, die von Natur zu einfach sind um 
eines Aufwandes au Scharfsinn zum Verständniss zu bedürfen. Es 
wird zuerst der Grund, warum man in der Analysis Grössen als 
variabel betrachtet, an einigen Beispielen von Maximis und Minimis 
gezeigt, dann einiges zur Erklärung des Functionsbegriffs aufgeführt, 
dann die Namen, die Lebenszeit und Nationalität der Entdecker im 
Gebiete der Infinitcsimaltheorie zusammengestellt. Jetzt folgen, ohne 
jede Erklärung in Betreff der unendlichen Grössen, der Grenzwerte 
und Differentialquotienten, mit unmittelbarer Anwendung dieser Be- 
Begriffe, die Sätze über Abhängigkeit des Wachsens der Functionen 
vom Vorzeichen der Differentialquotienten, schliesslich der Taylorsche 
Satz mit Beschränkung auf erste Ordnung. Es lässt sich daher nur 
annehmen, dass die vorliegenden abgesonderten Stücke eines Vortrags 
aus irgend welchen individuellen Motiven zur Publication ausgewählt 
sind. H: 


Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen. 


Lehrbuch der Arithmetik für Untergymnasien, Unterrealschulen, 
Volksschullehrer-Seminarieu und zum Selbstunterricht. Von Daniel 
Höhr in Schässburg. Erster Theil. (Für die erste und zweite Klasse). 
Hermannstadt 1876. S. Filtsch. 152 S. 
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Das Lehrbuch umfasst ausschliesslich das gemeine Rechnen mit 
discreten Zahlen ohne Anwendung von Buchstaben. Die Methode ist 
sichtlich auf Entwiekelung und Inanspruchnahme des Selbstdenkens 
der Schüler eingerichtet. Sie macht zwar nirgends Gebrauch von 
dem formellen Ausdruck allgemeiner Sätze, Beweise und Gleichungen; 
gleichwol ist jede specielle Aufstellung beiden derart entsprechend, 
dass der Schüler im besondern Beispiel stets Schlüsse macht und 
Gleichungen löst. Der Schluss wird freilich stets zudictirt, doch finden 
die formellen Mittel der Evidenz Ersatz durch die Einfachheit der. 
vorgeführten Fälle. Auf synthetischen Fortschritt durch Zusammen- 
setzung aus gewonnenen Elementen und durch Schlussketten hat sich 
das Lehrbuch nicht eingelassen. In der Tat ist dies auch der Sach- 
lage ganz gemäss; vor einem solchen Fortschritt muss der formelle 
Ausdruck eintreten, was über die gegenwärtigen Grenzen hinaus ein 
Ueberstreifen in die Algebra sein würde. Man kann nicht aus flüssi- 
gem Material ein Gebäude aufführen, aus Specialbetrachtungen ein | 
System bilden, so Viele auch, angeregt durch Beispiele besonders 
begabter Geister, die ohne die formellen Hülfsmittel ihre Fähigkeiten 
zu bedeutender Höhe gesteigert haben, in die Illusion verfallen sind, 
als liesse sich durch eine dem entsprechende Methode ein gleiches 
oder noch mehr leisten, wie durch das gewöhnliche formelle Ver- 
fahren. Das Buch ist in 6 Abschnitte geteilt, die einzeln behandeln 
die Rechnungen mit Zahlenverbindungen mit Rücksicht auf Reehnungs- 
vorteile, die Teilbarkeit ganzer Zahlen, die 4 Species in Brüchen, 
erst ohne, dann unter Veränderung der Brucheinheit, die Decimal- 
brüche, die einfachen Verhältnissrechnungen. Der Vortrag ist klar 
und leicht verständlich, auch im Sinne höherer Auffassung stets cor- 
rect. Auf Erörterung der einzelnen Punkte in freier Form folgen 
Beispiele und Aufgaben, welche letztere indes eine besondere Auf- 
'gabensammlung nicht entbehrlich machen sollen, dann mitunter Regeln 
betreffend verschiedene Wege zu gleichem Resultat. H. 


Inleiding tot de Studie der Stereometrie. Door Dr. C. J. Mat- 
thes, Hoogleeraar aan het Athenacum Illustre te Amsterdam. Am- 
sterdam 1876. C. G. van der Post. 32 8. 


Die Schrift behandelt 30 Sätze nebst zugehörigen Folgerungen 
über die Stellung von 1, 2, 3 Ebenen und Geraden zu einander. Die 
Beweise sind ziemlich kurz gefasst, und der Fortschritt in der Be- 
trachtung ein ziemlich schneller, so dass die Auffassung eben ‚nicht 
leicht ist, insbesondere da sie nach 8, wol kaum zur Erklärung aller 
Gegenstände hinreichenden Definitionen durch keine weitere Erörte- 
rung unterstützt wird. Eine Ebene wird definirt durch die Bewegung 
einer Geraden bei unveränderter Richtung längs einer Senkrechten. 
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Hieran schliessen sich 7 Folgerungen ohne alle Angabe, wie sie dar- 
aus hervorgehen sollen. Jede würde für sich genug zu denken geben 
um nur zu entscheiden, ob sie wirklich daraus folgt. Die Figuren 
sind weiss auf schwarz in den Text gedruckt. H. 


Zweiter Anhang zu der ebenen Geometrie. Von Oberstudienrath 
Dr. von Nagel, Ritter I. Cl. des k. württemb. Kronordens und des 
k. württemb. Friedrichsordens. Aufgaben zu Uebungen in geometri- 
schen Berechnungen. Mit 10 Holzschnitten. Zweite neu bearbeitete 
Auflage. Ulm 1876. Wohler. 50 8. 


Die vorliegenden Aufgaben verbinden die Anwendung geometri- 
scher Sätze mit der Uebung im Rechnen und bieten namentlich rück- 
sichtlich des letztern vortreffliche Gelegenheit, das Bewusstsein der 
Bedeutung und der Erfordernisse zu entwickeln. Die Einteilung 
schliesst sich allein der Geometrie an, während die arithmetischen 
Forderungen mannichfaltig sind. Demnach braucht der Schüler die 
Vorstellungen nicht zu wechseln und die anzuwendenden Sätze nicht 
weit zu suchen; dagegen ist der Rechnungsansatz und die zum Ziele 
führende Operation ganz seinem freien ‚Urteil überlassen. Grosse 
Ansprüche an die Fähigkeiten werden in dieser Beziehung nicht ge- 
macht; dass den Anforderungen auch tatsächlich entsprochen wird, 
kann man bei diesen Aufgaben sicher sein; gleichwol wird man wol 
einräumen, dass die Entwickelung des Urteils beim Rechnen oft sehr 
ein Bedürfniss ist. Da die meisten Aufgabensammlungen das ent- 
gegengesetzte Ordnungsprincip befolgen, indem sie Reihen von Bei- 
spielen für einerlei Operation aber aus vielerlei verschiedenen Sphären 
entnommen aufstellen, wo die Uebersetzung der Daten in die arith- 
metische Form oft die hauptsächlichste und durch Regeln und An- 
weisung kaum zu mindernde Schwierigkeit macht, wo demnach das 
Urteil über die Operation vorweggenommen ist, also eine Hauptübung’ 
ganz wegfällt, so nimmt in der Tat die gegenwärtige Aufgabensamm- 
lung eine sehr berechtigte, durch die übrigen noch nicht genügend 
vertretene Stellung ein. Die Zahlenwerte der Daten sind grössten- 
teils willkürlich gewählt, selten aus der Wirklichkeit entnommen, bis- 
weilen theoretisch bestimmt. Auflösungen sind nicht dabei. Den 
Gesammtumfang der Sätze bildet die elementare Planimetrie. H. 


Die Grundlehren der Stereometrie. Von A. Stegmann. Mit 
265 Lehrsätzen und Aufgaben zur Uebung und 7 Figurentafeln. 
Kempten 1876. Jos. Kösel. 88 8. 


Das Gegenwärtige ist die Fortsetzung der im vor. J. neu erschie- 
nenen „Grundlehren der ebenen Geometrie“ s. litt. Bericht 231. S. 30. 
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Dass auch auf diesem Felde die Darstellung sich nicht bloss an Vor- 
gefundenes anlehnt, dass vielmehr der Verfasser zur Erfüllung der 
vielseitigen Anforderungen an correcten und coneinnen Ausdruck, 
Strenge, systematische Ordnung, Uebersichtlichkeit und Einfachheit 
selbständig mitgewirkt hat, ist unverkennbar. Auch ist es nur zu 
billigen, dass er auf manche aus einseitigem Princip hervorgehende 
Neuerungen nicht eingegangen, sondern im ganzen bei der euklidi- 
schen Form geblieben ist. Dass aber in irgend einem Punkte eine 
sichtlich definitive Gestaltung gewonnen sei, die nicht weitere Besse- 
rung suchte, lässt sich von der vorliegenden Bearbeitung gewiss nicht 
sagen. Viele Dinge, jedes für sich von geringem Belang, sind augen- 
fällig nicht so, wie man es verlangen muss. Warum steht Lehrs. 9. 
getrennt von Lehrs. 2., da doch beide im Grunde dasselbe sagen? 
Er musste.directe Folgerung sein. Im Beweise zu Lehrs. 2. ist die 
Hülfslinie überflüssigerweise parallel angenommen. Ebenen werden 
wiederholt der Lage nach verschieden genannt; wodurch könnten sie 
sich denn sonst unterscheiden? Grössere Desideraten treten bei den 
Sätzen über den Inhalt der runden Körper und ihrer Oberflächen 
hervor. Die Cylinder- und Kegelfläche werden durch Rollen auf der 
Ebene bestimmt. Dies hat keine methodische Schwierigkeit, nur muss 
man vorher das Rollen ohne Gleiten am Kreise erklären. Hier aber 
ist auf die Bedingung des Nichtgleitens mit keinem Worte Rücksicht 
genommen, ja nicht einmal durch die Benennung, wie etwa Rollen, 
die Vorstellung auf die bestimmte Bewegungsart gelenkt, vielmehr 
heisst es Bewegung, bei der nach einander verschiedene Punkte zur 
Berührung kommen, wo also die Gleichheit .der Flächenstücke gar 
nicht daraus folgt. Der Beweis ist demnach ganz lückenhaft. Bei 
der Bestimmung der Kugelzone soll die-Höhe in eine so überaus 
grosse Anzahl gleicher Teile zerlegt werden, dass die Meridianbogen 
zwischen den entsprechenden Parallelkreisen und die zugehörigen 
Sehnen „‚für einander genommen werden dürfen“. In der Figur seien 
die Teilbogen „der Anschaulichkeit wegen grösser dargestellt“. Kann 
man den Schülern solche Albernheiten weiss machen wollen? Wie 
sich Deductionen, die auf unendlich kleiner Teilung beruhen, streng 
und einfach geben lassen, ist eine hinreichend bekannte Sache, dass 
man solche unzählige mal gerügte Fehler in neuen Lehrbüchern nicht 
mehr erwarten sollte. H. 


Logarithmisch -trigonometrische Tafeln mit sechs Decimalstellen. 
Mit besonderer Rücksicht auf den Schulgebrauch bearbeitet von Dr. 
C, Bremiker, Professor und Sectionschef im Königl. Geodätischen 
Institut in Berlin. Vierte durchgesehene und verbesserte Stereotyp- 
Ausgabe. (Pr. 4,2 Mk.). Berlin 1876. Nicolai. 542 S. 
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Die Tafeln enthalten die Eogarithnen der Zahlen von 1 bis 
- 100000, die der Kreisfunetionen mit Winkelteilung bis auf 10 Secun- 
den ohne Untersehied für kleine und grosse Winkel, die Additions- 
und Subtractionslogarithmen auf 3 Bruchstellen, neu berechnet, die 
Länge des Längengrades der Erde für jeden Breitengrad. den Loga- 
rithmus des Krümmungsradius der Erde, den Flächeninhalt des Vier- 
ecks zwischen 2 Meridianen und 2 Parallelkreisen, die. Längen-, 
Flächen- und Körpermasse, Gewichtmasse, Münzgewichte und Gehalt 
in allen Ländern. Voraus geht eine ausführliche Anweisung zum 
logarithmischen Rechnen. Bei Empfehlung des Gebrauchs sechsstelliger 
Tafeln wird der Grund geltend gemacht, dass überhaupt keine Messung 
auf mehr als 6 Stellen genau sei, dass daher eine Rechnung mit 7 
- Stellen das Resultat nicht richtiger machte. Gerade dieser Umstand 
spricht aber vielmehr für Anwendung von 7 Stellen. Die Rechnung 
lässt sich relativ zu ihren Daten mit geringer Mühe bis zu beliebiger 
Genauigkeit führen. Es wäre Verschwendung der kostbaren und un- 
ersetzlichen Messungsresultate, wenn man die Messungsfehler mit den 
in letzter Stelle unvermeidlichen Rechnungsfehlern vermischen und 
dadurch die Unsicherheit vergrössern wollte. Mindestens eine Stelle 
mehr zu rechnen, als man genau angeben kann, wird sich stets em- 
pfehlen. Was die Empfehlung der vorliegenden Tafeln für den Schul- 
gebrauch betrifft, so scheint dabei wol nur an solche Schulen gedacht 
zu sein, wo noch 7stellige eingeführt sind, was doch gewiss auf den 
wenigsten der Fall sein wird. ‘Zum Erlernen .der logarithmischen 
Rechnung sind 5 Stellen vollkommen ausreichend. Diese Zahl em- 
pfiehlt sich durch den wesentlich geringern Gesammtumfang der Ta- 
feln. H. 


Arithmetik, Algebra und reine Analysis. 


Einleitung in die Lehre von dei Determinanten und ihrer An- 
wendung auf dem Gebiete der niedern Mathematik. Zum Gebrauch 
an Gymnasien, Realschulen u. andern höhern Lehranstalten, sowie 
zum Selbstunterricht bearbeitet von Dr. Josef Diekmann, Ober- 
lehrer am Königl. Gymnasium zu Essen. Essen 1876. G. D. Bae- 
deker. 88 8. 


Die gegenwärtige Bearbeitung der Determinantenlehre für den 
Schulgebrauch zeigt manche eigentümliche Seiten, deren Würdigung 
wol eine Frage von Interesse sein kann. Sie gehört zu denjenigen, 
welche ihren Ausgang im Speciellen nehmen, und zwar hat sie dies 
noch consequenter durchgeführt als die andern, hat aber den Haupt- 
nachteil der Specialbetrachtung glücklich vermieden. Denn diese geht 
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hier nicht aus einem Annehmen an gewohnte Weisen der Schüler 
hervor, wodurch so häufig das Erlernen neuer Prineipien vereitelt 
wird; vielmehr ist durchgängig der speeifische Charakter der Deter- 
minantentheorie gewahrt, und die specielle Deduction repräsentirt 
sichtlich die allgemeine. Gleichwol möchte auch so die Wahl der 
Methode nicht ganz gerechtfertigt sein. Die Allgemeingültigkeit des 
speciell erwiesenen Satzes wird verstanden, aber die der Determinan- 
tentheorie eigenen weitgreifenden, und doch so einfachen und durch- 
schaulichen Schlussweisen kommen nicht zum Bewusstsein; die De- 
duction führt daran vorbei, und wenn sie auch, wie es teilweise ge- 
schehen ist, erwähnt werden, so können sie nicht so zur Beachtung 
gelangen, als wenn das allgemeine Resultat direct auf kürzestem Wege 
durch sie gewonnen würde. Der Verfasser räumt nun ein, dass viel- 
leicht manche Herleitungen noch durch einfachere vertreten werden 
können. Haben wir hierbei nur solche im Sinn, die sich direct auf 
Determiuanten „ter Ordnung anwenden lassen, so ist wol vor allen 
das Theorem der Multiplication ein Beispiel der Art, wo durch Auf- 
lösung zweier Gleichungssysteme das Product der Determinanten ein- 
facher gefunden ‚wird, als es hier geschieht. Doch auch die Addition 
gehört dahin; denn obwol man hier mit Anwendung der Unterdeter- 
minanten sofort zum Ziele gelangt, so kann man auch ein gleiches 
ohne Reflexion auf dieselben durch ein Schlussverfahren erreichen, 
das für sich instructiv ist.. Wie diese Beispiele, so deutet auch manches 
andre darauf hin, dass es dem Verfasser überhaupt wenig um Ein- 
fachheit zu tun war, dass ihn vielmehr vorgefasste Grundsätze davon 
zurückhielten. Die einfachen Methoden sind da, und brauchen nur 
gewählt zu werden; warum as nicht geschieht, ist im einzelnen nicht 
zu ersehen, aber auch die Tendenz, aus der es sich erklärt, erscheint 
ganz unmotivirt. Der Verfasser beruft sich im Vorwort auf die Zu- 
stimmung aller Schulmänner darin, dass die Determinantenlehre von 
den Permutionen unabhängig zu machen sei. Ob er irgend ein Urteil 
der Art aufzuweisen hat, möchte bezweifelt werden, doch liegt wenig 
daran, wenn es sich wie hier auf nichts gründet. Welchen Erfolg 
aber hatte die Vermeidung der Permutationen für die gegenwärtige 
Gestaltung der Doctrin? Die Definition der Determinanten musste 
bloss deshalb unvollständig aufgestellt, und in Betreff der Vorzeichen- 
bestimmung auf später verwiesen werden, wo sie hernach doch durch 
Permutation geschieht. Hieraus konnte der Verfasser ersehen, dass 
seine Tendenz gegen die Natur der Sache gerichtet war. Die 
Permutation ist so eng mit dem Wesen der Determinanten verknüpft, 
dass mit ihrer Abtrennung der Auffassung ein Bedeutendes an Deut- 
lichkeit entzogen wird. Auch die vom Verfasser erhobene Frage, an 
welcher Stelle die Determinantenlehre in den Schuleursus einzufügen 
sei, entscheidet sich in Anbetracht der Verwandtschaft des Gegen- 
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standes dahin, dass sie der Lehre von den Combinationen und Per- 
-mutationen, welche ihre natürliche Vorbereitung bildet, unmittelbar 
zu folgen hat, mit dem doppelseitigen Gewinn, dass diese, bisher ein 
ziemlich heterogener Lehrgegenstand ohne recht ersichtlichen Zweck, 
sich dann erst in ihrer Fruchtbarkeit enthüllt, und ihrerseits die zur 
Auffassung der Determinantenbildung erforderliche ordnende An- 
schauung anbahnt. Die Antwort des. Verfassers, welcher den Anschluss 
an die Lehre von den Gleichungen befürwortet, erledigt die Frage 
nicht. Wie und in welcher Classe sollen dann die Gleichungen ge- 
trieben werden, damit ein Anschluss möglich ist? Denn die gewöhn- 
liche Methode, von der abzugehen noch kein Grund vorliegt, enthält 
nicht das mindeste, was auf Determinanten hindeutete. 


Mit Verwerfung der Permutationen bevorzugt der Verfasser den 
Gebrauch der Unterdeterminanten in den Herleitungen der. Sätze. 
Also wo man auch im ganzen operiren kann, soll man lieber zer- 
spalten! Das heisst doch geradezu den Zweck der Determinanten an- 
nulliren, eine Einrichtung treffen und dafür sorgen, dass sie so wenig 
als möglich zur Geltung komme. 


Einen grossen Teil der Schrift nimmt die Behandlung der Glei- 
chungen der 4 niedrigsten Grade ein. Er steht in sehr geringer Ver- 
bindung mit der Determinantenlehre, scheint den pädagogischen Ge- 

sichtspunkt ganz zu vergessen und zeigt mehr den Charakter einer 
gelehrten Untersuchung. Doch auch in letzterer Eigenschaft lässt er 
Zweck und Ziel der vielen formellen Betrachtungen sehr im dunkeln. 
Was kann uns z. B. veranlassen, die 2 Formen, in denen sich die 


| 1 
Auflösung einer quadratischen Gleichung nach & und = darstellt, un- 


ter eine gemeinsame zu vereinigen? Hat es irgend einen Sinn, dass 
sie hier die allgemeinere genannt wird? 


Den Schluss bilden Anwendungen der Determinanten auf die 
analytische Geometrie der Ebene. H. 


Partielle Differentialgleichungen und deren Anwendung auf phy- 
sikalische Fragen. Vorlesungen von Bernhard Riemann. Für 
den Druck bearbeitet und herausgegeben von Karl Hattendorff. 
Mit in den Text eingedruckten Holzstichen. Zweite Auflage. Braun- 
schweig 1876. Friedrich Vieweg u. Sohn. 328 8. 


Da die in dieser Schrift dargelegte Methode von Dirichlet und 
Riemann hinreichend bekannt ist, so wird es genügen die Gegenstände 
zu nennen, über welche die Vorlesungen sich erstrecken. Nach einem 
historischen Ueberblick über die durch physikalische Fragen hervor- 
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gerufenen Untersuchungen der partiellen Differentialgleichungen werden 
zuerst die Principien der Theorie der bestimmten Integrale, dann die 
Theorie der Fourier’schen Reihen vorgetragen. Es folgen dann die 
Hauptsätze über die gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen und 
die Untersuchung der linearen partiellen Differentialgleichung 2. Ord- 
nung, beide mit einigen Beispielen. Angewandt wird die Theorie auf 
die Wärmeleitung in homogenen festen Körpern, die Schwingungen 
elastischer Körper und die Bewegung der Flüssigkeiten. Die erste 
Frage wird gelöst für eine Anzahl verschiedener Grenzbestimmungen, 
erst bei linearer Bewegung, dann nach 3 Dimensionen. In Betreff 
der zweiten wird erst die Lösung für eine gespannte Saite, dann die 
allgemeine Theorie, dann die Lösungen für einzelne Grenzbestimmungen 
gegeben. In Betreff der dritten sind es die allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen, die Fortpflanzung der Schwingungen. in einem incompres- 
sibeln Medium und die Bewegung eines festen Körpers in einer un- 
begrenzten incompressibeln Flüssigkeit, insbesondere die einer Kugel. 

His 


Theorie der Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3. Von Dr. 
Heinrich Weber, Professor an der Universität zu Königsberg. 
Berlin 1876. Georg Reimer. 4°. 184 8. 


Diese gekrönte Preisschrift behandelt ein abgegrenztes Gebiet 
aus der Theorie der Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3. Sie 
beginnt mit der Untersuchung der Bedingungen sechsfach periodischer 
Functionen, indem sie die 6 gleichzeitigen Perioden der 3 Argumente 
auf 3 gleichzeitige und eine gemeinsame Periode redueirt, führt dann 
die % Functionen von 3 Argumenten ein und untersucht besonders 
ausführlich die Gruppirungen der Charackteristiken. Der 2te Ab- 
schnitt handelt von den algebraischen Functionen vom Geschlecht 3 
und ihren Integralen, der 3te von den Abel’schen Functionen, der 
letzte enthält die Lösungen der 2 Fundamentalprobleme, des Riemann- 
schen Problems und des Jacobi’schen Umkehrproblems. Abgesondert 
aus dem Zusammenhange würden einzelne Mitteilungen aus dem reichen 
Inhalt zu schwierig und unzureichend sein. H. 


Geometrie. 


Elemente der darstellenden Geometrie der ebenen und räumlichen 
Gebilde. Zunächst für Realschulen. Von Josef Streissler, Pro- 
fessor an der Staats-Oberrealschule und Privat- Docent an der K. k. 
Universität in Graz. Mit 324 Figuren und 8 Tafeln. Brünn 1876. 
Carl Winiker. 276 S. 
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Das vorliegende Lehrbuch bewahrt mehr den exact theoretischen 
Charakter als es wol sonst bei rein technischem Zwecke der Fall zu 
sein pflegt. Einesteils sind die Begriffe und Ausdrücke den wissen- 
schaftlichen adäquat, andernteils werden die theoretischen Kenntnisse 
in ziemlich grossem Umfang in Anspruch genommen und vorausge- 
setzt, so dass sich die Bestimmung kund giebt, die darstellende 
Geometrie auf den .vollendeten allgemein theoretischen Cursus der 
Geometrie folgen zu lassen, den sie nur nach der ausschliesslich con- 
structiven Seite hin weiter entwickelt. Auf einem solchen Standpunkt, 
wie er hier erreicht sein muss, .stellt man indes auch Forderungen 
an den Lehrgang, in Bezug auf systematische Behandlung, regelrechten 
Fortschritt, sichtliche Zielpunkte und vollständige Auskunft über alle 
notwendigen Fragen. Hieran lässt es das Lehrbuch namentlich im 
Anfang, d. i. in dem vorbereitenden Abschnitt über graphische Ope- 
rationen in der Ebene, sehr fehlen. Es findet sich kein Wort davon, 
was erlernt werden soll, welche technische Mittel zu Gebote stehen, 
und statt jeder Auskunft über das Verfahren nur die kurze Angabe 
dessen, was das Verlangte nach bekannten Sätzen der Geometrie sein 
muss. Wie man im allgemeinen eine Curve zeichnet, ist nirgends 
gesagt; dennoch wird die Construction der Evolute als Mittel zur 
Auffindung des Berührungspunkts einer Tangente aufgestellt. Aller- 
dings kann man dies in verschiedenem Sinne rechtfertigen; nur sollte 
über den Sinn kein Zweifel sein. Bei den räumlichen Gebilden liegt 
die Aufgabe der Darstellung von: selbst weit deutlicher vor. Hier 
sollte man meinen, könnte man nicht in Zweifel sein, welche Fragen 
von vorn herein zu beantwortet waren. Dennoch sucht man vergeb- 
lich nach den elementarsten Dingen, z. B. wie die 2 Projeetionen 
einer Figur in der Zeichnung zu einander liegen sollen. Ueber sehr 
ausführlichen stereometrischen Betrachtungen wird ganz vergessen, 
was gescheheif soll. Die behandelten Gegenstände sind die Ortho- 
gonalprojection der Raumgebilde auf einer, dann auf 2 Ebenen, Orts- 
veränderung der Raumgebilde, Aufgaben über die gegenseitigen Be- 
ziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen, Projeetionen 
begrenzter Ebenen und ihre Merkmale, Strahlenflächen, die Prismen- 
fläche, regelmässige Flächen, die Kegel- und Cylinderfläche, wind- 
schiefe Flächen, Rotationsflächen, Schattenconstructionen, perspectivi- 
Darstellung. H. 


Astronomie und Meteorologie. 


Der Einfluss der Himmelskörper auf Witterungsverhältnisse, 
Vortrag gehalten zu Nürnberg und München von Dr. Siegmund 
Günther. Nürnberg 1876. Hermann Ballhorn. 42 5. 
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Der Verfasser hat sichtlich Fleiss darauf verwandt recht voll-. 


ständig und übersichtlich die Resultate zusammenzustellen und vor- 
zuführen, welche auf Entscheidung über die bezeichneten Fragen ge- 
richtet sind. Er teilt sich das Feld im voraus nach den Möglichkeiten 
ein, und zeigt, dass in der Tat kein denkbarer Causalnexus existirt, 
der nicht schon namhafte Nachforschungen erfahren hätte. Natürlich 
waren hier mehr negative als positive Ergebnisse zu berichten. Zu 
eigener, begründeter Kritik war kein Raum, es musste genügen die 
Kritik der successiv erneuerten Untersuchung zur Geltung zu bringen, 
und sich dieser gemäss kurz zu erklären. Dem Vortrag angehängt 
ist der Nachweis der Litteratur nebst reichhaltigen Notizen über die- 
selbe. H. 
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Geschichte der Mathematik und Physik. 


Ziele und Resultate der neueren mathematisch-historischen For- 
schung. Von Dr. Siegmund Günther, »Privatdozent am Kogl. 
Polytechnikum zu München. Erlangen 1876. Eduard Besold. 133 8. 


Der in der Grazer Naturforscherversammlung unter obigem Titel 
gehaltene Vortrag erscheint hier umgearbeitet und ausführlicher zu- 
gleich mit angefügten Noten, welche die einzelnen berührten Themata 
weiter verfolgen und so einer durch die Umstände auferlegten Kürze 
nachträglich abhelfen sollen Der Verfasser tritt zu Gunsten des 
historischen Studiums der Mathematik ein, das, wie er findet, ab- 
weichend von dem Verhalten anderer Fachwissenschaften, die mehr 
an ihrer Geschichte festhielten, heutzutage weniger als früher ge- 
pflegt würde. Auch nach der Umarbeitung hat die Schrift den Cha- 
rakter eines Plaidoyers behalten, in welchem der Verfasser durch an- 
gezogene Beispiele das Interesse für jenes Studium zu wecken sucht. 
An dieser Eigenschaft ändern auch die Noten nichts. Wenn die ge- 
wählten Beispiele nicht besonders instructiv sind, so liegt die Schuld 
nicht bloss an der Schwierigkeit allgemein Verständliches ausser dem 
Zusammenhange zu geben, sondern vor allem daran, dass der Ver- 
fasser von vorn herein den principiellen Fragen, die hier einer Klärung 
warten, nicht näher tritt, sich mit allgemeinen Terminis begnügt, 
ohne deren Inhalt zu disceutiren, namentlich also ohne Erörterung 
lässt, was zum historischen Studium gehört, ob er von Kenntniss- 
nahme des fernen Altertums oder von Continuität der Forschung 
spricht. Bei diesem einen Tadel können wir es bewenden lassen, 
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Wollten wir auf das Einzelne eingehen, so müssten wir es doch in 
Beziehung zur Ankündigung auffassen. Wo sind nun die Ziele und 
Resultate der neuern mathematisch-historischen Forschung zu finden ? 
Wo sind Ziele kenntlich gemacht? Was sieht der Verfasser als Resul- 
tate an? Wo ist überhaupt von neuerer Forschung anders als negativ 
die Rede? Nach den ersten Seiten wird die Absicht vergessen, und 
kommt im Verlaufe der Schrift nicht wieder zum Vorschein. H. 


Arithmetik, Algebra und reine Analysis. 


Die Zinsrechnung sammt Anwendungen. I. Heft. Die Zinsrech- 
nung. Für die obern Klassen von Realschulen und Gymnasien, für 
Handelsschulen und Seminarien, und zum Selbstunterricht. II. Heft. 
Die Verzinsung periodischer Zahlungen. Von Heinrich Stüssi. 
Zürich 1876. Cäsar Schmidt. kl. 8°. 263 8. x 


Das Buch handelt ausschliesslich von derjenigen Rechnung, welche 
Zinseszins zugrunde legt, mit Voraussetzung der Lehre von Potenzen 
und Logarithmen, und hat die Bestimmung die Kenntniss dieser Rech- 
nung mehr durch die Schulen zu verbreiten, damit der Bürger die 
darauf beruhenden Einrichtungen verstehen und beurteilen könne. 
Jedes der beiden Hefte enthält die 4 Teile, theoretischen Teil, Auf- 
gaben, Tabellen und Auflösungen. Der Vortrag ist im ganzen klar 
und verständlich, das eigentlich Theoretische exact, und, was auf Her- 
kommen beruht, was also kein Denken ergeben kann, wird nicht, wie 
so häufig, zu erklären vergessen. Doch kommen auch Ausnahmen 
vor. Seite 8. ist „Betrag des später fälligen Capitals“ zweideutig, es 
muss heissen „gegenwärtigen Betrag“. Seite 5. lässt die Ausführung 
über Verzinsung in unterjährigen Terminen den Leser im Stich, der, 
da vom nominellen Zins bis dahin nicht die Rede war, zunächst an 
den effectiven Zins denken muss, durch das Weitere natürlich zweifel- 
haft wird, aber keine rechte Entscheidung findet (das Resultat ist 
durch Druckfehler noch einmal im Sinne des effectiven). Obwol durch 
Beispiele und spätere Erörterungen jede Zweideutigkeit nachträglich 
gehoben wird, so hätten doch gleich in erster Aufstellung solche ver- 
mieden werden sollen. Im übrigen zeigt die Abfassung, was durch 
Verbindung von concinner, torrecter Erörterung, Formel und Beispiel 
an Deutlichkeit geleistet werden kann, und kann als Muster der Dar- 
stellung gelten. Die Tafeln erstrecken sich auf 100 Jahre und die 
Monate eines Jahres, berücksichtigen die Zinsfüsse 2$, 3, 4, 44, 5, 6 
Procent und sind auf teils 5, 6 und 7 Bruchstellen berechnet, das 
Anfangscapital stets —1 gesetzt, die entsprechenden Logarithmen 
nebengestellt. H. 
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Die Buchstabenrechnung. Eine Entwickelung der Gesetze der 
Grundrechnungsarten rein aus den Begriffen der Zahl und des Zählens 
als Grundlage für den Unterricht. Von Dr. Ferd. Rosenberger. 
Jena 1876. Hermann Duft. 150 S. 


Das Vorliegende ist erklärtermassen kein Schulbuch zu unmittel- 
barem Gebrauch, wenn gleich die Idee der Abfassung einzig und allein 
aus dem Schulunterricht fliesst und demselben gewidmet ist. Die 
wahre Bestimmung ergiebt sich beim ersten Blick als eine logische 
Revision der elementaren Doctrin, hervorgerufen durch sehr gewöhn- 
liche Misgriffe, deren der Verfasser zwei anführt, nämlich die Um- 
gehung der Schwierigkeiten, die in der Anwendung der Grundrech- 
nungen auf negative, imaginäre Zahlen u. s. w. liegen, durch fremd- 
artige Definitionen, dann die willkürliche Zusammenstellung der Sätze 
ohne sichtlichen Zusammenhang. Statt des letztern, der nichts prin- 
cipielles enthält, liessen sich wol manche andere Punkte nennen. 
Wesentlich aber ist jedenfalls der erstere, der zwar nicht zum ersten- 
mal enthüllt wird, doch mehr Beachtung verdient, als er gefunden 
hat. Es ist dem Verfasser vollkommen beizustimmen, wenn er die 
Auskunft unnötig nennt. Es ist unnötig, bei Definition der entgegen- 
gesetzten Grössen auf räumliche Darstellung überzuspringen, es ist 
auch unnötig, einen andern als den auf blosser Wiederholung beruhen- 
den Zahlbegriff zugrunde zu legen, um zur strengen Entwickelung des 
allgemeinsten Zahlbegriffs zu gelangen. Dass die gegenwärtige Be- 
arbeitung sich denjenigen zugesellt, die die einheitliche, rein arith- 
metische Methode zur Durchführung bringen, ist an sich zu schätzen; 
unterscheidend für sie ist, dass sie die logische Seite der Arithmetik 
durch besondere Ausführlichkeit in den Vordergrund stellt, also die 
gangbaren Irrtümer und den gewöhnlichen Mangel an Rechenschaft 
über die Grundbegriffe für wichtig genug hält, ihnen mit allen Mit- 
 teln reichlicher Auseinandersetzuug entgegenzutreten. Freilich hätte 
die Darlegung noch sehr an Deutlichkeit gewinnen können, wenn die 
Ausführlichkeit mit Concinnität und Vermeidung des Ueberflüssigen 
verbunden aufträte; indessen kann man mit dem Getanen schon zu- 
frieden sein. 


Fragt man nun aber, ob die logische Revision selbst richtig voll- 
zogen sei, so zeigt gleich die erste Erklärung, welche nur eine ge- 
dankenlose Wiederholung eines häufig vorkommenden Fehlgriffs ist, 
das Gegenteil. In der Tat findet man in manchen Lehrbüchern auf- 
gestellt, Rechnen sei die Verknüpfung mehrerer Zahlen zu einer; aber 
trotzdem wird in denselben Lehrbüchern der Begriff im richtigen 
Sinne geübt, und im Widerspruch mit der Erklärung unter dem Worte 
das verstanden, was der Schüler factisch beim Rechenunterricht tun 
lernt, was er daher einzig und allein darunter verstehen kann, näm- 
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lich die Transformation der durch Operationsverknüpfung oder durch 
Bedingungen bestimmten Zahlen in dekadisch geschriebene oder all- 
gemeiner in zweckentsprechend gestaltete Zahlen. Der Verfasser des 
gegenwärtigen hingegen hat nicht nur die falsche Erklärung aufge- 
nommen, sondern bemüht sich auch sie consequent festzuhalten und 
zu realisiren, verursacht sich dadurch Schwierigkeiten, und bewirkt, 
dass manche Erörterungen je wortreicher desto dunkeler ausfallen. 
In der genannten Frage kann von verschiedener Ansicht nicht die 
Rede sein. Wird aus den Zahlen 3, 7, 4 durch Verknüpfung eine 
Zahl 3.7--4 gebildet, und diese eine in der Form 25 dargestellt, so 
sind dies zwei Acte, beide nötig um zum Zweck zu gelangen. Welchen 
von beiden man aber Rechnen nennt, wird niemand in Zweifel sein, 
sonst kann man es in jedem Rechenbuche sehen, dass der erste stets 
in der Aufgabe schon vollzogen und der zweite allein es ist der vom 
Schüler verlangt wird. Nicht minder deutlich zeigt sich der Sach- 
verhalt in der Buchstabenrechnung. Die Verknüpfung der Zahlen a, 
b, ce zu der einen Zahl ad-+-c giebt nichts zu rechnen; dagegen nennt 
man die Verwandlung von ab-+-aec in a(b+c) eine Addition, die um-: 
gekehrte eine Multiplication. Wird der Verfasser hier behaupten, 
das Rechnen bestünde in der Verknüpfung ad-+-ac einerseits, a(b-+ ec) 
andrerseits? Welches Motiv hat er dann, die Gleichheit beider so 
verschieden gebildeter Zahlen zu lehren? Die ganze Theorie der Buch- 
stabenrechnung besteht dann aus Lehren, die mit seinem Begriff des 
Rechnens nichts zu tun haben; denn alle handeln von Umformung 
der Buchstabenausdrücke. Das eben ist der grosse Mangel in der 
anfänglichen Begriffsbestimmung, dass ihr gegenüber die Doctrin 
durchweg ganz unmotivirt auftritt. Die Acte der Transformation zu 
motiviren ist der Verfasser sichtlich bemüht, doch wird das Mislingen 
nur durch den Wortreichtum verhüllt, der durch selbstgemachte 
Schwierigkeiten hervorgerufen ist. 


Auf die falsche Definition des Rechnens sind gewisse Logiker 
offenbar dadurch verfallen, dass sie beim Nachdenken über das Wesen 
der elementaren Operationen diese aus ihrem Zusammenhange mit 
der Theorie lösten, und so nach Abstraction von Sinn und Bedeutung 
nur mit dem Willküract der Verknüpfung zu tun hatten. Allerdings 
kann man ja, nachdem einmal das Rechnen durch Ausübung bekannt 
ist, schlechthin und ohne Bezugnahme auf irgend welche Transfor- 
mation sagen: Multiplicire die Zahl mit a, subtrahire dann 2 u. Ss. w. 
Dann scheint es, und namentlich während man definiren will, was 
mit diesen Acten gemeint ist, als wäre die Rechnungsart, auch wo 
man vom Facit nichts weiss, an sich ein geschlossener klarer Begriff. 
Dabei wird aber übersehen, dass dieser Begriff in nichts zerfliesst, 
wenn das Resultat der Operation ein neues Ding sein und nicht einen 
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Platz in derselben Zahlenreihe einnehmen soll. Hiervon kann man 
abstrahiren, im Augenblicke wo man die Definition aufstellt; aber es 
existirt keine einzige Anwendung, in der nicht die bei Seite gescho- 
bene Bedeutung sich mit Notwendigkeit geltend machte. 


Gehen wir nun weiter auf den Inhalt der Schrift ein, so ist es 
bei ihrem vorwaltend logischen Gesichtspunkt vor allem ihr Verhalten 
in Betreif der negatiren und gebrochenen Zahlen, wovon ihre Leistung 
abhängt. An Vorsicht lässt sie es nicht fehlen. Dass sich z. B. die 
Vertauschbarkeit der Factoren nicht ohne neue Begründung auf nega- 
tive anwenden lässt, wird hervorgehoben. Doch die Furcht vor Fehl- 
schlüssen lehrt nicht auf die leitenden Punkte aufmerksam sein. Statt 
soviel von den Schwierigkeiten zu reden, wie es hier bei Einführung 
der Brüche geschieht, hätte der Verfasser die Frage beleuchten müssen: 
Sind alle Grössen unbegrenzt teilbar? Was berechtigt uns, wenn sie 
es nicht sind, oder wenn unter der Allgemeinheit dieser Fall mit be- 
griffen ist, Brüche einzuführen? Hierüber schlüpft er mit der einge- 
schalteten, offenbar unwahren Behauptung hinweg „da jede Grösse 
bis ins Unendliche teilbar ist“. Bekanntlich giebt es zwei verschie- 
dene Gründe der Berechtigung. Erstlich lassen sich in vielen Fällen 
die negativen, in vielen Fällen die gebrochenen Zahlen wirklich dar- 
stellen. Auf diesen allein hat der Verfasser geachtet; nur verschweigt 
er leider beidemal die Einschränkung. Zweitens kann die Rechnung 
mit negativen, mit gebrochenen Zahlen positives, ganzzahliges Resultat 
geben, und da kein theoretisches Resultat letztes Resultat ist, so be- 
hält auch das negative und gebrochene Resultat unter allen Umstän- 
den Bedeutung durch seine weitere Anwendbarkeit. Der letztere ist 
unstreitig der Hauptgrund; denn aus ihm leuchtet die Berechtigung 
des factisch geübten Verfahrens ein, welches gar nicht nach der Be- 
schaffenheit des Resultats fragt. Dass der Verfasser: ihn ganz igno- 
rirt, ist ein grosser Mangel; denn es sind infolge dessen auch die 
Beweise weggeblieben, die zur Begründung notwendig waren. 


Aus dem Vorstehenden erhellt wol zur Genüge, dass der Ver- 
fasser seine Aufgabe nicht bewältigt hat; es hatte aber nicht sowol 
den Zweck seinen Versuch abzuweisen, als vielmehr die Durchführ- 
barkeit seines Gedankens darzutun. H. 


Geometrie. 


Elemente der Geometrie. Leitfaden für den Unterricht in Pla- 
nimetrie und Stereometrie. Von Dr. Kurt Schurig, Oberlehrer an 
der k. Gymnasial- und Realschulanstalt und Lehrer der Mathematik 
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an der k. Baugewerkenschule zu Plauen i. V. Zweite, verbesserte 
und vermehrte Auflage. Mit 210 in den Text gedruckten Figuren. 
Plauen, 1876. A. Hohmann. 111 8. 


Das Buch ist zum Gebrauch an der Baugewerkenschule in Plauen 
speciell bestimmt. Absehend von allem Zweck der Ausbildung für 
mathematisches Studium und Entwickelung productiver Fähigkeiten, 
ist es nur darauf berechnet der Aneignung des Lehrstoffs in gehöri- 
gem Umfang auf kürzestem und bequemstem Wege zu dienen. In 
dieser Eigenschaft bleibt aber sorgfältige Bearbeitung, concinner Aus- 
druck, Einfachheit der Darstellung, gute Auswahl des praktisch Nutz- 
baren und Reichhaltigkeit anzuerkennen. Weniger notwendig wäre 
es wol gewesen sich jeder misbräuchlichen Terminologie, die in halb- 
gebildeten Kreisen Fuss gefasst hat, anzuschliessen; denn in der 
Materie praktisch, in der Form unpraktisch zu sein, ist doch keine 
Vorschrift für den Techniker, wenn gleich der Wunsch mit jenen 
Kreisen Fühlung zu behalten auch dies erklärlich macht. H. 


Lehrbuch der Stereometrie zum Gebrauche bei dem Unterrichte 
in Gymnasial- und höheren Realanstalten. Von Oberstudienrath Dr. 
von Nagel, Ritter 1. Cl. des kgl. württemb. Kronordens und des 
kgl. württemb. Friedrichordens. Mit vielen dem Text beigedruckten 
Holzschnitten. Vierte vermehrte Auflage. Ulm 1876. Gebrüder 
Nübling. 118 S. | 


Das Lehrbuch will, wie der Verfasser erklärt, von dem Gesichts- 
punkts beurteilt sein, dass der Hauptwert des mathematischen Unter- 
richts in der innern bildenden Kräft ruht, welche dieser Wissenschaft 
innewohnt, in dem Sinne für Wissen und Wissenschaftlichkeit, welche 
sie durch die strengste Logik, die sie charakterisirt, zu wecken ge- 
eignet ist, und in der Sicherheit und Zuversicht, mit welcher der 
Schüler durch sie in seinem Denken vorwärts schreiten lernt. Fragt 
man, was die gegenwärtige Bearbeitung für diesen bildenden Zweck 
getan hat, so ist in der Tat ein Punkt zu nennen, in welchem sie 
bessernd vorgegangen ist. Die Kugel, welche gewöhnlich nur als einer . 
unter den Körpern, die man in den Elementen zu betrachten für gut 
findet, und noch dazu als letzter behandelt wird, nimmt hier voll- 
ständig die Stelle ein, welche der Kreis in der Planimetrie behauptet; 
die Lehre von der Kugel, nämlich als regulirendes Element, nicht als 
Object der Messung, folgt unmittelbar auf den Abschnitt von der 
Stellung der Ebenen und Geraden. Dass die den Kreissätzen analogen 
Sätze von den Schnitten und Berührungen der Ebenen und Geraden 
mit der Kugel und von den die Centriewinkel messenden Normal- 
bogen sehr zur Orientirung in den räumlichen Verhältnissen beitragen, 
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dass sie schon an dieser Stelle leicht zum Verständniss gelangen, da- 
her hier ihren geeigneten Platz haben, leuchtet auf den ersten Blick 
ein. Ueberdies macht der Verfasser mit Recht darauf aufmerksam, 


_ wieviel Aewendungen die Kugelsätze in fremden Unterrichtsgegen- 


ständen, der Geographie u. a. haben. Können wir dies als einen 
wesentlichen und definitiven Fortschritt der Methode verzeichnen — 
denn wieder davon abzugehen ist kein Grund ersichtlich, da weder 
ein Zusammenhang zerrissen, noch das Pensum im ganzen verlängert 
worden ist — so steht im übrigen, namentlich aber im Betreff der 
Ausführung im einzelnen, das Lehrbuch noch ganz auf dem gewöhn- 
lichen Niveau. Die Sätze des ersten Abschnitts, welche doch gerade 
die Bestimmung haben, eine. Uebersicht über die räumlichen Lagen 
zu geben, mit den Verhältnissen vertraut zu machen, sind noch ge- 
rade so bunt, als wäre es der erste Versuch, sie der Reihe nach aus 
einander zu beweisen, kein Fortschritt vom Einfachen zum Mannich- 
faltigen, von der parallelen zur rechtwinkligen und dann zur schiefen 
Lage. Ebenso wenig ist in den übrigen Abschnitten ein ordnendes 
Prineip zu erkennen, während die Ordnung der Abschnitte selbst eine 
recht vernünftige ist: auf die Kugel folgt die Ecke und das sphäri- 
sche Dreieck, dann die Körper, alles bis dahin nach allgemeinen 
Eigenschaften, zuletzt die Inhaltsberechnungen. Incorrecte Ausdrücke 
kommen bisweilen vor. „Die Geometrie ist die Lehre von den Raum- 
grössen“ ist eine Behauptung, deren Unwahrheit auf der Hand liegt 
Die Geometrie handelt ziemlich ebensoviel von Dingen, die keine 
Grössen sind, wie unbegrenzte Gerade und Ebenen, deren Schnitt- 
punkte und Schnittlinien u. s. w. und ein Kreis gilt ihr nicht für 
dasselbe als eine gleichgrosse Gerade. „Zwei Ebenen fallen in einem 
Teile ihrer Punkte zusammen“. Was heisst „ein Teil der Punkte‘? 
Da die Punkte der Ebene keine Zahl haben, so kann es doch auch 
keinen Teil dieser Zahl geben. Beide Ausdrücke entsprechen einer 
mangelhaften Entwickelung des Denkens und stehen in schroffem 
Gegensatz zu dem oben aufgestellten Gesichtspunkt. Doch diese for- 
mellen Fehler sind verschwindend gegen die Unklarheit, mit. welcher 
die Inhaltsberechnung aus den parallel begrenzten Elementen vorge- 
tragen wird. Das einzelne Element, wird behauptet, aber nicht er- 
klärt, habe keinen Einfluss auf die Grösse des Körpers. Dennoch 
besteht der Körper als lauter solchen Elementen. Wie soll der 
Schüler das zusammenreimen? Gerade das war ja zu zeigen, wie die 
Grösse des Körpers durch die Grösse des Elements bedingt ist. Da 
der Verfasser wol kein Verständniss vom Umendlichkleinen hat, so 
wollte er, wie es scheint, die Schwierigkeiten der unendlich kleinen 
Differenz durch jenen Machtspruch dem Blick entziehen. Doch an- 
statt denselben daran vorbei auf die Hauptsache zu lenken, verdeckt 


er lieber gleich das ganze Object seiner Betrachtung. Merkwürdig 
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ist,» dass er die Beweisart in der Vorrede hervorhebt. „Es ist mir 
wohl bekannt, was sich gegen diese Beweisart einwenden lässt. Aber 
ich kenne keine andere, die den Namen einer elementaren mit Recht 
verdiente.“ Trotz dem, dass ihm die Schwäehe bekannt war, und 
trotz dem ausgesprochenen Grundsatz strengster Logik entscheidet 
er sich für das Ungenügende. In der Tat liegt aber die Schuld an 
etwas ganz anderem als an der Wahl des Deductionsweges. Streng, 
elementar und ohne grosse Umständlichkeit lässt sich die bezeichnete 
Methode durchführen. Nur muss man die unendlichkleinen Grössen 
nicht ignoriren, sondern ihre Bedeutung und die darauf basirten 
Schlüsse erklären. H. 


Die regulären und halbregulären Polyeder. Mit 1 Tabelle und 
115 stereoscopischen Figuren. Von Dr. Th. Hugel, k. Reetor an 
der Gewerbschule zu Neustadt a. d. H. Neustadt a. d. H. 1876. 
A. H. Gottschick-Willer. 4%. 20 8. 


Die Schrift ist eine Sammlung von einfachen Grössenrelationen, 
welche sich zwischen den Bestimmungsstücken der regulären Polyeder, 
nicht bloss der unmittelbar vorhandenen, sondern auch mancher durch 
eigene Oonstructionen hinzukommenden, finden lassen. Sie geht nach 
keiner Seite hin auf Erschöpfung eines Bezirks aus, behandelt viel- 
mehr jedes Einzelne als Gegenstand eigenen Interesses, wie es der 
Bestimmung zu Uebungsaufgaben entspricht. Die Herleitungen sind 
meistens direet, nicht in synthetischer Verkettung von einander ab- 
hängig, und werden mit einfachen zur Hand liegenden Mitteln ohne 
Kunstgriffe in aller Kürze vollzogen. Was halbreguläre Polyeder, 
goldenes Polyeder u. s. w. genannt wird, sind nur Ergebnisse solcher 
Constructionen, die zu einfachen Relationen führen; unter diesem 
Gesichtspunkt werden die archimedischen, antiarchimedischen, Rhom- 
ben- und poinsot’schen Polyeder behandelt; eine Discussion giebt bei 
jeder neuen Figur die Haltpunkte der geordneten Vorstellung. Be- 
sonders empfehlend ist die Beigabe der stereoskopischen -Darstel- 
lungen. H. 


The cone and its sections treated geometrically, by S. A. Ren- 
shaw of Nottingham. London 1875. Hamilton, Adams, and Co. 
AD SNTARS. 


Die hier gewählte Methode nimmt zwei charakteristische Normen 
für sich in Anspruch: sie soll die Eigenschaften der Kegelschnitte 
erstens aus deren Lage im Kegel, zweitens geometrisch herleiten. 
Der Verfasser bezeichnet sie selbst als Rückkehr zur Methode der 
Alten, findet jedoch Gründe sie überhaupt zu bevorzugen, und beruft 
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sich in dieser Beziehung auf den Vorgang Hamilton’s. Die Berech- 
tigung des Versuchs von vornherein zugestanden, darf man indes wol 
an die Ausführung der Idee die Forderung stellen, dass sie derselben 
auch ganz entspricht und in Allgemeinheit der Auffassung der ein- 
schlagenden Fragen sowie in Eleganz der Deduction etwas mehr leistet 
als das Vorgefundene. Ist einmal der Kegel in seiner Beziehung zur 
Schnittfigur zum Gegenstand des Interesses gemacht worden, so war 
die Frage nach der Gestalt des Schnitts einer beliebigen Ebene jeden- 
falls erste und Hauptfrage. Ein solcher Schnitt wird hier gar nicht 
erwähnt; es kommen nur Schnittebenen senkrecht zur Projeetions- 
ebene der Kegelaxe vor, kein Wort davon, dass andere dieselben 
Figuren ergeben. Ferner hätte man wol erwarten dürfen, dass die 
Deduction, wenn auch nur in manchen Punkten, .mit der Ausgangs- 
betrachtung in Connex bleiben, und einige neue Beziehungen der 
Curvenmerkmale zum Kegel enthüllen würde. Es behält aber sein 
Bewenden bei einer einzigen: aus dem” Schnitt in jener speciellen 
Lage wird die Focal-Eigenschaft hergeleitet; nachdem hiermit eine 
für sich ausreichende Bestimmung der Curve gewonnen ist, bleibt 
die Darstellung bis ans Ende innerhalb der Ebene und kommt nicht 
wieder auf den Kegel zurück. Demnach ist die Zuziehung des Kegels 
nichts weiter als ein zurückgeschobener Ausgangspunkt und ohne 
allen Einfluss auf die Methode. Wenn endlich die letztere geometrisch 
genannt wird, so trifft dies nur insofern zu, als der Leser zu bestän- 
diger Vergleichung mit der Figur genötigt ist. Coordinaten kommen 
nicht in Anwendung; dadurch wird aber die Rechnung, aus der doch 
alle Herleitung besteht, nicht kürzer, sondern nur mühevoller durch- 
zulesen. Die Figuren sind mit grossem Aufwand an Raum, aber 
geringer Sorgfalt ausgeführt. So fällt z. B. ein Kegelschnitt zum 
grossen Teil ausserhalb des Kegelbildes. H. 


Physik. 


Lehrbuch der physikalischen Mechanik von Dr. Heinrich Buff, 
Professor der Physik an der Universität Giessen. In zwei Theilen. 
Mit zahlreichen in den Text eingedruckten Holzstichen. Braunschweig 
1874. Vieweg und Sohn. 


Indem wir dieses Buch, welches nach dem Erscheinen der ersten 
Lieferung im 220. litt. Bericht genannt worden ist, nach seinem Ab- 
schluss noch einmal aufführen, geschieht es nur um zu constatiren, 
dass auch die drei übrigen seitdem erschienenen Lieferungen das Urteil 
bestätigen, mit dem wir es damals abgefertigt haben. Die ganze volu- 
minöse Schrift ist nichts als eine Zusammentragung vorgefundenen 
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Lehrstoffs ohne jeden Hinblick auf das Bedürfniss dessen, der davon 
Gebrauch machen soll. Sie ist das Gegenteil von dem, was die An- 
kündigung auf dem Umschlag als das Streben des Verfassers bezeichnet. 
Der Zurückführung der Lehren auf die Erfahrungsgrundlagen hat sich 
kaum ein anderes Lehrbuch der Physik in dem Masse überhoben als 
das gegenwärtige. Die Sätze, ohne Angabe was daran und wodurch 
es gesichert ist, werden-schlechthin als Resultate, man sieht nicht 
wovon, aufgestellt. Dies kann natürlich nicht von denjenigen Partien 
gelten, welche speciell auf Gegenstände neuerer Forschung eingehend 
die Originalarbeiten auch in der Form der Darstellung benutzen 
konnten. Die Sorgfalt in der Sicherstellung und die klare Bezeich- 
nung des Zieles, der man hier begegnet, steht in auffälligem Gegen- 
satz zur Behandlung der allgemeinen Theorie. H. 


Compendium der Experimental-Physik nach Jamin’s Petit Traite 
de Physique deutsch bearbeitet von Dr. G. Recknagel, Professor 
für Physik und techn. Mechanik, Rector der königl. Industrieschule 
in Kaiserslautern. Stuttgart 1876. Meyer u. Zeller. 875 S. 


Das nach dem Erscheinen der ersten Lieferungen zweimal, in 
den litt. Berichten 222. und 225., besprochene Werk ist jetzt vollendet 
und enthält nun in 7 Abschnitten die Lehre von der Schwere und 
der Elasticität, der Wärme, der Reibungselektricität, den elektrischen 
Strömen, dem Magnetismus, dem Schall und dem Lichte. Der Charak- 
terisirung des zweiten Abschnitts, entsprechen auch ganz die folgenden. 
In allen Punkten findet man dasselbe correcte Zuwerkegehen: aus- 
gehend von der unmittelbar aufgefassten Tatsache führt der Vortrag 
durch das Experiment zur Theorie hin,’ so dass von Anfang bis Ende 
deutlich wird und sich beständig überschauen lässt, auf welchen Tat- 
sachen, Annahmen .und Bedingungen jede Lehre beruht. Das Com- 
pendium ist daher, hinsichtlich der allein in Betracht kommenden 
Abschnitte 2. bis 7., denjenigen seltenen Erscheinungen zuzuzählen, 
welche alle didaktischen Anforderungen in vollem Masse erfüllen. 

H. 


Schulphysik. Bearbeitet von Albert Trappe, Professor und 
Prorector an der Realschule am Zwinger zu Breslau. Siebente, ver- 
besserte und vermehrte Auflage. Mit 250 in den Text gedruckten 
Abbildungen. Breslau, Ferdinand Hirt. 280 8. 


Die neue Auflage ist auf dem. in den früheren Auflagen ernstlich 
verfolgten Wege der Emendirung, namentlich im Gebiete der Mechanik, 
fortgeschritten, und auf einen Standpunkt gelangt, welcher der heuti- 
gen höheren Schätzung des physikalischen Unterrichts entspricht. 
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Die vielen Irrlehren, welche man vor nicht gar langer Zeit noch 
unter dem Vorwande, bei der geringen mathematischen Entwickelungs- 
stufe der Schüler auf exacte Darstellung verzichten zu müssen, hegte, 
sind nicht nur beseitigt, sondern es sind auch direct die wichtigsten 
Sätze ausgesprochen, welche denselben entgegenstehen und zu den 
richtigen Vorstellungen den Grund legen. Um so mehr als dies 
hoffen lässt, dass der Verfasser auch den letzten Rest der alten Irr- 
lehren gern fallen lassen und methodischen Verbesserungen ferner 
Raum gönnen wird, mag folgendes bemerkt sein. Von der Centri- 
fugalkraft sagt das Lehrbuch, sie höbe die Centripetalkraft auf. Da- 
mit steht aber die kreisförmige Bewegung offenbar im Widerspruch ; 
denn bei Null-Kraft kann nur eine geradlinige gleichmässige Bewegung 
stattfinden. Da die Wirkung der Centripetalkraft allein der Kreis- 

x bewegung entspricht, so folgt, dass die sogenannte Centrifugalkraft 
nicht als Kraft in Rechnung kommen darf. Bei deren Einführung 
hätte der Begriffsverwirrung, der hier durchweg Vorschub geleistet 
ist, durch reichliche Aufklärung über den Sachverhalt gewehrt werden 
müssen. Hieraus erhellt zugleich, wie wenig es genügen kann, wenn 
das Lehrbuch den Satz aufstellt: Ein bewegter Körper kann nur durch 
eine Kraft zur Ruhe kommen. Ist es denn so schwer oder überhaupt 
schwerer den vollständigen Satz zu verstehen, dass jeder Bewe- 
gungszustand nur durch eine Kraft geändert werden kann, dass Ab- 
lenkung aus der Richtung, Beschleunigung und Verzögerung stets 
einer Kraftwirkung zuzuschreiben ist? Ferner wäre in methodischer 
Beziehung eine deutlichere Scheidung des mathematisch logischen 
Elements zu wünschen. Vom Parallelogramm der Kräfte, wie über- 
haupt von principiellen Sätzen, verlangt man keinen mathematischen 
Beweis, sondern klare Entfaltung des Sachverhalts; hier beeinträchtigt _ 
es nur die unbefangene Auffassung, wenn man Beweis darüber schreibt 
und die Meinung erhält, als ob man beweisen wolle, was ja doch 
nicht geschieht. Dagegen hätte wol die Existenz des Schwerpunkts 
förmlich bewiesen werden können, da sie eine strenge Folge der 
vorhergehenden Sätze von Hebel und schiefer Ebene ist. Die gegen- 
wärtige Darstellung lässt es so scheinen, als verstünde sich dieselbe 
von selbst, was doch nicht der Fall ist. H. 


Preisaufgaben 
der 
Fürstlich Jablonowski’sehen Gesellschaft 
in Leipzig. 


Mathematisch-naturwissenschaftliche Section. 


1. Für das Jahr 1876. 


Trotz der meisterhaften Arbeiten Leverrier’s über die Bewegung 
des Merkur kann die Theorie dieses Planeten noch nicht als'end- 
gültig abgeschlossen betrachtet werden. Die Gesellschaft wünscht 
eine ausführliche 


Untersuchung der die Bewegung des Merkur 
bestimmenden Kräfte, 


mit Rücksicht auf die von Laplace (in der M&canique celeste), von 
Leverrier (in den Annales de l’Observatoire und den Comptes 
rendus de l’Acad&mie des Sciences), von Hansen (in den Berichten 
der Kgl. Sächs. Gesellsch. d. W. vom 15. April 1863) und von 
Wilhelm Weber (vergl. Zöllner äber die Natur der Cometen, 
S. 333) angedeuteten Einwirkungen. Ausser der vollständigen Be- 
rechnung der Störungen ist eine Vergleichung mit den Beobachtungen 
unerlässlich, um zu zeigen, bis zu welchem Grade der Genauigkeit 
sich die eingehenden Constanten bestimmen lassen. Die Construction 
von Tafeln zur Ortsberechnung behält sich die Gesellschaft vor zum 


Gegenstand einer späteren Preisbewerbung zu machen. Preis 700 Mark: 


2... Für das Jahr 1877: 


Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen’ während 
des Zeitraumes von 1819—1848 sorgfältig untersuchte Comet I, 1819, 
hat in seiner Bewegung Anomalieen gezeigt, welche zu ihrer Er- 
klärung auf die Hypothese eines widerstebenden Mittels geführt haben. 
Da indessen eine genauere Untersuchung der Bahn nur über einen 


beschränkten Theil des Zeitraums vorliegt, über welchen die Be- 
obachtungen (seit 1786) sich erstrecken, so ist eine vollständige 
Neubearbeitung der Bahn des Encke’schen Cometen um so mehr 
wünschenswerth, als die bisher untersuchten Bewegungen anderer 
periodischen Cometen keinen analogen widerstehenden Einfluss ver- 
rathen haben. Die Gesellschaft wünscht eine solche vollständige Neu- 
bearbeitung herbeizuführen, und stellt desshalb die Aufgabe: 


die Bewegung des Encke’schen Cometen mit Be- 
rücksichtigung aller störenden Kräfte, welche 
von Einfluss sein können, vorläufig wenigstens 
innerhalb des seit dem Jahre 1848 verflossenen 
Zeitraums zu untersuchen. 


Die ergänzende Bearbeitung für die frühere Zeit behält sich die 
Gesellschaft vor, eventuell zum Gegenstand einer späteren Preis- 
bewerbung zu machen. Preis 700 Mark. 


3. Für das Jahr 1878. 


Die Entwickelung des reciproken Werthes der Entfernung r zweier 
Punkte spielt in astronomischen und physikalischen Problemen eine 
hervorragende Rolle. In der Theorie der Transformation der ellipti- 
schen Functionen wird die zuerst von Cauchy entdeckte Gleichung 
bewiesen 
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in welcher mit Rücksicht auf die zu erzielende Genauigkeit die positive 
willkürliche Constante a so gross gewählt werden kann, dass die 
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Exponentialgrösse e  ? vernachlässigt werden darf. Alsdann hat man 
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eine Reihenentwickelung von ungemein rascher Convergenz. Es steht 
zu erwarten, dass eine auf die vorstehende Formel gegründete Ent- 
wickelung der Störungsfunction in dem Problem der drei Körper sich 
für die numerische Rechnung als vortheilhaft erweisen werde. 


Die.Gesellschaft wünscht eine unter dem angedeu- 
teten Gesichtspunkte ausgeführte Bearbeitung des Stö- 
rungsproblems zu erhalten. 


Indem sie dem Bearbeiter die Wahl des besonderen Falles über- 
lässt, in welchem die numerische Anwendbarkeit des Verfahrens ge- 
zeigt werden soll, setzt sie voraus, dass das gewählte Beispiel hin- 
länglichen Umfang und Wichtigkeit besitze, um die Tragweite der 
vorgeschlagenen Methode und ihr Verhältniss zu den bisher ange- 
wandten hervortreten zu lassen. Preis 700 Mark. 


4. Für das Jahr 1879. : 


Durch die in den Abhandlungen der Kel. Sächs. Gesellschaft der 
Wissenschaften von W. Hanke] veröffentlichten Untersuchungen ist 
nachgewiesen worden, dass die Thermoelektrieität nicht nur auf den 
hemimorphen Krystallen auftritt, sondern eine an allen Krystallen 
wahrzunehmende Eigenschaft ist, soweit deren krystallinische Structur 
und materielle Beschaffenheit überhaupt ein Entstehen und Anhäufen 
der Elektrieität bis zu einer durch unsere Instrumente nachweisbaren 
Stärke gestatten. Die erwähnten Abhandlungen umfassen ausser den 
hemimorphen Krystallen des Boracites und Quarzes die symmetrisch 
gebildeten Krystalle des Idokrases, Apophyllits, Kalkspathes, Berylis, 
Topases, Schwerspathes, Aragonites, Gypses, Diopsids, Orthoklases, 
Albits und Periklins, und lehren nicht nur die Vertheilung der Elek-. 
tricität auf den in den verschiedenen Formen vollkommen ausgebilde- 
ten, sondern auch auf den durch Anwachsen und sonstige Hindernisse 
in ihrer Entwickelung gehemmten Individuen, sowie auf den Bruch 
oder Anschlagen der Durchgänge künstlich erzeugten Begrenzungs- 
flächen kennen. Es scheinen nun unter allen zwischen der Wärme 
und der Elektricität beobachteteten Beziehungen die thermoelektrischen 
Erscheinungen am geeignetsten, eine nähere Kenntniss des Zusammen- 
hanges zwischen den genannten beiden Agentien zu ermöglichen, und 
es wird daher von der Fürstlich Jablonowski’schen Gesellschaft für 
das Jahr 1879 als Preisaufgabe gestellt: 


Auf streng physikalische Versuche gestützter 
Nachweis der Entstehung der auf Krystallen bei 
steigender und sinkender Temperatur hervor- 
tretenden Elektricität (Thermoelektricität, Pyroelek- 
tricität, Krystallelektrieität) und der durch Bildungs- 
hemmnisse oder äussere Verletzungen derselben 


in der normalen Vertheilung entstehenden Aen- 


derungen. 
Preis 700 Mark. 


ee En 


er. 
% 
= 


N SE? 
E. 
eh 
E02 


N Eon 


L} 
veifsracd. 


,E 


u 
MR ----- - - - Y- 


cherer von FH Kanike 


dt 


L 


chn 
vleindr 


/ Kegels 


von Geraden mı 


ehn. 


DJ 


- 


d. Durch 


on 


Irırcl 


r 
OS 


l 


| 
I, Peschka: 


.—.. 
| - 
a 


.- 


.- -. 


\ 
\ 
Er 
\ 


Grunert JIrchiv. 


= 


Au 


ae 
Kae 
= 


an 


Bert, BR - 


C 


- 


Grunert 


’ 7? 


Licu 


L 


“ ro R ‚2 
ruckerei von EM Kunike, Greifswald. 


Grunert Archiv. Steindruckerer von AM Kunike, Greifswald. 


| 
| 
4 


HU. Feschka.: Construction d. Durchschn. von Geraden 
r | mul Ke eg elschn. 


G@runert Archiv. VER TIERT 


f 


7 
er 


_ 


Steindruckerer von EW Kunike, Greifsmpald. 


den. 


e Ju/ga 


ISCR. 


teomeelr 


Lhal: 
| 
| 


JH. Mend 


Grunert Archiv. 


Tal IX 


wrunert ArCchtD. 


Taf: ID. 


NMAIX. Thrieme: 


Binare laterale Gerade. 


öteindruckerei v. EH Kunike, drafsmwadd. 


nn 
2 
= 
” 


ü 


Br 
AR 


BO 


- - 

ge . a7 

> at 

n. x 
. z % - > 2“ 
= c „ 
ERNEST ET EEE EEE ERSTE ZN I. EEE P “ FL. s > 
EEE EEE IE ET ET u aa au nen ne at SE men EELERE, I B IE er - h F - - . - 
: — ee a a in nn a u a nun ri he re 2 . £ r AR, FD 2 

 — I — Mn art ann lin nn al an En = EEE EEE a Tu et nn nn nn Er Te vn nn Beni A Fe 0 ne RE nn Te ni m u mn er ix 


UNIVERSITY OF ILLINOIS-URBANA 
C001 


510.5AR 
3 0112 016759562 


ARCHIV DER MATHEMATIK UND PHYSIK 


59 1876 


